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前言

近年来，我们在媒体上到处可见人工智能（AI）这个词，而深度学习是人工智能的一种实现方法。下面我们就来简单地看一下深度学习具有怎样划时代的意义。

下面是三张花的图片，它们都具有同一个名字，那究竟是什么呢？
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答案是玫瑰。虽然大小和形状都不一样，但这些的确都是玫瑰花的图片。看到玫瑰花的图片，我们理所当然就能辨别出“这是玫瑰花”。

在计算机和数学的世界中，这个玫瑰花的例子属于模式识别问题。人类每天都在进行着模式识别。比如，我们在逛街的时候就会无意识地进行着物体的辨别：“那是电影院”“信号灯是红灯”，等等。换言之，这就是在进行模式识别。

然而，像这样的人类认为很自然的事情，一旦想让机器来做，就变得非常困难。例如，现在让你编写一个模式识别的计算机程序，使其从大量花的图片中单独提取出玫瑰花的图片，你可能就束手无策了。

实际上，关于模式识别的理论创建一直在碰壁。例如，对于玫瑰花的模式识别，以前的逻辑是将“玫瑰是具有这样特征的东西”教给机器，然而效果甚微。因为玫瑰花的形状实在是太多了，即使是相同品种的玫瑰花，其颜色和形状每时每刻也都在发生变化，不同品种的玫瑰花则会有更大的差异。要从如此多样的特征之中得出“玫瑰”这样一个概念，的确是太难了。

后来，一种被称为神经网络的数学方法被研究出来。具体来说，就是将模拟动物的神经细胞的神经元聚集起来形成网络，然后让这个网络去观察大量的玫瑰花的图片，进行“自学习”。相比之前的模式识别逻辑，该方法取得了很大的成功。特别是利用称为卷积神经网络的多层结构的神经网络，甚至可以从图片和视频中识别出人和猫。深度学习就是用具有这种结构的神经网络实现的人工智能。

虽然“自学习”听起来很难，但神经网络运用的数学理论是非常简单的，基本上是比较基础的数学知识。然而，很多文献大量使用公式和专业术语，令人难以看透神经网络的本质，这对于今后人工智能的发展是莫大的不幸和障碍。本书作为人工智能的入门书，目的就是要破除这种障碍，让所有人都能够体会到神经网络的趣味性。本书的目标是用初级的数学知识详细地讲解深度学习的思想。

只要从本质上理解了基础知识，就可以在应用中大展身手。但愿本书能够对 21 世纪人工智能的发展有所贡献。

最后，本书从策划到最终出版，得到了技术评论社渡边悦司先生的大力支持，我们借此向他表达深深的谢意。

　

2017 年春

笔者




本书的使用说明


	本书的目的在于提供理解神经网络所需的数学基础知识。为了便于读者直观地理解，书中使用大量图片，并通过具体示例来介绍。因此，本书将数学的严谨性放在第二位。

	深度学习的世界是丰富多彩的，本书主要考虑阶层型神经网络和卷积神经网络在图像识别中的应用。

	本书将 Sigmoid 函数作为激活函数，除此之外也可以考虑其他函数。

	本书以最小二乘法作为数学上的最优化的基础，除此之外也可以考虑其他方法。

	神经网络可分为有监督学习和无监督学习两类。本书主要讲解有监督学习。

	人工智能相关的文献之所以难读，其中一个原因就是各文献所用的符号不统一。本书采用的是相关文献中常用的符号。

	本书使用 Excel 进行理论验证。Excel 是一个非常优秀的工具，能够在工作表上可视化地展现逻辑，有助于我们理解。因此，相应的项目需要以 Excel 的基础知识为前提。






Excel 示例文件的下载

本书中使用的 Excel 示例文件可以从以下网址下载。

http://www.ituring.com.cn/book/2593


	示例文件的内容






	章节

	文件名

	概要






	2-11 节

	2-11 梯度下降法.xlsx

	通过简单的例子确认梯度下降法的原理




	3-5 节

	3-5 NN（求解器）.xlsx

	不使用误差反向传播法，直接使用 Excel 执行最优化，确定神经网络




	4-4 节

	4-4 NN（误差反向传播法）.xlsx

	使用误差反向传播法确定神经网络




	5-4 节

	5-4 CNN（求解器）.xlsx

	不使用误差反向传播法，直接使用 Excel 执行最优化，确定卷积神经网络




	5-6 节

	5-6 CNN（误差反向传播法）.xlsx

	使用误差反向传播法确定卷积神经网络




	附录 A

	附录 A.xlsx

	第 4 章例题的图像数据




	附录 B

	附录 B.xlsx

	第 5 章例题的图像数据







注意


	本书基于Excel 2013执笔，不保证示例文件可在其他版本上正常运行。

	示例文件的内容可能会变更。

	读者可以随意变更或改良示例文件的内容，但我们不提供支持。








第 1 章　神经网络的思想

在人工智能领域，神经网络（Neural Network，NN）是近年来的热门话题，由此发展而来的深度学习更是每天都被经济和社会新闻提及。本章将概述神经网络是什么，以及数学是怎样参与其中的。为了帮助大家直观地理解，书中的类比或多或少有些粗糙，不当之处还请见谅。

1-1 神经网络和深度学习

深度学习是人工智能的一种具有代表性的实现方法，下面就让我们来考察一下它究竟是什么样的技术。

备受瞩目的深度学习

在有关深度学习的热门话题中，有几个被媒体大肆报道的事件，如下表所示。




	年份

	事件






	2012 年

	在世界性的图像识别大赛ILSVRC中，使用深度学习技术的Supervision方法取得了完胜




	2012 年

	利用谷歌公司开发的深度学习技术，人工智能从 YouTube 的视频中识别出了猫




	2014 年

	苹果公司将Siri 的语音识别系统变更为使用深度学习技术的系统




	2016 年

	利用谷歌公司开发的深度学习技术，AlphaGo 与世界顶级棋手对决，取得了胜利




	2016 年

	奥迪、宝马等公司将深度学习技术运用到汽车的自动驾驶中






如上表所示，深度学习在人工智能领域取得了很大的成功。那么，深度学习究竟是什么技术呢？深度学习里的“深度”是什么意思呢？为了解答这个疑问，首先我们来考察一下神经网络，这是因为深度学习是以神经网络为出发点的。

神经网络

谈到神经网络的想法，需要从生物学上的神经元（ neuron）开始说起。

从生物学的扎实的研究成果中，我们可以得到以下关于构成大脑的神经元的知识（1-2 节）。

(i) 神经元形成网络。

(ii) 对于从其他多个神经元传递过来的信号，如果它们的和不超过某个固定大小的值（阈值），则神经元不做出任何反应。

(iii) 对于从其他多个神经元传递过来的信号，如果它们的和超过某个固定大小的值（阈值），则神经元做出反应（称为点火），向另外的神经元传递固定强度的信号。

(iv) 在 (ii) 和 (iii) 中，从多个神经元传递过来的信号之和中，每个信号对应的权重不一样。
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将神经元的工作在数学上抽象化，并以其为单位人工地形成网络，这样的人工网络就是神经网络。将构成大脑的神经元的集合体抽象为数学模型，这就是神经网络的出发点。

用神经网络实现的人工智能

看过以往的科幻电影、动画片就知道，人工智能是人们很早就有的想法。那么，早期研究的人工智能和用神经网络实现的人工智能有哪些不同呢？答案就是用神经网络实现的人工智能能够自己学习过去的数据。

以往的人工智能需要人们事先将各种各样的知识教给机器，这在工业机器人等方面取得了很大成功。
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而对于用神经网络实现的人工智能，人们只需要简单地提供数据即可。神经网络接收数据后，会从网络的关系中自己学习并理解。

“人教导机器”类型的人工智能的问题

20 世纪的“人教导机器”类型的人工智能，现在仍然活跃在各种领域，然而也有一些领域是它不能胜任的，其中之一就是模式识别。让我们来看一个简单的例子。


例题　有一个用 8×8 像素读取的手写数字的图像，考虑如何让计算机判断图像中的数字是否为 0。



读取的手写数字的图像如下图所示。

[image: ]

这些图像虽然大小和形状各异，但都可以认为正解是数字 0。可是，如何将这些图像中的数字是 0 这个事实教给计算机呢？

要用计算机进行处理，就需要用数学式来表示。然而，像例题这样的情况，如果使用 20 世纪的常规手段，将“0 具有这样的形状”教给计算机，处理起来会十分困难。况且，如下所示，对于写得很难看的字、读取时受到噪声影响的字，虽然人能够设法辨认出来是 0，但要将这种辨认的条件用数学式表达，并教给计算机，应该是无法做到的。

[image: ]

从这个简单的例题中可以看出，“人教导机器”类型的人工智能无法胜任图像、语音的模式识别，因为要把所有东西都教给计算机是不现实的。

不过，在 20 世纪后期，对于这样的问题，人们找到了简单的解决方法，那就是神经网络以及由其发展而来的深度学习。如前所述，具体来说就是由人提供数据，然后由神经网络自己进行学习。

如此看来，神经网络似乎有一些不可思议的逻辑。然而，从数学上来说，其原理十分容易。本书的目的就是阐明它的原理。

1-2 神经元工作的数学表示

就像我们在 1-1 节看到的那样，神经网络是以从神经元抽象出来的数学模型为出发点的。下面，我们将更详细地考察神经元的工作，并将其在数学上抽象化。

整理神经元的工作

人的大脑是由多个神经元互相连接形成网络而构成的。也就是说，一个神经元从其他神经元接收信号，也向其他神经元发出信号。大脑就是根据这个网络上的信号的流动来处理各种各样的信息的。

[image: ]

让我们来更详细地看一下神经元传递信息的结构。如上图所示，神经元是由细胞体、树突、轴突三个主要部分构成的。其他神经元的信号（输入信号）通过树突传递到细胞体（也就是神经元本体）中，细胞体把从其他多个神经元传递进来的输入信号进行合并加工，然后再通过轴突前端的突触传递给别的神经元。

那么，神经元究竟是怎样对输入信号进行合并加工的呢？让我们来看看它的构造。

假设一个神经元从其他多个神经元接收了输入信号，这时如果所接收的信号之和比较小，没有超过这个神经元固有的边界值（称为阈值），这个神经元的细胞体就会忽略接收到的信号，不做任何反应。
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注：对于生命来说，神经元忽略微小的输入信号，这是十分重要的。反之，如果神经元对于任何微小的信号都变得兴奋，神经系统就将“情绪不稳定”。

不过，如果输入信号之和超过神经元固有的边界值（也就是阈值），细胞体就会做出反应，向与轴突连接的其他神经元传递信号，这称为点火。

[image: ]

那么，点火时神经元的输出信号是什么样的呢？有趣的是，信号的大小是固定的。即便从邻近的神经元接收到很大的刺激，或者轴突连接着其他多个神经元，这个神经元也只输出固定大小的信号。点火的输出信号是由 0 或 1 表示的数字信息。

神经元工作的数学表示

让我们整理一下已经考察过的神经元点火的结构。

(i) 来自其他多个神经元的信号之和成为神经元的输入。

(ii) 如果这个信号之和超过神经元固有的阈值，则点火。

(iii) 神经元的输出信号可以用数字信号 0 和 1 来表示。即使有多个输出端，其值也是同一个。

下面让我们用数学方式表示神经元点火的结构。

首先，我们用数学式表示输入信号。由于输入信号是来自相邻神经元的输出信号，所以根据 (iii)，输入信号也可以用“有”“无”两种信息表示。因此，用变量 [image: x] 表示输入信号时，如下所示。

[image: ]

注：与视细胞直接连接的神经元等个别神经元并不一定如此，因为视细胞的输入是模拟信号。

接下来，我们用数学式表示输出信号。根据 (iii)，输出信号可以用表示点火与否的“有”“无”两种信息来表示。因此，用变量 [image: y] 表示输出信号时，如下所示。

[image: ]
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最后，我们用数学方式来表示点火的判定条件。

从 (i) 和 (ii) 可知，神经元点火与否是根据来自其他神经元的输入信号的和来判定的，但这个求和的方式应该不是简单的求和。例如在网球比赛中，对于来自视觉神经的信号和来自听觉神经的信号，大脑是通过改变权重来处理的。因此，神经元的输入信号应该是考虑了权重的信号之和。用数学语言来表示的话，例如，来自相邻神经元 1、2、3 的输入信号分别为 [image: x_1]、[image: x_2]、[image: x_3]，则神经元的输入信号之和可以如下表示。

[image: w_1x_1+w_2x_2+w_3x_3\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]

式中的 [image: w_1]、[image: w_2]、[image: w_3] 是输入信号 [image: x_1]、[image: x_2]、[image: x_3] 对应的权重（weight）。
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根据 (ii)，神经元在信号之和超过阈值时点火，不超过阈值时不点火。于是，利用式 (1)，点火条件可以如下表示。

[image: ]

这里，[image: \theta] 是该神经元固有的阈值。

例 1　来自两个神经元 1、2 的输入信号分别为变量 [image: x_1]、[image: x_2]，权重为 [image: w_1]、[image: w_2]，神经元的阈值为 [image: \theta]。当 [image: w_1=5]，[image: w_2=3]，[image: \theta=4] 时，考察信号之和 [image: w_1x_1+w_2x_2] 的值与表示点火与否的输出信号 [image: y] 的值。




	输入 [image: \boldsymbol{x_1} ]

	输入 [image: \boldsymbol{x_2} ]

	和 [image: \boldsymbol{w_1x_1+w_2x_2} ]

	点火

	输出信号 [image: \boldsymbol{y}]






	0

	0

	[image: 5\times0+3\times0=0<4]

	无

	0




	0

	1

	[image: 5\times0+3\times1=3<4]

	无

	0




	1

	0

	[image: 5\times1+3\times0=5\geqslant4]

	有

	1




	1

	1

	[image: 5\times1+3\times1=8\geqslant4]

	有

	1






点火条件的图形表示

下面我们将表示点火条件的式 (2) 图形化。以神经元的输入信号之和为横轴，神经元的输出信号 [image: y] 为纵轴，将式 (2) 用图形表示出来。如下图所示，当信号之和小于 [image: \theta] 时，[image: y] 取值 0，反之 [image: y] 取值 1。
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如果用函数式来表示这个图形，就需要用到下面的单位阶跃函数。

[image: u(z)=\begin{cases}0~~(z<0)\\1~~(z\geqslant0)\end{cases}]

单位阶跃函数的图形如下所示。

[image: ]

利用单位阶跃函数 [image: u(z)]，式 (2) 可以用一个式子表示如下。


点火的式子：[image: y=u(w_1x_1+w_2x_2+w_3x_3-\theta)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(3)]



通过下表可以确认式 (3) 和式 (2) 是一样的。




	[image: \boldsymbol{y}]

	[image: \boldsymbol{w_1x_1+w_2x_2+w_3x_3} ]

	[image: \boldsymbol{z=w_1x_1+w_2x_2+w_3x_3}-\theta]

	[image: \boldsymbol{u(z)}]






	0（无点火）

	小于 [image: \theta]

	[image: z<0]

	0




	1（点火）

	大于等于 [image: \theta]

	[image: z\geqslant0]

	1






此外，该表中的 [image: z]（式　(3) 的阶跃函数的参数）的表达式

[image: z=w_1x_1+w_2x_2+w_3x_3-\theta\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(4)]

称为该神经元的加权输入。


备注　[image: \boldsymbol{w_1x_1+w_2x_2+w_3x_3}=\theta] 的处理

有的文献会像下面这样处理式 (2) 的不等号。
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在生物上这也许是很大的差异，不过对于接下来的讨论而言是没有问题的。因为我们的主角是 Sigmoid 函数，所以不会发生这样的问题。



1-3 激活函数：将神经元的工作一般化

1-2 节中用数学式表示了神经元的工作。本节我们试着将其在数学上一般化。

简化神经元的图形

为了更接近神经元的形象，1-2 节中将神经元表示为了下图的样子。

[image: ]

然而，为了画出网络，需要画很多的神经元，在这种情况下上面那样的图就不合适了。因此，我们使用如下所示的简化图，这样很容易就能画出大量的神经元。

[image: ]

为了与生物学的神经元区分开来，我们把经过这样简化、抽象化的神经元称为神经单元（unit）。

注：很多文献直接称为“神经元”。本书为了与生物学术语“神经元”区分，使用“神经单元”这个称呼。另外，也有文献将“神经单元”称为“人工神经元”，但是由于现在也存在生物上的人工神经元，所以本书中也不使用“人工神经元”这个称呼。

激活函数

将神经元的示意图抽象化之后，对于输出信号，我们也对其生物上的限制进行一般化。

根据点火与否，生物学上的神经元的输出 [image: y] 分别取值 1 和 0（下图）。

[image: ]

然而，如果除去“生物”这个条件，这个“0 和 1 的限制”也应该是可以解除的。这时表示点火与否的下式（1 - 2 节式 (3)）就需要修正。

点火的式子：[image: y=u(w_1x_1+w_2x_2+w_3x_3-\theta)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]

这里，[image: u] 是单位阶跃函数。我们将该式一般化，如下所示。


[image: y=a(w_1x_1+w_2x_2+w_3x_3-\theta)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]



这里的函数 [image: a] 是建模者定义的函数，称为激活函数（activation function）。[image: x_1]、[image: x_2]、[image: x_3] 是模型允许的任意数值，[image: y] 是函数 [image: a] 能取到的任意数值。这个式 (2) 就是今后所讲的神经网络的出发点。

注：虽然式 (2) 只考虑了 3 个输入，但这是很容易推广的。另外，式 (1) 使用的单位阶跃函数 [image: u(z)] 在数学上也是激活函数的一种。

请注意，式 (2) 的输出 [image: y] 的取值并不限于 0 和 1，对此并没有简单的解释。一定要用生物学来比喻的话，可以考虑神经单元的“兴奋度”“反应度”“活性度”。

我们来总结一下神经元和神经单元的不同点，如下表所示。




	

	神经元

	神经单元






	输出值 [image: y]

	0或1

	模型允许的任意数值




	激活函数

	单位阶跃函数

	由分析者给出，其中著名的是 Sigmoid 函数（后述）




	输出的解释

	点火与否

	神经单元的兴奋度、反应度、活性度






[image: ]

将神经元点火的式 (1) 一般化为神经单元的激活函数式 (2)，要确认这样做是否有效，就要看实际做出的模型能否很好地解释现实的数据。实际上，式 (2) 表示的模型在很多模式识别问题中取得了很好的效果。

Sigmoid 函数

激活函数的代表性例子是 Sigmoid 函数 [image: \sigma(z)]，其定义如下所示。

[image: \sigma(z)=\frac{1}{1+{\rm e}^{-z}}~~({\rm e}=2.718281\dots)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(3)]

关于这个函数，我们会在后面详细讨论（2-1 节）。这里先来看看它的图形，Sigmoid 函数 [image: \sigma(z)] 的输出值是大于 0 小于 1 的任意值。此外，该函数连续、光滑，也就是说可导。这两种性质使得 Sigmoid 函数很容易处理。

[image: ]

单位阶跃函数的输出值为 1 或 0，表示点火与否。然而，Sigmoid 函数的输出值大于 0 小于 1，这就有点难以解释了。如果用生物学术语来解释的话，如上文中的表格所示，可以认为输出值表示神经单元的兴奋度等。输出值接近 1 表示兴奋度高，接近 0 则表示兴奋度低。

[image: ]

本书中将 Sigmoid 函数作为标准激活函数使用，因为它具有容易计算的漂亮性质。如果用数学上单调递增的可导函数来代替，其原理也是一样的。

偏置

再来看一下激活函数的式 (2)。

[image: y=a(w_1x_1+w_2x_2+w_3x_3-\theta)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]

这里的 [image: \theta] 称为阈值，在生物学上是表现神经元特性的值。从直观上讲，[image: \theta] 表示神经元的感受能力，如果 [image: \theta] 值较大，则神经元不容易兴奋（感觉迟钝），而如果值较小，则神经元容易兴奋（敏感）。

然而，式 (2) 中只有 [image: \theta] 带有负号，这看起来不漂亮。数学不喜欢不漂亮的东西。另外，负号具有容易导致计算错误的缺点，因此，我们将 [image: -\theta] 替换为 [image: b]。

[image: y=a(w_1x_1+w_2x_2+w_3x_3+b)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(4)]

经过这样处理，式子变漂亮了，也不容易发生计算错误。这个 [image: b] 称为偏置（bias）。

[image: ]

本书将式 (4) 作为标准使用。另外，此时的加权输入 [image: z]（1-2 节）如下所示。

[image: z=w_1x_1+w_2x_2+w_3x_3+b\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(5)]

式 (4) 和式 (5) 是今后所讲的神经网络的出发点，非常重要。

另外，生物上的权重 [image: w_1]、[image: w_2]、[image: w_3] 和阈值 [image: \theta]（[image: =-b]）都不是负数，因为负数在自然现象中实际上是不会出现的。然而，在将神经元一般化的神经单元中，是允许出现负数的。

[image: \boldsymbol{x_1}]


问题　右图是一个神经单元。如图所示，输入 [image: x_1] 的对应权重是 2，输入 [image: x_2]的对应权重是 3，偏置是 -1。根据下表给出的输入，求出加权输入 [image: z] 和输出 [image: y]。注意这里的激活函数是 Sigmoid 函数。

[image: ]




	输入 [image: \boldsymbol{x_1}]

	输入 [image: \boldsymbol{x_2}]

	加权输入 [image: \boldsymbol{z}]

	输出 [image: \boldsymbol{y}]






	0.2

	0.1

	

	




	0.6

	0.5

	

	






解　结果如下表所示（式 (3) 中的 e 取 e = 2.7 进行计算）




	输入 [image: \boldsymbol{x_1}]

	输入 [image: \boldsymbol{x_2}]

	加权输入 [image: \boldsymbol{x_2}]

	输出 [image: \boldsymbol{y}]






	0.2

	0.1

	2×0.2 + 3×0.1 - 1 = -0.3

	0.43




	0.6

	0.5

	2×0.6 + 3×0.5 - 1 = 1.7

	0.84








　


备注　改写式 (5)

我们将式 (5) 像下面这样整理一下。

[image: z=w_1x_x+w_2x_2+w_3x_3+b\times1\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(6)]

这里增加了一个虚拟的输入，可以理解为以常数 1 作为输入值（下图）。

[image: ]

于是，加权输入 [image: z] 可以看作下面两个向量的内积。

[image: (w_1,w_2,w_3,b)(x_1,x_2,x_3,1)]

计算机擅长内积的计算，因此按照这种解释，计算就变容易了。



1-4 什么是神经网络

神经网络作为本书的主题，它究竟是什么样的呢？下面让我们来看一下其概要。

神经网络

上一节我们考察了神经单元，它是神经元的模型化。那么，既然大脑是由神经元构成的网络，如果我们模仿着创建神经单元的网络，是不是也能产生某种“智能”呢？这自然是让人期待的。众所周知，人们的期待没有被辜负，由神经单元组成的网络在人工智能领域硕果累累。

在进入神经网络的话题之前，我们先来回顾一下上一节考察过的神经单元的功能。



	将神经单元的多个输入 [image: x_1,x_2,\cdots,x_n] 整理为加权输入 [image: z]。

[image: z=w_1x_1+w_2x_2+\cdots+w_nx_n+b\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]

其中 [image: w_1,w_2,\cdots,x_n] 为权重，[image: b] 为偏置，[image: n] 为输入的个数。



	神经单元通过激活函数 [image: a(z)]，根据加权输入 [image: z] 输出 [image: y]。

[image: y=a(z)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]







[image: ]

将这样的神经单元连接为网络状，就形成了神经网络。

网络的连接方法多种多样，本书将主要考察作为基础的阶层型神经网络以及由其发展而来的卷积神经网络。

注：为了与生物学上表示神经系统的神经网络区分开来，有的文献使用“人工神经网络”这个称呼。本书中为了简便，省略了“人工”二字。

神经网络各层的职责

阶层型神经网络如下图所示，按照层（layer）划分神经单元，通过这些神经单元处理信号，并从输出层得到结果，如下图所示。

[image: ]

构成这个网络的各层称为输入层、隐藏层、输出层，其中隐藏层也被称为中间层。

各层分别执行特定的信号处理操作。

输入层负责读取给予神经网络的信息。属于这个层的神经单元没有输入箭头，它们是简单的神经单元，只是将从数据得到的值原样输出。

隐藏层的神经单元执行前面所复习过的处理操作 (1) 和 (2)。在神经网络中，这是实际处理信息的部分。

输出层与隐藏层一样执行信息处理操作 (1) 和 (2)，并显示神经网络计算出的结果，也就是整个神经网络的输出。

深度学习

深度学习，顾名思义，是叠加了很多层的神经网络。叠加层有各种各样的方法，其中著名的是卷积神经网络（第 5 章）。

考察具体的例子

从现在开始一直到第 4 章，我们都将围绕着下面这个简单的例子来考察神经网络的结构。


例题　建立一个神经网络，用来识别通过 4×3 像素的图像读取的手写数字 0 和 1。学习数据是 64 张图像，其中像素是单色二值。



解　我们来示范一下这个例题如何解答。

[image: ]

这个解答是演示实际的神经网络如何发挥功能的最简单的神经网络示例，但对于理解本质已经足够了。该思路也同样适用于复杂的情况。

注：例题的解答有很多种，并不仅限于这一示例。

这个简单的神经网络的特征是，前一层的神经单元与下一层的所有神经单元都有箭头连接，这样的层构造称为全连接层（fully connected layer）。这种形状对于计算机的计算而言是十分容易的。

下面让我们来简单地看一下各层的含义。

解答示例中输入层的含义

输入层由 12 个神经单元构成，对此我们立刻就能够理解，因为神经网络一共需要读取 4×3 = 12 个像素信息。

[image: ]

输入层的神经单元的输入与输出是相同的。一定要引入激活函数 [image: a(z)] 的话，可以用恒等函数（[image: a(z)=z]）来充当。

解答示例中输出层的含义

输出层由两个神经单元构成，这是因为我们的题目是识别两种手写数字 0 和 1，需要一个在读取手写数字 0 时输出较大值（即反应较大）的神经单元，以及一个在读取手写数字 1 时输出较大值的神经单元。

例如，将 Sigmoid 函数作为激活函数使用。在这种情况下，读取数字 0 的图像时，输出层上方的神经单元的输出值比下方的神经单元的输出值大；而读取数字 1 的图像时，输出层下方的神经单元的输出值比上方的神经单元的输出值大，如下图所示。像这样，根据输出层的神经单元的输出的大小，对整个神经网络进行判断。

[image: ]

解答示例中隐藏层的含义

隐藏层具有提取输入图像的特征的作用。然而，隐藏层为何能够提取输入图像的特征呢？这不是一个简单的话题。另外，在这个解答示例中，隐藏层为何是 1 层而不是 2 层？为何是由 3 个神经单元构成而不是 5 个？想必读者会涌现出诸多疑问。为了解决这些疑问，就需要理解下一节所讲的神经网络的结构。


备注　建立神经网络的经验谈

在上面的例题中，也可以考虑将输出层的神经单元整合为一个，以其输出接近 0 或接近 1 来区分输入数字 0 和 1。要说该方法与采用两个神经单元的解答示例相比理论上哪一个更好，这在数学上无法判断。根据现有的经验，在用计算机进行计算时，对于两个字的识别，使用两个神经单元的神经网络结构比较简单，识别也容易进行。



1-5 用恶魔来讲解神经网络的结构

上一节我们概述了神经网络的，但没有具体介绍其中最难的隐藏层。这是因为隐藏层肩负着特征提取（feature extraction）的重要职责，需要很长的篇幅来介绍。本节我们就来好好看一下隐藏层。

重要的隐藏层

如上一节考察过的那样，神经网络是将神经单元部署成网络状而形成的。然而，将神经单元胡乱地连接起来并不能得到有用的神经网络，因此需要设计者的预估，这种预估对于隐藏层是特别重要的。因为支撑整个神经网络工作的就是这个隐藏层。下面让我们利用上一节考察过的例题，来逐渐展开有关隐藏层的具体话题。


例题　建立一个神经网络，用来识别通过 4×3 像素的图像读取的手写数字 0 和 1。学习数据是 64 张图像，其中像素是单色二值。



前面已经提到过，模式识别的难点在于答案不标准，这个例题也体现了这样的特性。即使是区区一个 4×3 像素的二值图像，所读入的手写数字 0 和 1 的像素模式也是多种多样的。例如，下列图像可以认为是读入了手写数字 0。
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对于这样的数字 0，即使人能设法识别出来，让计算机来判断也十分困难。

思路：由神经单元之间的关系强度给出答案

对于这种没有标准答案、识别困难的问题，怎么解决才好呢？思路就是“由网络进行判断”。乍一听会觉得这个方法不可思议，不过其中的逻辑却一点都不难，我们可以用恶魔组织的信息网络来做比喻。虽然这个比喻并不算准确，但是可以突出其本质。

假设有一个如下图所示的恶魔组织，隐藏层住着 3 个隐藏恶魔 A、B、C，输出层住着 2 个输出恶魔 0 和 1。输入层有 12 个手下①～⑫为隐藏恶魔 A、B、C 服务。

注：这里将生物学中的特征提取细胞的工作抽象化为 3 个恶魔 A、B、C。
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最下层（输入层）的 12 个手下分别住在 4×3 像素图像的各个像素上，其工作是如果像素信号为 OFF（值为 0）就处于休眠状态；如果像素信号为 ON（值为 1）则变得兴奋，并将兴奋度信息传递给他们的主人隐藏恶魔 A、B、C。

注：即便不是黑白二值像素的情况，处理方式也是相同的。
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住在隐藏层的 3 个隐藏恶魔，从下层（输入层）的 12 个手下那里获得兴奋度信息。接着，将获得的信息进行整合，根据其值的大小，自己也变兴奋，并将这个兴奋度传递给住在上层的输出恶魔。

不过，隐藏恶魔 A、B、C 有不同的喜好。他们分别喜欢下图所示的模式 A、模式 B、模式 C 的图案。这个性质影响了神经网络的特性。（看清他们的不同“偏好”，就是我们最初所提及的设计者的预估。）
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住在最上层的 2 个输出恶魔也是从住在下层的 3 个隐藏恶魔那里得到兴奋度信息。与隐藏恶魔一样，他们将得到的兴奋度信息进行整合，根据其值的大小，自己也变兴奋。然后，这些输出恶魔的兴奋度就成为整个恶魔组织的意向。如果输出恶魔 0 的兴奋度比输出恶魔 1 的兴奋度大，神经网络就判定图像的数字为 0，反之则判定为 1。
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可见，恶魔的世界里也存在着人际关系。

隐藏恶魔 A、B、C 对模式有着各自的偏好，与 12 个手下有不同的交情。隐藏恶魔 A 的偏好是之前的模式 A，因此与④、⑦性情相投。因为模式 A 的 4 号像素与 7 号像素是 ON，所以理所当然地与对应的看守人④、⑦性情相投。
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同样地，手下⑤、⑧与隐藏恶魔 B，手下⑥、⑨与隐藏恶魔 C 性情相投，因此他们之间传递兴奋度的管道也变粗了（下图）。
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住在隐藏层的隐藏恶魔 A、B、C 与住在上层的 2 个输出恶魔也有着人际关系。由于某种羁绊，输出恶魔 0 与隐藏恶魔 A、C 性情相投，而输出恶魔 1 与隐藏恶魔 B 性情相投。
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以上就是恶魔组织的所有人际关系。除了隐藏恶魔 A、B、C 有不一样的偏好以外，这是一个人类社会中到处都可能存在的简单的组织。

那么，这里让我们读入手写数字 0。
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于是，作为像素看守人的手下④、⑦和手下⑥、⑨看到这个图像就变得非常兴奋了（下图）。
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这时，兴奋的手下④、⑦向性情相投的隐藏恶魔 A 传递了较强的兴奋度信息，兴奋的手下⑥、⑨也向性情相投的隐藏恶魔 C 传递了较强的兴奋度信息。相对地，几乎没有手下向隐藏恶魔 B 传递兴奋度信息（下图）。
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接收了来自手下的兴奋度信息的隐藏恶魔们会怎样呢？接收了较强的兴奋度信息的隐藏恶魔 A 和隐藏恶魔 C 自然也变兴奋了。另一方面，隐藏恶魔 B 变得怎样呢？因为几乎没有从手下接收到兴奋度信息，所以一直保持冷静。
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住在最上层的输出恶魔变得怎样了呢？输出恶魔 0 由于与兴奋的隐藏恶魔 A、C 关系亲密，从而获得了较强的兴奋度信息，所以自己也兴奋起来了。相对地，输出恶魔 1 与隐藏恶魔 A、C 关系疏远，而与之关系亲密的隐藏恶魔 B 一直保持冷静，所以输出恶魔 1 没有获得兴奋度信息，因此也保持冷静。
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这样一来，读取手写数字 0 的图像后，根据恶魔之间的连锁关系，最终得到了“输出恶魔 0 兴奋，输出恶魔 1 冷静”的结果。根据前文中的“如果输出恶魔 0 的兴奋度比输出恶魔 1 的兴奋度大，神经网络就判断图像的数字为 0”，恶魔的网络推导出了 0 这个解答。
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恶魔的心的偏置

在这个恶魔组织中，下层的兴奋度会或多或少地传递到上层。但是，除了具有亲密关系的各层之间传递的兴奋度信息以外，还遗漏了少量信息，就是“噪声”。如果这些噪声迷住了恶魔的心，就会导致无法正确地传递兴奋度信息。因此，这就需要减少噪声的功能。对于恶魔组织的情形，我们就将这个功能称为“心的偏置”吧！具体来说，将偏置放在恶魔的心中，以忽略少量的噪声。这个“心的偏置”是各个恶魔固有的值（也就是个性）。

从关系中得到信息

像上面那样，恶魔组织实现了手写数字的模式识别。我们应该关注到，是恶魔之间的关系（也就是交情）和各个恶魔的个性（也就是心的偏置）协力合作推导出了答案。也就是说，网络作为一个整体做出了判断。


问题　在图中示范一下在读取数字 1 的图像时，恶魔组织得出 1 这个解答的全过程。

解　在这种情况下，也能够根据上层恶魔与下层恶魔之间交情的好坏来判断图像中的数字是1。下图就是解答。沿着下图的粗线，输出恶魔1兴奋起来，判断出图像中的数字是1。
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1-6　将恶魔的工作翻译为神经网络的语言

上一节我们通过恶魔讲解了神经网络的结构。本节我们将恶魔的工作用神经网络的语言来描述。

恶魔之间的“交情”表示权重

上一节考察了恶魔组织识别手写数字 0、1 的结构。将这个组织替换为神经网络，我们就能理解神经单元发挥良好的团队精神进行模式识别的结构。

首先，将恶魔看作神经单元。隐藏层住着 3 个隐藏恶魔 A、B、C，可以解释为隐藏层有 3 个神经单元 A、B、C。输出层住着 2 个输出恶魔 0、1，可以解释为输出层有 2 个神经单元 0、1。此外，输入层住着 12 个恶魔的手下，可以解释为输入层有 12 个神经单元（下图）。
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接下来，将恶魔的“交情”看作神经单元的权重。隐藏恶魔 A 与手下④、⑦性情相投，这样的关系可以认为是从输入层神经单元④、⑦指向隐藏层神经单元 A 的箭头的权重较大。同样地，隐藏恶魔 B 与手下⑤、⑧性情相投，可以认为是从输入层神经单元⑤、⑧指向隐藏层神经单元 B 的箭头的权重较大。隐藏恶魔 C 与手下⑥、⑨性情相投，可以认为是从输入层神经单元⑥、⑨指向隐藏层神经单元 C 的箭头的权重较大。
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注：关于权重，请参考 1-2 节、1-3 节。

隐藏恶魔 A、C 与上层的输出恶魔 0 性情相投，这个关系表示从隐藏层神经单元 A、C 指向输出层神经单元 0 的箭头的权重较大。同样地，隐藏恶魔 B 与输出恶魔 1 性情相投，这个关系表示从隐藏层神经单元 B 指向输出层神经单元 1 的箭头的权重较大。
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这样解释的话，神经网络读入手写数字 0 时，神经单元 A 和 C 的输出值较大，输出层神经单元 0 的输出值较大。于是，根据神经网络整体的关系，最终识别出数字 0。

[image: ]

在像这个神经网络那样前一层与下一层全连接的情况下，在输入 0 的图像时，原本不希望做出反应的隐藏层神经单元 B 以及输出层神经单元 1 也有信号传递，因此需要禁止这样的信号并使信号变清晰，这样的功能就是偏置，在恶魔组织中表现为“心的偏置”。

如上所述，权重和偏置的协力合作使得图像识别成为可能。这就是“由神经网络中的关系得出答案”的思想。

模型的合理性

如上所述，我们将上一节考察过的恶魔的工作翻译为了神经网络的权重与偏置，但不要认为这样就万事大吉了。即使将恶魔的活动转换为了神经网络，也无法保证可以求出能够实现恶魔的工作的权重和偏置。而如果能够实际建立基于这个想法的神经网络，并能够充分地解释所给出的数据，就能够验证以上话题的合理性。这需要数学计算，必须将语言描述转换为数学式。为此，我们会在第 2 章进行一些准备工作，并从第 3 章开始进行实际的计算。

恶魔的人数

住在输出层的输出恶魔的人数是 2 人。为了判断图像中的数字是 0 还是 1，2 人是合适的。

住在隐藏层的隐藏恶魔的人数是 3 人。为什么是 3 人呢？如本节开头所讲的那样，这是由于存在某种预估，如下图所示。
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根据该图可以预估数字 0 包含了图中的模式 A 和 C，数字 1 包含了模式 B。因此，只要准备好对上图的模式 A、B、C 做出反应的神经单元，就能够判断图像中的数字是 0 还是 1。这 3 个神经单元正是隐藏恶魔 A、B、C 的本来面目。

上一节中为隐藏恶魔 A、B、C 设定分别喜欢模式 A、B、C 的特征，也是出于这个原因。

以上是在隐藏层部署 3 个神经单元的理由。通过让这个神经网络实际读取图像数据并得出令人信服的结论，可以确认这个预估的正确性。

关于具体的确认方法，我们将在第 3 章考察。

神经网络与生物的类比

让我们从生物的观点来看神经网络。

请想象一下生物看东西时的情形。可以认为，输入层神经单元相当于视细胞，隐藏层神经单元相当于视神经细胞，输出层神经单元相当于负责判断的大脑神经细胞群。

不过，相当于隐藏层神经单元的视神经细胞实际上存在吗？例如，第一个神经单元对前面图中的模式 A 做出反应，像这样的视神经细胞存在吗？

实际上，1958 年美国生理学家大卫· 休伯尔（David Hunter Hubel）和托斯坦· 威泽尔（Torsten Wiesel）发现存在这种细胞，这种细胞被命名为特征提取细胞。对某种模式做出强烈反应的视神经细胞有助于动物的模式识别。想到本节考察的“恶魔”在大脑中实际存在，这真是非常有意思的事情。


备注　人工智能研究中的几次热潮

人工智能的研究大约是从 20 世纪 50 年代开始的，其发展史与计算机的发展史有所重合，可以划分为以下 3 次热潮。




	世代

	年代

	关键

	主要应用领域






	第1代

	20 世纪 50 ～ 60 年代

	逻辑为主

	智力游戏等




	第2代

	20 世纪 80 年代

	知识为主

	机器人、机器翻译




	第3代

	2010 年至今

	数据为主

	模式识别、语音识别








1-7　网络自学习的神经网络

在前面的 1 - 5 节和 1 - 6 节中，我们利用恶魔这个角色，考察了识别输入图像的机制。具体来说，就是根据恶魔组织中的关系来判断。不过，之前的讲解中事先假定了权重的大小，也就是假定了各层恶魔之间的人际关系。那么，这个权重的大小（恶魔的关系）是如何确定的呢？神经网络中比较重要的一点就是利用网络自学习算法来确定权重大小。

从数学角度看神经网络的学习

神经网络的参数确定方法分为有监督学习和无监督学习。本书只介绍有监督学习。有监督学习是指，为了确定神经网络的权重和偏置，事先给予数据，这些数据称为学习数据。根据给定的学习数据确定权重和偏置，称为学习。

注：学习数据也称为训练数据。

那么，神经网络是怎样学习的呢？思路极其简单：计算神经网络得出的预测值与正解的误差，确定使得误差总和达到最小的权重和偏置。这在数学上称为模型的最优化（下图）。
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关于预测值与正解的误差总和，有各种各样的定义。本书采用的是最古典的定义：针对全部学习数据，计算预测值与正解的误差的平方（称为平方误差），然后再相加。这个误差的总和称为代价函数（cost function），用符号 [image: C_{\rm T}] 表示（T 是 Total 的首字母）。

利用平方误差确定参数的方法在数学上称为最小二乘法，它在统计学中是回归分析的常规手段。

我们将在 2-12 节以回归分析为例来具体考察什么是最小二乘法。

另外，本书以手写数字的模式识别为例进行说明。因此，学习数据是图像数据，学习实例是图像实例。

需要注意的是，神经网络的权重是允许出现负数的，但在用生物学进行类比时不会出现负数，也难以将负数作为神经传递物质的量。可以看出，神经网络从生物那里得到启发，又飞跃到了与生物世界不同的另一个世界。


备注　奇点

奇点（singularity）被用来表示人工智能超过人类智能的时间点。据预测是 2045 年，也有不少人预测这个时间点会更早到来。






第 2 章　神经网络的数学基础

本章我们将梳理一下神经网络所需的数学基础知识，其中大多数内容没有超出高中所学范围，因此读起来不会吃力。

2-1 神经网络所需的函数

本节我们来看一下神经网络世界中频繁出现的函数。虽然它们都是基本的函数，但是对于神经网络是不可缺少的。

一次函数

在数学函数中最基本、最重要的就是一次函数。它在神经网络的世界里也同样重要。这个函数可以用下式表示。

[image: y=ax+b]　（[image: a]、[image: b] 为常数，[image: a\neq0]）　　　　　　　　　　(1)

[image: a] 称为斜率，[image: b] 称为截距。

当两个变量 [image: x]、[image: y] 满足式 (1) 的关系时，称变量 [image: y] 和变量 [image: x] 是一次函数关系。

一次函数的图像如下图的直线所示。
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例 1　一次函数 [image: y=2x+1] 的图像如右图所示，截距为 1，斜率为 2。
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以上是一个自变量的情形。这个一次函数关系也同样适用于多个自变量的情形。例如，有两个变量 [image: x_1]、[image: x_2]，当它们满足下式的关系时，称 [image: y] 和 [image: x_1]、[image: x_2] 是一次函数关系。

[image: y=ax_1+bx_2+c]　（[image: a]、[image: b]、[image: c] 为常数，[image: a\neq0]，[image: b\neq0]）

我们将会在后面讲到，在神经网络中，神经单元的加权输入可以表示为一次函数关系。例如，神经单元有三个来自下层的输入，其加权输入 [image: z] 的式子如下所示（1 - 3 节）。

[image: z=w_1x_1+w_2x_2+w_3x_3+b]

如果把作为参数的权重 [image: w_1]、[image: w_2]、[image: w_3] 与偏置 [image: b] 看作常数，那么加权输入 [image: z] 和 [image: x_1]、[image: x_2]、[image: x_3] 是一次函数关系。另外，在神经单元的输入 [image: x_1]、[image: x_2]、[image: x_3] 作为数据值确定了的情况下，加权输入 [image: z] 和权重 [image: w_1]、[image: w_2]、[image: w_3] 以及偏置 [image: b] 是一次函数关系。用误差反向传播法推导计算式时，这些一次函数关系使得计算可以简单地进行。


问题 1　作出一次函数 [image: y=-2x-1] 的图像。

[image: ]

解　如右图所示，截距是 -1，斜率是 -2。



　


备注　自变量

有两个变量 [image: x] 和 [image: y]，如果对每个 [image: x] 都有唯一确定的 [image: y] 与它对应，则称 [image: y] 是 [image: x] 的函数，用 [image: y=f(x)] 表示。此时，称 [image: x] 为自变量，[image: y] 为因变量。



二次函数

在数学函数中，二次函数与一次函数同样重要。本书中的代价函数使用了二次函数。二次函数由下式表示。

[image: y=ax^2+bx+c]　（[image: a]、[image: b]、[image: c] 为常数，[image: a\neq0]）　　　　　　　　　　(2)

二次函数的图像是把物体抛出去时物体所经过的轨迹，也就是抛物线（右图）。这个图像中重要的一点是，[image: a] 为正数时图像向下凸，从而存在最小值。这个性质是后面讲到的最小二乘法的基础。

[image: ]

例 2 二次函数 [image: y=(x=1)^2+2] 的图像如右图所示。从图像中可以看到，当 [image: x=1] 时，函数取得最小值 2。

[image: ]

以上考察了一个自变量的情形。这里考察的性质在推广到多个自变量的情形时也是不变的。例如，有两个自变量 [image: x_1]、[image: x_2] 时，称下面的函数为关于 [image: x_1]、[image: x_2] 的二次函数。

例 3　[image: y=ax_1^2+bx_1x_2+cx_2^2+px_1+qx_2+r\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad()]

这里，[image: a]、[image: b]、[image: c]、[image: p]、[image: q]、[image: r] 为常数，[image: a\neq0]，[image: c\neq0]。

对于有两个以上的自变量的情形，就难以在纸面上画出图像了。例如，只能像下图那样画出式 (3) 的图像。

[image: ]

实际的神经网络需要处理更多变量的二次函数。不过，记住这里考察的二次函数的图像后，在理解多变量的情形时应该不难。

注：式 (3) 所示的图像并不仅限于上图所示的抛物面。


问题 2　试作出二次函数 [image: y=2x^2] 的图像。

解　图像如下图所示。

[image: ]



单位阶跃函数

神经网络的原型模型是用单位阶跃函数作为激活函数的（1-2 节），它的图像如下所示。

[image: ]

我们用式子来表示单位阶跃函数。

[image: u(x)=\begin{cases}0~~(x<0)\\1~~(x\geqslant0)\end{cases}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(4)]

从这个式子我们可以知道，单位阶跃函数在原点处不连续，也就是在原点不可导。由于这个不可导的性质，单位阶跃函数不能成为主要的激活函数。


问题 3　在单位阶跃函数 [image: u(x)] 中，求下面的值。

[image: \textcircled{1}~u(-1)~~~~~\textcircled{2}~u(1)~~~~~\textcircled{3}~u(0)]

解　答案依次为 0、1、1。



指数函数与 Sigmoid 函数

具有以下形状的函数称为指数函数。

[image: y=a^x]　（[image: a]为正的常数，[image: a\neq1]）

常数 [image: a] 称为指数函数的底数。纳皮尔数 e 是一个特别重要的底数，其近似值如下。

[image: {\rm e}=2.71828\dots]

这个指数函数包含在以下的 Sigmoid*函数 [image: \boldsymbol{\sigma(x)}] 的分母中。Sigmoid 函数是神经网络中具有代表性的激活函数（1-3 节）。

[image: \sigma(x)=\frac{1}{1+{\rm e}^{-x}}=\frac{1}{1+\exp(-x)}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(5)]

注：exp 是 exponential function（指数函数）的简略记法，[image: \exp(x)] 表示指数函数 [image: {\rm e}^{x}]。

这个函数的图像如右图所示。可以看出，这个函数是光滑的，也就是处处可导。函数的取值在 0 和 1 之间，因此函数值可以用概率来解释。

[image: ]


问题 4　在 Sigmoid 函数 [image: \sigma(x)] 中，求以下函数值的近似值。

[image: \textcircled{1}~\sigma(-1)~~~~~\textcircled{2}~\sigma(0)~~~~~\textcircled{3}~\sigma(1)]

解　取 e = 2.7 作为近似值，答案依次为 0.27、0.5、0.73。



正态分布的概率密度函数

用计算机实际确定神经网络时，必须设定权重和偏置的初始值。求初始值时，正态分布（normal distribution）是一个有用的工具。使用服从这个分布的随机数，容易取得好的结果。

正态分布是服从以下概率密度函数 [image: f(x)] 的概率分布。

[image: f(x)=\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma}{\rm e}^{-\frac{(x-\mu)^2}{2\sigma^2}}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(6)]

其中常数 [image: \mu] 称为期望值（平均值），[image: \sigma] 称为标准差。它的图像如下图所示，由于形状像教堂的钟，所以称为钟形曲线。

[image: ]


问题 5　试作出期望值 [image: \mu] 为0、标准差 [image: \sigama] 为1 的正态分布的概率密度函数的图像。

解　如下图所示，这个正态分布称为标准正态分布。

[image: ]



按照正态分布产生的随机数称为正态分布随机数。在神经网络的计算中，经常用到正态分布随机数作为初始值。


备注　Excel 中的正态分布随机数

在 Excel 中，可以像下面这样产生正态分布随机数。

[image: ={\rm NORM.INV}({\rm RAND}(),\mu,\sigma)] （[image: \mu]、[image: \sigma] 是期望值和标准差）



2-2 有助于理解神经网络的数列和递推关系式

熟悉了数列和递推关系式之后，就很容易理解误差反向传播法（第 4 章、第 5 章）的内容了。因此，下面我们通过简单的例子来回顾一下。

熟悉递推关系式，对于用计算机进行实际计算有很大的帮助。这是因为计算机不擅长导数计算，但擅长处理递推关系式。

数列的含义

数列是数的序列。以下是被称为偶数列的数列。

例 1　2, 4, 6, 8, 10,…

数列中的每一个数称为项。排在第一位的项称为首项，排在第二位的项称为第 2 项，排在第 3 位的项称为第 3 项，以此类推，排在第 [image: n] 位的项称为第 [image: \boldsymbol{n}] 项。在上面的例 1中，首项为 2，第 2 项为 4。

在神经网络的世界中出现的数列是有限项的数列。这样的数列称为有穷数列。在有穷数列中，数列的最后一项称为末项。

例 2　考察以下有穷数列的例子：

[image: 1,3,5,7,9]

这个数列的首项为 1，末项为 9，项数为 5。

数列的通项公式

数列中排在第 [image: n] 位的数通常用 [image: a_n] 表示，这里 [image: a] 是数列的名字（数列名 [image: a] 是随意取的，通常用一个拉丁字母或希腊字母来表示）。当想要表示整个数列时，我们使用集合的符号 [image: {a_n\}] 来表示。

将数列的第 [image: n] 项用一个关于 [image: n] 的式子表示出来，这个式子就称为该数列的通项公式。例如，例 1的数列的第 [image: n] 项能够用如下关于 [image: n] 的式子写出来，这就是它的通项公式。

[image: a_n=2n]


问题 1　试求以下数列 [image: {b_n\}] 的通项公式。

[image: 1,3,5,7,9,11,\cdots]

解　通项公式 [image: b_n=2n-1]。



在神经网络中，神经单元的加权输入及其输出可以看成数列（1 - 3 节），因为可以像“第几层的第几个神经单元的数值是多少”这样按顺序来确定值。因此，我们用类似数列的符号来表示值，如下例所示。

例 3　[image: a_j^l] 表示第 [image: l] 层的第 [image: j] 个神经单元的输出值。

数列与递推关系式

通项公式就是表示数列的项的式子。除此之外数列还存在另一种重要的表示法，就是用相邻项的关系式来表示，这种表示法称为数列的递归定义。

一般地，如果已知首项 [image: a_1] 以及相邻两项 [image: a_n]、[image: a_{n+1} ] 的关系式，就可以确定这个数列，这个关系式称为递推关系式。

例 4　已知首项 [image: a_1=1] 以及关系式 [image: a_{n+1}=a_n+2]，可以确定以下数列，这个关系式就是数列的递推关系式。

[image: \begin{aligned}&a_1=1,~a_2=a_{1+1}=a_1+2=1+2=3,~a_3=a_{2+1}=a_2+2=3+2=5,\\&a_4=a_{3+1}=a_3+2=5+2=7,~\cdots\end{aligned}]

[image: ]

例 5　已知首项 [image: c_1=3] 以及递推关系式 [image: c_{n+1}=2c_n]，求这个数列 [image: {c_n\}] 的前 4 项。

[image: \begin{aligned}&c_1=3,~c_2=c_{1+1}=2c_1=2\cdot3=6,~c_3=c_{2+1}=2c_2=2\cdot6=12,\\&c_4=c_{3+1}=2\cdot12=24,~\cdots\end{aligned}]

这样，这个数列就确定了。

[image: ]


问题 2　请递归地定义以下数列 [image: {a_n\}]。

[image: 2,4,6,8,10,\cdots]　（这是 例 1 的数列）

解　[image: a_1=2,~a_{n+1}=a_n+2]。



联立递推关系式

我们来看看下面的例子。

例 6　求由以下两个递推关系式定义的数列的前 3 项，其中 [image: a_1=b_1=1]。

[image: \begin{cases}a_{n+1}=a_n+2b_n+2\\b_{n+1}=2a_n+3b_n+1\end{cases}]

可以像下面这样依次计算数列的值 [image: a_n]、[image: b_n]。

[image: \begin{aligned}&~~\begin{cases}a_2=a_1+2b_1+2=1+2\cdot1+2=5\\b_2=2a_1+3b_1+1=2\cdot1+3\cdot1+1=6\end{cases}\\&\begin{cases}a_3=a_2+2b_2+2=5+2\cdot6+2=19\\b_3=2a_2+3b_2+1=2\cdot5+3\cdot6+1=29\end{cases}\end{aligned}]

像这样，将多个数列的递推关系式联合起来组成一组，称为联立递推关系式。在神经网络的世界中，所有神经单元的输入和输出在数学上都可以认为是用联立递推式联系起来的。例如，我们来看看 1-4 节的例题中考察过的神经网络的一部分，如下图所示。

[image: ]

在箭头前端标记的是权重，神经单元的圆圈中标记的是神经单元的输出变量。于是，如果以 [image: a(z)] 为激活函数，[image: b^3_1]、[image: b^3_2] 为第 3 层各个神经单元的偏置，根据 1-3 节，以下关系式成立。

[image: \begin{cases}a^3_1=a(w^3_{11}a^2_1+w^3_{12}a^2_2+w^3_{13}a^2_3+b^3_1)\\a^3_2=a(w^3_{21}a^2_1+w^3_{22}a^2_2+w^3_{23}a^2_3+b^3_2)\end{cases}]

根据这些关系式，第 3 层的输出 [image: a^3_1] 和 [image: a^3_2] 由第 2 层的输出 [image: a^2_1]、[image: a^2_2] 、[image: a^2_3] 决定。也就是说，第 2 层的输出与第 3 层的输出由联立递推关系式联系起来。第 4 章和第 5 章将要考察的误差反向传播法就是将这种递推关系式的观点应用在神经网络中。


问题 3　对于由以下联立递推关系式定义的数列 [image: a_n]、[image: b_n]，求第 3 项 [image: a_3]、[image: b_3]，其中 [image: a_1=2]，[image: b_1=1]。

[image: \begin{cases}a_{n+1}=3a_n+b_n\\b_{n+1}=a_n+3b_n\end{cases}]

解　可以像下面这样依次进行计算。

[image: \begin{aligned}&\begin{cases}a_2=3a_1+b_1=3\cdot2+1=7\\b_2=a_1+3b_1=2+3\cdot1+1=5\end{cases}\\&\begin{cases}a_3=3a_2+b_2=3\cdot7+5=26\\b_3=a_2+3b_2=7+3\cdot5=22\end{cases}\end{aligned}]



　


备注　计算机擅长递推关系式

计算机擅长关系式的计算。

例如，我们来看一下阶乘的计算。自然数 [image: n] 的阶乘是从 1 到 [image: n] 的整数的乘积，用符号 [image: n!] 表示。

[image: n!=1\times2\times3\times\cdots\times n]

在多数情况下，人们是根据上面的式子来计算 [image: n!] 的，而计算机则通常用以下递推关系式来计算。

[image: a_1=1,~a_{n+1}=(n+1)a_n]

后述的误差反向传播法就是通过计算机所擅长的这一计算方法来进行神经网络的计算的。



2-3 神经网络中经常用到的∑符号

∑是一个需要下功夫来熟悉的符号。如果不理解∑，在阅读神经网络相关的文献时就比较麻烦。这是因为将加权输入用∑符号来表示会简洁得多。下面我们就来复习一下这个∑符号。

注：本书不使用∑符号来进行讲解，因为∑符号使人难以看到数学式的本质。因此，本书中的写法会变得冗长，不便之处还请读者见谅。

Σ符号的含义

∑符号可以简洁地表示数列的总和。除了表示总和以外，并没有别的含义，然而这样过于简洁的表示经常使神经网络的初学者感到苦恼。

注：∑为希腊字母，读作 Sigma，对应拉丁字母 S，即 Sum（总和）的首字母。

对于数列 [image: {a_n\}]，∑符号的定义式如下所示。


[image: \sum^n_{k=1}a_k=a_1+a_2+a_3+\cdots+a_{n-1}+a_n\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(I)]



以上用∑符号表示的和之中，字母 [image: k] 并不具有实质的含义。实际上，在上式的右边没有出现字母 [image: k]，[image: k] 在这里仅用于表明关于它求和。因此，这个字母并非必须是 [image: k]，在数学上通常用 [image: i]、[image: j]、[image: k]、[image: l]、[image: m]、[image: n]。

例 1　[image: \sum^5_{n=1}a_n=a_1+a_2+a_3+a_4+a_5]

例 2　[image: \sum^7_{k=1}k^2=1^2+2^2+3^2+4^2+5^2+6^2+7^2]

例 3　[image: \sum^m_{i=1}2^i=2^1+2^2+2^3+\cdots+2^m]

● ∑符号的性质

∑符号具有线性性质。这是与微积分共通的性质，可以在式子变形中使用。


[image: \sum^n_{k=1}(a_k+b_k)=\sum^n_{k=1}a_k+\sum^n_{k=1}b_k,\sum^n_{k=1}ca_k=c\sum^n_{k=1}a_k]　（[image: c] 为常数）　　　　　　　　　　(Ⅱ)



注：用语言来表述的话，就是“和的∑为∑的和”“常数倍的∑为∑的常数倍”。这与导数公式“和的导数为导数的和”“常数倍的导数为导数的常数倍”是一致的（2-6 节）。

证明　根据∑符号的定义，有

[image: \begin{aligned}&\begin{aligned}\sum^n_{k=1}(a_k+b_k)&=(a_1+b_1)+(a_2+b_2)+\cdots+(a_n+b_n)\\&=(a_1+a_2+\cdots+a_n)+(b_1+b_2+\cdots+b_n)\\&=\sum^n_{k=1}a_k+\sum^n_{k=1}b_k\end{aligned}\\&\sum^n_{k=1}ca_k=ca_1+ca_2+\cdots+ca_n=c(a_1+a_2+\cdots+a_n)=c\sum^n_{k=1}a_k\end{aligned}]

下面我们通过例子来验证式 (Ⅱ)。

例 4　[image: \begin{aligned}\sum^n_{k=1}(2k+1)&=(2\cdot1+1)+(2\cdot2+1)+\cdots+(2n+1)\\&=2(1+2+3+\cdots+n)+(1+1+1+\cdots+1)=2\sum^n_{k=1}k+\sum^n_{k=1}1\end{aligned}]


问题　证明下式成立。

[image: \sum^n_{k=1}(k^2-3k+2)=\sum^n_{k=1}k^2-3\sum^n_{k=1}k+\sum^n_{k=1}2]

解　[image: \begin{aligned}\sum^n_{k=1}(k^2-3k+2)&=(1^2-3\cdot1+2)+(2^2-3\cdot2+2)+\cdots+(n^2-3n+2)\\&=(1^2+2^2+3^2+\cdots+n^2)-3(1+2+3+\cdots+n)\\&~~~~+(2+2+2+\cdots+2)\\&=\sum^n_{k=1}k^2-3\sum^n_{k=1}k+\sum^n_{k=1}2\end{aligned}]



2-4 有助于理解神经网络的向量基础

向量的定义为具有大小和方向的量。这里我们主要关注神经网络中用到的内容，弄清向量的性质。

有向线段与向量

有两个点 [image: A]、[image: B]，我们考虑从 [image: A] 指向 [image: B] 的线段，这条具有方向的线段 [image: AB] 叫作有向线段。我们称 [image: A] 为起点，[image: B] 为终点。

[image: ]

有向线段 [image: AB] 具有以下属性：起点 [image: A] 的位置、指向 [image: B] 的方向，以及 [image: AB] 的长度，也就是大小。在这 3 个属性中，把方向与大小抽象出来，这样的量叫作向量，通常用箭头表示，总结如下：

向量是具有方向与大小的量，用箭头表示。

有向线段 [image: AB] 所代表的向量用 [image: \overrightarrow{\boldsymbol{AB}}] 表示，也可以用带箭头的单个字母 [image: \vec{\boldsymbol{a}}] 或者不带箭头的黑斜体字母 [image: \boldsymbol{a}] 表示。本书主要使用最后一种表示方法。

[image: ]

向量的坐标表示

把向量的箭头放在坐标平面上，就可以用坐标的形式表示向量。把箭头的起点放在原点，用箭头终点的坐标表示向量，这叫作向量的坐标表示。用坐标表示的向量 [image: \boldsymbol{a}] 如下所示（平面的情况）。


[image: \boldsymbol{a}=(a_1,a_2)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]



[image: ]

例 1　[image: \boldsymbol{a}=(3,2)] 表示的向量。

[image: ]

例 2　[image: \boldsymbol{b}=(-2,-1)] 表示的向量。

[image: ]

例 3　在三维空间的情况下也是同样的。例如，[image: \boldsymbol{a}=(1,2,2)] 表示下图所示的向量。

[image: ]

向量的大小

从直观上来讲，表示向量的箭头的长度称为这个向量的大小。向量 [image: \boldsymbol{a}] 的大小用 [image: |\boldsymbol{a}|] 表示。

注：符号[image: \|]是由数的绝对值符号一般化而来的。实际上，数可以看成一维向量。

[image: ]

例 4　根据下图，如下求得 [image: \boldsymbol{a}=(3,4)] 的大小 [image: |\boldsymbol{a}|] 。

[image: |\boldsymbol{a}|=\sqrt{3^2+4^2}=5]

[image: ]

例 5　在三维空间的情况下也是同样的。例如，如下求得下图所示的向量 [image: \boldsymbol{a}=(1,2,2)] 的大小 [image: |\boldsymbol{a}|]。

[image: |\boldsymbol{a}|=\sqrt{1^2+2^2+3^2}=3]

注：例 4、例 5 都使用了勾股定理。

[image: ]


问题 1　求下图所示的向量 [image: \boldsymbol{a}]、[image: \boldsymbol{b}] 的大小。

解

[image: |\boldsymbol{a}|=\sqrt{2^2+1^2}=\sqrt{5},]

[image: |\boldsymbol{b}|=\sqrt{3^2+(-1)^2}+\sqrt{10} ]

[image: ]



向量的内积

我们在考虑具有方向的向量的乘积时，包含了“方向与方向的乘积”这样不明确的概念。因此，我们需要一个新的定义——内积。两个向量 [image: \boldsymbol{a}]、[image: \boldsymbol{b}] 的内积 [image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}] 的定义如下所示。


[image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}=|\boldsymbol{a}||\boldsymbol{b}|\cos\theta]　（[image: \theta] 为 [image: \boldsymbol{a}]、[image: \boldsymbol{b}] 的夹角）　　　　　　　　　　(2)

[image: ]



注：当 [image: \boldsymbol{a}]、[image: \boldsymbol{b}] 有一个为 0 或两者都为 0 时，内积定义为 0。

例 6　考虑边长为 1 的正方形 [image: ABCD]，[image: \overleftarrow{\boldsymbol{AB}}=\boldsymbol{a}]，[image: \overleftarrow{\boldsymbol{AD}}=\boldsymbol{b}]，[image: \overleftarrow{\boldsymbol{AC}}=\boldsymbol{c}]，于是有

[image: |\boldsymbol{a}|=|\boldsymbol{b}|=1,~|\boldsymbol{c}|=\sqrt{2} ]

[image: ]

此外，[image: \boldsymbol{a}] 与 [image: \boldsymbol{a}] 的夹角为 0°，[image: \boldsymbol{a}] 与 [image: \boldsymbol{b}] 的夹角为 90°，[image: \boldsymbol{a}] 与 [image: \boldsymbol{c}] 的夹角为 45°，因此有

[image: \begin{aligned}&\boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{a}=|\boldsymbol{a}||\boldsymbol{a}|\cos0\degree=|\boldsymbol{a}|^2=1^2=1\\&\boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}=|\boldsymbol{a}||\boldsymbol{b}|\cos90\degree=1\cdot1\cdot0=0\\&\boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{c}=|\boldsymbol{a}||\boldsymbol{c}|\cos45\degree=1\cdot\sqrt{2}\cdot\frac{1}{\sqrt{2}}=1\end{aligned}]


问题 2　在上述例 6中，求 [image: \boldsymbol{b}\cdot\boldsymbol{c}]。

解　[image: \boldsymbol{b}\cdot\boldsymbol{c}=|\boldsymbol{b}||\boldsymbol{c}|\cos45\degree=1\cdot\sqrt{2}\cdot\frac{1}{\sqrt{2}}=1]



在三维空间的情况下也是同样的。

例 7　在边长为 3 的立方体 [image: ABCD-EFGH] 中，有

[image: \begin{aligned}&\overrightarrow{\boldsymbol{AD}}\cdot\overrightarrow{\boldsymbol{AD}}=|\overrightarrow{\boldsymbol{AD}}||\overrightarrow{\boldsymbol{AD}}|\cos0\degree=3\cdot3\cdot1=9\\&\overrightarrow{\boldsymbol{AD}}\cdot\overrightarrow{\boldsymbol{AF}}=|\overrightarrow{\boldsymbol{AD}}||\overrightarrow{\boldsymbol{AF}}|\cos90\degree=3\cdot3\sqrt{2}\cdot0=0\\&\overrightarrow{\boldsymbol{AF}}\cdot\overrightarrow{\boldsymbol{AH}}=|\overrightarrow{\boldsymbol{AF}}||\overrightarrow{\boldsymbol{AH}}|\cos60\degree=3\sqrt{2}\cdot3\sqrt{2}\cdot\frac{1}{2}=9\end{aligned}]

[image: ]


问题 3　有一个边长为 2 的正四面体 [image: OABC]，求内积 [image: \overrightarrow{\boldsymbol{OA}}\cdot\overrightarrow{\boldsymbol{OB}}]。

解　[image: OA] 与 [image: OB] 的夹角为 60°，因此有

[image: \overrightarrow{\boldsymbol{OA}}\cdot\overrightarrow{\boldsymbol{OB}}=|\overrightarrow{\boldsymbol{OA}}||\overrightarrow{\boldsymbol{OB}}|\cos60\degree=2\cdot2\cdot\frac{1}{2}=2]

[image: ]



柯西 - 施瓦茨不等式

根据内积的定义式 (2)，我们可以推导出下式，该式在应用上十分重要。


柯西 - 施瓦茨不等式：[image: -|\boldsymbol{a}||\boldsymbol{b}|\leqslant\boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}\leqslant|\boldsymbol{a}||\boldsymbol{b}|\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(3)]



证明　根据余弦函数的性质，对任意的 [image: \theta]，有 [image: -1\leqslant\cos\theta\leqslant1]，两边同时乘以 [image: |\boldsymbol{a}||\boldsymbol{b}|]，有

[image: -|\boldsymbol{a}||\boldsymbol{b}|\leqslant|\boldsymbol{a}||\boldsymbol{b}|\cos\theta\leqslant|\boldsymbol{a}||\boldsymbol{b}|]

利用定义式 (2)，我们可以得到式 (3)。

让我们通过图形来考察式 (3)。两个向量 [image: \boldsymbol{a}]、[image: \boldsymbol{b}] 的大小固定时，有下图 (1)、(2)、(3) 的 3 种关系。

[image: ]

根据柯西 - 施瓦茨不等式 (3)，可以得出以下事实。

① 当两个向量方向相反时，内积取得最小值。

② 当两个向量不平行时，内积取平行时的中间值。

③ 当两个向量方向相同时，内积取得最大值。

性质①就是后述的梯度下降法（2 - 10 节以及第 4 章、第 5 章）的基本原理。

另外，可以认为内积表示两个向量在多大程度上指向相同方向。如果将方向相似判定为“相似”，则两个向量相似时内积变大。后面我们考察卷积神经网络时，这个观点就变得十分重要（附录 C）。

[image: ]

内积的坐标表示

下面我们使用坐标表示的方式来表示定义式 (2)。在平面的情况下，下式成立。


当 [image: \boldsymbol{a}=(a_1,a_2)]，[image: \boldsymbol{b}=(b_1,b_2)] 时，[image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}=a_1b_1+a_2b_2]　　　　　　　　　　(4)



[image: ]

例 8　当 [image: \boldsymbol{a}=(2,3)]，[image: \boldsymbol{b}=(5,1)] 时，

[image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}=2\cdot5+3\cdot1=13,~\boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{a}=2\cdot2+3\cdot3=13,~\boldsymbol{b}\cdot\boldsymbol{b}=5\cdot5+1\cdot1=26]

在三维空间的情况下，内积的坐标表示如下所示，只是在平面情况下的式 (4) 中添加了 [image: z] 分量。


当 [image: \boldsymbol{a}=(a_1,a_2,a_3)]，[image: \boldsymbol{b}=(b_1,b_2,b_3)] 时，[image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}=a_1b_1+a_2b_2+a_3b_3]　　　　　　　　　　(5)



[image: ]

注：这里我们省略了式 (4)、(5) 的证明。此外，也有很多文献使用式 (4)、(5) 作为内积的定义。

例 9　当 [image: \boldsymbol{a}=(2,3,2)]，[image: \boldsymbol{b}=(5,1,-1)] 时，

[image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}=2\cdot5+3\cdot1+2\cdot(-1)=11,~\boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{a}=2\cdot2+3\cdot3+2\cdot2=17]


问题 4　求以下两个向量 [image: \boldsymbol{a}]、[image: \boldsymbol{b}] 的内积。

① [image: \boldsymbol{a}=(2\sqrt{3},2),~\boldsymbol{b}=(1,\sqrt{3})]

② [image: \boldsymbol{a}=(-3,2,1),~\boldsymbol{b}=(1,-3,2)]

解　根据式 (4)、(5)，可得

① [image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}=2\sqrt{3}\cdot1+2\cdot\sqrt{3}=4\sqrt{3} ]

② [image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}=-3\cdot1+2\cdot(-3)+1\cdot2=-7]



向量的一般化

到目前为止，我们考察了平面（也就是二维空间）以及三维空间中的向量。向量的方便之处在于，二维以及三维空间中的性质可以照搬到任意维空间中。神经网络虽然要处理数万维的空间，但是二维以及三维空间的向量性质可以直接利用。出于该原因，向量被充分应用在后述的梯度下降法中（2-10 节以及第 4 章、第 5 章）。

为了为后面做好准备，我们将目前考察过的二维以及三维空间中的向量公式推广到任意的 [image: n] 维空间。



	向量的坐标表示：[image: \boldsymbol{a}=(a_1,a_2,\cdots,a_n)]




	内积的坐标表示：对于两个向量 [image: \boldsymbol{a}=(a_1,a_2,\cdots,a_n)]，[image: \boldsymbol{b}=(b_1,b_2,\cdots,b_n)]，其内积 [image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}] 如下式所示。

[image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}=a_1b_1+a_2b_2+\cdots+a_nb_n]



	柯西 - 施瓦茨不等式：[image: -|\boldsymbol{a}||\boldsymbol{b}|\leqslant\boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}\leqslant|\boldsymbol{a}||\boldsymbol{b}|]







例 10　神经单元有多个输入 [image: x_1,x_2,\cdots,x_n] 时，将它们整理为如下的加权输入。

[image: z=w_1x_1+w_2x_2+\cdots+w_nx_n+b]

其中，[image: w_1,w_2,\cdots,w_n] 为权重，[image: b] 为偏置。

[image: ]

使用 [image: \boldsymbol{w}=(w_1,w_2,\cdots,w_n)]，[image: \boldsymbol{x}=(x_1,x_2,\cdots,x_n)] 这两个向量，我们可以将加权输入表示为内积形式，如下所示。

[image: z=\boldsymbol{w}\cdot\boldsymbol{x}+b]

从 例 10 可以看出，在神经网络的世界中，向量的观点是十分有益的。


备注　张量

张量（tensor）是向量概念的推广。谷歌提供的人工智能学习系统 TensorFlow 的命名中就用到了这个数学术语。

“tensor”来源于“tension”（物理学中的“张力”）。向固体施加张力时，会在固体的截面产生力的作用，这个力称为应力。这个力在不同的截面上大小和方向各不相同。

[image: ]

因此，当面的法向为 [image: x]、[image: y]、[image: z] 轴时，作用在面上的力依次用向量表示为

[image: \begin{pmatrix}\tau_{11}\\\tau_{21}\\\tau_{31}\\\end{pmatrix},\begin{pmatrix}\tau_{12}\\\tau_{22}\\\tau_{32}\end{pmatrix},\begin{pmatrix}\tau_{13}\\\tau_{23}\\\tau_{33}\end{pmatrix}]

可以将它们合并为以下的量。

[image: \begin{pmatrix}\tau_{11}&\tau_{12}&\tau_{13}\\\tau_{21}&\tau_{22}&\tau_{23}\\\tau_{31}&\tau_{32}&\tau_{33}\end{pmatrix}]

我们称这个量为应力张量。

张量是应力张量在数学上的抽象。我们不清楚谷歌将人工智能学习系统命名为 TensorFlow 的原委，不过在神经网络的世界里，经常用到附带多个下标的变量，这与张量的计算相似，可能也是出于这个原因，TensorFlow 才这样命名的吧。



2-5 有助于理解神经网络的矩阵基础

神经网络的文献中会用到矩阵（matrix）。矩阵可以使数学式的表示变简洁。下面我们来梳理一下阅读文献时所需要的矩阵知识。

注：本书从第 3 章以后的讲解不需要矩阵的知识作为前提。

● 什么是矩阵

矩阵是数的阵列，如下所示。

[image: \boldsymbol{A}=\begin{pmatrix}3&1&4\\1&5&9\\2&6&5\end{pmatrix}]

横排称为行，竖排称为列。在上例中，矩阵由 3 行 3 列构成，称为 3 行 3 列的矩阵。

特别地，如上例所示，行数与列数相同的矩阵称为方阵。此外，如下所示的矩阵 [image: \boldsymbol{X}]、[image: \boldsymbol{Y}] 分别称为列向量、行向量，也可以简单地称为向量。

[image: \boldsymbol{X}=\begin{pmatrix}3\\1\\4\end{pmatrix},~\boldsymbol{Y}=\begin{pmatrix}2&7&1\end{pmatrix}]

我们将矩阵 [image: \boldsymbol{A}] 推广到更一般的情形，如下所示。

[image: \boldsymbol{A}=\begin{pmatrix}a_{11}&a_{12}&\cdots&a_{1n}\\a_{21}&a_{22}&\cdots&a_{2n}\\\vdots&\vdots&\ddots&\vdots\\a_{m1}&a_{m2}&\cdots&a_{mn}\end{pmatrix}]

这是 [image: m] 行 [image: n] 列的矩阵。位于第 [image: i] 行第 [image: j] 列的值（称为元素）用 [image: a_{ij}] 表示。

有一种有名的矩阵称为单位矩阵，它是对角线上的元素 [image: a_{ii}] 为 1、其他元素为 0 的方阵，通常用 [image: \boldsymbol{E}] 表示。例如，2 行 2 列、3 行 3 列的单位矩阵 [image: \boldsymbol{E}]（称为 2 阶单位矩阵、3 阶单位矩阵）分别如下表示。

[image: \boldsymbol{E}=\begin{pmatrix}1&0\\0&1\end{pmatrix},~\boldsymbol{E}=\begin{pmatrix}1&0&0\\0&1&0\\0&0&1\end{pmatrix}]

注：E 为德语中表示 1 的单词 Ein 的首字母。

● 矩阵相等

两个矩阵 [image: \boldsymbol{A}]、[image: \boldsymbol{B}] 相等的含义是它们对应的元素相等，记为 [image: \boldsymbol{A}=\boldsymbol{B}]。

例 1　当 [image: \boldsymbol{A}=\begin{pmatrix}2&7\\1&8\end{pmatrix}]，[image: \boldsymbol{B}=\begin{pmatrix}x&y\\u&v\end{pmatrix}] 时，如果 [image: \boldsymbol{A}=\boldsymbol{B}]，则 [image: x=2]，[image: y=7]，[image: u=1]，[image: v=8]。

● 矩阵的和、差、常数倍

两个矩阵 [image: \boldsymbol{A}]、[image: \boldsymbol{B}] 的和 [image: \boldsymbol{A}+\boldsymbol{B}]、差 [image: \boldsymbol{A}-\boldsymbol{B}] 定义为相同位置的元素的和、差所产生的矩阵。此外，矩阵的常数倍定义为各个元素的常数倍所产生的矩阵。我们通过以下例子来理解。

例 2　当 [image: \boldsymbol{A}=\begin{pmatrix}2&7\\1&8\end{pmatrix}]，[image: \boldsymbol{B}=\begin{pmatrix}2&8\\1&3\end{pmatrix}] 时，

[image: \begin{aligned}&\boldsymbol{A}+\boldsymbol{B}=\begin{pmatrix}2+2&7+8\\1+1&8+3\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}4&15\\2&11\end{pmatrix}\\&\boldsymbol{A}-\boldsymbol{B}=\begin{pmatrix}2-2&7-8\\1-1&8-3\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}0&-1\\0&5\end{pmatrix}\\&3\boldsymbol{A}=3\begin{pmatrix}2&7\\1&8\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}3\times2&3\times7\\3\times1&3\times8\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}6&21\\3&24\end{pmatrix}\end{aligned}]

● 矩阵的乘积

矩阵的乘积在神经网络的应用中特别重要。对于两个矩阵 [image: \boldsymbol{A}]、[image: \boldsymbol{B}]，将 [image: \boldsymbol{A}] 的第 [image: i] 行看作行向量，[image: \boldsymbol{B}] 的第 [image: j] 列看作列向量，将它们的内积作为第 [image: i] 行第 [image: j] 列元素，由此而产生的矩阵就是矩阵 [image: \boldsymbol{A}]、[image: \boldsymbol{B}] 的乘积 [image: \boldsymbol{AB}]。

[image: ]

请通过下面的例子弄清矩阵乘积的含义。

例 3　当 [image: \boldsymbol{A}=\begin{pmatrix}2&7\\1&8\end{pmatrix}]，[image: \boldsymbol{B}=\begin{pmatrix}2&8\\1&3\end{pmatrix}] 时，

[image: \begin{aligned}&\boldsymbol{AB}=\begin{pmatrix}2&7\\1&8\end{pmatrix}\begin{pmatrix}2&8\\1&3\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}2\cdot2+7\cdot1&2\cdot8+7\cdot3\\1\cdot2+8\cdot1&1\cdot8+8\cdot3\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}11&37\\10&32\end{pmatrix}\\&\boldsymbol{BA}=\begin{pmatrix}2&8\\1&3\end{pmatrix}\begin{pmatrix}2&7\\1&8\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}2\cdot2+8\cdot1&2\cdot7+8\cdot8\\1\cdot2+3\cdot1&1\cdot7+3\cdot8\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}12&78\\5&31\end{pmatrix}\end{aligned}]

从这个例子中可以看出，矩阵的乘法不满足交换律。也就是说，除了例外情况，以下关系式成立。

[image: \boldsymbol{AB}\neq\boldsymbol{BA}]

而单位矩阵 [image: \boldsymbol{E}] 与任意矩阵 [image: \boldsymbol{A}] 的乘积都满足以下交换律。

[image: \boldsymbol{AE}=\boldsymbol{EA}=\boldsymbol{A}]

单位矩阵是具有与 1 相同性质的矩阵。

● Hadamard 乘积

对于相同形状的矩阵 [image: \boldsymbol{A}]、[image: \boldsymbol{B}]，将相同位置的元素相乘，由此产生的矩阵称为矩阵 [image: \boldsymbol{A}]、[image: \boldsymbol{B}] 的 Hadamard 乘积，用 [image: \boldsymbol{A}\odot\boldsymbol{B}] 表示。

例 4　当 [image: \boldsymbol{A}=\begin{pmatrix}2&7\\1&8\end{pmatrix}]，[image: \boldsymbol{B}=\begin{pmatrix}2&8\\1&3\end{pmatrix}] 时，

[image: \boldsymbol{A}\odot\boldsymbol{B}=\begin{pmatrix}2\cdot2&7\cdot8\\1\cdot1&8\cdot3\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}4&56\\1&24\end{pmatrix}]

● 转置矩阵

将矩阵 [image: \boldsymbol{A}] 的第 [image: i] 行第 [image: j] 列的元素与第 [image: j] 行第 [image: i] 列的元素交换，由此产生的矩阵称为矩阵 [image: \boldsymbol{A}] 的转置矩阵（transposed matrix），用 [image: ^{\rm t}\boldsymbol{A}]、[image: \boldsymbol{A}^{\rm t}] 等表示。下面我们使用 [image: ^{\rm t}\boldsymbol{A}\boldsymbol{A}]。

例 5　当 [image: \boldsymbol{A}=\begin{pmatrix}2&7\\1&8\end{pmatrix}] 时，t[image: ^{\rm t}\boldsymbol{A}\begin{pmatrix}2&1\\7&8\end{pmatrix}]。

例 6　当 [image: \boldsymbol{B}=\begin{pmatrix}1\\2\end{pmatrix}]时，[image: ^{\rm t}\boldsymbol{B}=\begin{pmatrix}1&2\end{pmatrix}]。

注：阅读神经网络的文献时需要注意，转置矩阵有各种各样的表示方法。


问题　[image: \boldsymbol{A}=\begin{pmatrix}2&4&1\\4&2&1\end{pmatrix}]，[image: \boldsymbol{B}=\begin{pmatrix}2&7&1\\8&2&8\end{pmatrix}] 时，进行以下计算。

[image: \textcircled{1}~\boldsymbol{A}+\boldsymbol{B}~~~~~\textcircled{2}~^{\rm t}\boldsymbol{AB}~~~~~\textcircled{3}~\boldsymbol{A}\odot\boldsymbol{B}]

解

① [image: \boldsymbol{A}+\boldsymbol{B}=\begin{pmatrix}1+2&4+7&1+1\\4+8&2+2&1+8\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}3&11&2\\12&4&9\end{pmatrix}]

② [image: \begin{aligned}^{\rm t}\boldsymbol{AB}&=\begin{pmatrix}1&4\\4&2\\1&1\end{pmatrix}\begin{pmatrix}2&7&1\\8&2&8\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}1\cdot2+4\cdot8&1\cdot7+4\cdot2&1\cdot1+4\cdot8\\4\cdot2+2\cdot8&4\cdot7+2\cdot2&4\cdot1+2\cdot8\\1\cdot2+1\cdot8&1\cdot7+1\cdot2&1\cdot1+1\cdot8\end{pmatrix}\\&=\begin{pmatrix}34&15&33\\24&32&20\\10&9&9\end{pmatrix}\end{aligned}]

③ [image: \boldsymbol{A}\odot\boldsymbol{B}=\begin{pmatrix}1\cdot2&4\cdot7&1\cdot1\\4\cdot8&2\cdot2&1\cdot8\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}2&28&1\\32&4&8\end{pmatrix}]



2-6 神经网络的导数基础

之前我们提到过，神经网络会自己进行学习，这在数学上的含义是指，对权重和偏置进行最优化（2 - 12 节），使得输出符合学习数据。而对于最优化而言，求导是不可缺少的一种方法。

注：本章所考察的函数都是充分光滑的函数。

导数的定义

函数 [image: y=f(x)] 的导函数 [image: f'(x)] 的定义如下所示。


[image: f'(x)=\lim_{\Delta x\to0}\frac{f(x+\Delta x)-f(x)}{\Delta x}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]



注：希腊字母 [image: Delta] 读作 delta，对应拉丁字母 D。此外，带有 [image: ']（prime）符号的函数或变量表示导函数。

“[image: \lim_{\Delta x\to0} ] ([image: \Delta x] 的式子) ”是指当 [image: \Delta x] 无限接近 0 时“([image: \Delta x] 的式子)”接近的值。

例 1　当 [image: f(x)=3x] 时，

[image: f'(x)=\lim_{\Delta x\to0}\frac{3(x+\Delta x)-3x}{\Delta x}=\lim_{\Delta x\to0}\frac{3\Delta x}{\Delta x}=\lim_{\Delta x\to0}3=3]

例 2　当 [image: f(x)=x^2] 时，

[image: f'(x)=\lim_{\Delta x\to0}\frac{(x+\Delta x)^2-x^2}{\Delta x}=\lim_{\Delta x\to0}\frac{2x\Delta x+(\Delta x)^2}{\Delta x}=\lim_{\Delta x\to0}(2x+\Delta x)=2x]

已知函数 [image: f(x)]，求导函数 [image: f'(x)]，称为对函数 [image: f(x)] 求导。当式 (1) 的值存在时，称函数可导。

导函数的含义如下图所示。作出函数 [image: f(x)] 的图像，[image: f'(x)] 表示图像切线的斜率。因此，具有光滑图像的函数是可导的。

[image: ]

神经网络中用到的函数的导数公式

我们很少使用定义式 (1) 来求导函数，而是使用导数公式。下面我们就来看一下在神经网络的计算中使用的函数的导数公式（[image: x] 为变量、[image: c] 为常数）。


[image: ({\rm e})'=0,(x)'=1,(x^2)'=2x,({\rm e}^{x})'={\rm e}^{x},({\rm e}^{-x})'=-{\rm e}^{-x}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]



注：这里省略了证明。e 为纳皮尔数（2 - 1 节）。

导数符号

在式 (1) 中，函数 [image: y=f(x)] 的导函数用 [image: f'(x)] 表示，但也存在不同的表示方法，例如可以用如下的分数形式来表示。

[image: f'(x)=\frac{{\rm d}y}{{\rm d}x}]

这个表示方法是十分方便的，这是因为复杂的函数可以像分数一样计算导数。关于这一点，我们会在后文中说明。

例 3　式 (2) 中的 [image: (c')=0]，也可以记为 [image: \frac{{\rm d}c}{{\rm d}x}=0] （[image: c] 为常数）。

例 4　式 (2) 中的 [image: (x)'=1]，也可以记为 \frac{{\rm d}x}{{\rm d}x}=1。

导数的性质

利用下式，可导函数的世界得到了极大的扩展。


[image: {f(x)=g(x)\}'=f'(x)+g'(x),\{cf(x)\}'=cf'(x)]　（[image: c] 为常数）　　　　　　　　　　(3)



注：组合起来也可以简单地表示为 [image: {f(x)-g(x)\}'=f'(x)-g'(x)]。

式 (3) 称为导数的线性性。用文字来表述可能更容易记忆，如下所示。

和的导数为导数的和，常数倍的导数为导数的常数倍。

导数的线性性是后述的误差反向传播法背后的主角。

例 5　当 [image: C=(2-y)^2]（[image: y] 为变量）时，

[image: C'=(4-4y+y^2)'=(4)'-4(y)'+(y^2)'=0-4+2y=-4+2y]


问题 1　对下面的函数 [image: f(x)] 求导。

[image: \textcircled{1}~f(x)=2x^2+3x+1~~~~~\textcircled{2}~f(x)=1+{\rm e}^{-x}]

解　根据式 (2)、式 (3)，可得

① [image: f'(x)=(2x^2)'+(3x)'+(1)'=2(x^2)'+3(x)'+(1)'=4x+3]

② [image: f'(x)=(1+{\rm e}^{-x})'=(1)'+({\rm e}^{-x})'=-{\rm e}^{-x}]



　


备注　公式 [image: \boldsymbol{({\rm e}^{-x})'=-{\rm e}^{-x}}]

利用后述的链式法则（复合函数的求导公式）（2 - 8 节），我们可以简单地推导出标题中的公式（即式 (2)），如下所示。

[image: y={\rm e}^{u},~u=-x,~y'=\frac{{\rm d}y}{{\rm d}u}\frac{{\rm d}u}{{\rm d}x}={\rm e}^{u}\cdot(-1)=-{\rm e}^{-x}]



分数函数的导数和 Sigmoid 函数的导数

当函数是分数形式时，求导时可以使用下面的分数函数的求导公式。


[image: \left{\frac{1}{f(x)}\right\}'=-\frac{f'(x)}{\{f(x)\}^2}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(4)]



注：这里省略了证明。函数 [image: f(x)] 不取 0 值。

Sigmoid 函数 [image: \sigma(x)] 是神经网络中最有名的激活函数之一，其定义如下所示（2-1 节）。

[image: \sigma(x)=\frac{1}{1+{\rm e}^{-x}}]

在后述的梯度下降法中，需要对这个函数求导。求导时使用下式会十分方便。


[image: \sigma'(x)=\sigma(x)(1-\sigma(x))\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(5)]



利用该式，即使不进行求导，也可以由 [image: \sigma(x)] 的函数值得到 Sigmoid 函数的导函数的值。

证明　将 [image: 1+{\rm e}^{-x}] 代入式 (4) 的 [image: f(x)]，利用式 (2) 的指数函数的导数公式 [image: ({\rm e}^{-x})'=-{\rm e}^{-x}]，可得

[image: \sigma'(x)=-\frac{(1+{\rm e}^{-x})'}{(1+{\rm e}^{-x})^2}=\frac{{\rm e}^{-x}}{(1+{\rm e}^{-x})^2} ]

上式可以像下面这样变形。

[image: \sigma'(x)=\frac{1+{\rm e}^{-x}-1}{(1+{\rm e}^{-x})^2}=\frac{1}{1+{\rm e}^{-x}}-\frac{1}{(1+{\rm e}^{-x})^2}=\sigma(x)-\sigma(x)^2]

将 [image: \sigma(x)] 提取出来，就得到了式 (5)。

最小值的条件

由于导函数 [image: f'(x)] 表示切线斜率，我们可以得到以下原理，该原理在后述的最优化（2-12 节）中会用到。


当函数 [image: f(x)] 在 [image: x=a] 处取得最小值时，[image: f'(a)=0]。　　　　　　　　　　(6)



证明　导函数 [image: f'(a)] 表示切线斜率，所以根据下图可以清楚地看出 [image: f'(a)=0]。

[image: ]

应用时请记住以下事实。


[image: f'(a)=0] 是函数 [image: f(x)] 在 [image: x=a] 处取得最小值的必要条件。



注：已知命题 [image: p]、[image: q]，由 [image: p] 可以推出 [image: q]，则 [image: q] 称为 [image: p] 的必要条件。

从下面的函数 [image: y=f(x)] 的图像可以清楚地看出这一点。

[image: ]

在通过后述的梯度下降法求最小值时，这个性质有时会成为很大的障碍。


例题　求以下函数 [image: f(x)] 的最小值。

[image: f(x)=3x^4-4x^3-12x^2+32]



解　首先我们求出导函数。

[image: f'(x)=12x^3-12x^2-24x=12x(x+1)(x-2)]

然后，我们可以做出以下表格（称为增减表）。




	[image: \boldsymbol{x}]

	…

	-1

	…

	0

	…

	2

	…






	[image: f'(x)]

	-

	0

	+

	0

	-

	0

	+




	[image: f(x)]

	↘

	27

	↗

	32

	↘

	0

	↗




	

	

	（极小）

	

	（极大）

	

	（最小）

	






注：增大、减小用↗、↘表示，区间用…表示。

从表中可以看出，[image: f(x)] 在点 [image: x=2] 处取得最小值 0。

如果已知增减表，就可以画出函数图像的大体形状。这里我们使用例题中的增减表，画出函数

[image: f(x)=3x^4-4x^3-12x^2+32]

的图像，如右图所示。

[image: ]


问题 2　求 [image: f(x)=2x^2-4x+3] 的最小值。

解　首先我们求出导函数。

[image: f'(x)=4x-4]

然后，我们可以做出如下的增减表。从表中可以看出，[image: f(x)] 在点 [image: x=1] 处取得最小值 1。




	[image: \boldsymbol{x}]

	…

	1

	…






	[image: f'(x)]

	-

	0

	+




	[image: f(x)]

	↘

	1

	↗




	

	

	（最小）

	






作为参考，我们在增减表的右边画出了函数图像。

[image: ]



2-7 神经网络的偏导数基础

神经网络的计算往往会涉及成千上万个变量，这是因为构成神经网络的神经单元的权重和偏置都被作为变量处理。下面我们就来考察一下神经网络的计算中所需的多变量函数的导数。

注：本节所考察的函数是充分光滑的函数。

多变量函数

如前所述（2-1 节），在函数 [image: y=f(x)] 中，[image: x] 称为自变量，[image: y] 称为因变量。上一节我们讲解求导方法时考虑了有一个自变量的函数的情形。本节我们来考察有两个以上的自变量的函数。有两个以上的自变量的函数称为多变量函数。

例 1　[image: z=x^2+y^2]

多变量函数难以直观化。例如，即使是像例 1那样简单的函数，其图像也是非常复杂的，如下图所示。

[image: ]

描述神经网络的函数的变量有成千上万个，因此难以从直观上理解这些函数。不过，只要理解了单变量的情况，我们就可以将多变量的情况作为其扩展来理解，这样就不会那么困难了。

单变量函数用 [image: f(x)] 表示，仿照单变量函数，多变量函数可以如下表示。

例 2　[image: f(x,y)]：有两个自变量 [image: x]、[image: y] 的函数。

例 3　[image: f(x_1,x_2,\cdots,x_n)]：有 [image: n] 个自变量 [image: x_1,x_2,\cdots,x_n] 的函数。

偏导数

求导的方法也同样适用于多变量函数的情况。但是，由于有多个变量，所以必须指明对哪一个变量进行求导。在这个意义上，关于某个特定变量的导数就称为偏导数（partial derivative）。

例如，让我们来考虑有两个变量 [image: x]、[image: y] 的函数 [image: z=f(x,y)]。只看变量 [image: x]，将 [image: y] 看作常数来求导，以此求得的导数称为“关于 [image: x] 的偏导数”，用下面的符号来表示。

[image: \frac{\partial z}{\partial x}=\frac{\partial f(x,y)}{\partial x}=\lim_{\Delta x\to0}\frac{f(x+\Delta x,y)-f(x,y)}{\Delta x}]

关于 [image: y] 的偏导数也是同样的。

[image: \frac{\partial z}{\partial y}=\frac{\partial f(x,y)}{\partial y}=\lim_{\Delta y\to0}\frac{f(x,y+\Delta y)-f(x,y)}{\Delta y}]

下面，我们通过例 4和问题 1、问题 2来看一下神经网络中用到的偏导数的代表性例子。

例 4　当 [image: z=wx+b] 时，[image: \frac{\partial z}{\partial x}=w]，[image: \frac{\partial z}{\partial w}=x]，[image: \frac{\partial z}{\partial b}=1]。


问题 1　当 [image: f(x,y)=3x^2+4y^2] 时，求 [image: \frac{\partial f(x,y)}{\partial x}]，[image: \frac{\partial f(x,y)}{\partial y}]。

解　[image: \frac{\partial f(x,y)}{\partial x}=6x]，[image: \frac{\partial f(x,y)}{\partial y}=8y]。



　


问题 2　当 [image: z=w_1x_1+w_2x_2+b_1] 时，求关于 [image: x_1]、[image: w_1]、[image: b_1] 的偏导数。



解　[image: \frac{\partial z}{\partial w_1}=w_1]，[image: \frac{\partial z}{\partial w_2}=x_2]，[image: \frac{\partial z}{\partial b_1}=1]。

多变量函数的最小值条件

光滑的单变量函数 [image: y=f(x)] 在点 [image: x] 处取得最小值的必要条件是导函数在该点取值 0（2-6 节），这个事实对于多变量函数同样适用。例如对于有两个变量的函数，可以如下表示。


函数 [image: z=f(x,y)] 取得最小值的必要条件是 [image: \frac{\partial f}{\partial x}=0]，\frac{\partial f}{\partial y}=0。　　　　　　　　　　(1)



上述 (1) 很容易扩展到一般的具有 [image: n] 个变量的情形。

此外，从下图可以清楚地看出上述 (1) 是成立的。因为从 [image: x] 方向以及 [image: y] 方向来看，函数 [image: z=f(x,y)] 取得最小值的点就像葡萄酒杯的底部。

[image: ]

就像我们之前所确认的那样（2-6 节），上述 (1) 所示的条件是必要条件。即使满足上述 (1)，也不能保证函数 [image: f(x,y)] 在该点处取得最小值。

例 5　求函数 [image: z=x^2+y^2] 取得最小值时 [image: x]、[image: y] 的值。

首先，我们来求关于 [image: x]、[image: y] 的偏导数。

[image: \frac{\partial z}{\partial x}=2x,~\frac{\partial z}{\partial y}=2y]

根据上述 (1)，函数取得最小值的必要条件是 [image: x=0]，[image: y=0]。此时函数值 [image: z] 为 0。由于 [image: z=x^2+y^2\geqslant0]，所以我们知道这个函数值 0 就是最小值。通过前面的例 1的函数图像，我们也可以确认这个事实。


备注　拉格朗日乘数法

在实际的最小值问题中，有时会对变量附加约束条件，例如下面这个与例 5相似的问题。

例 6　当 [image: x^2+y^2=1] 时，求 [image: x+y] 的最小值。

这种情况下我们使用拉格朗日乘数法。这个方法首先引入参数 [image: \lambda]，创建下面的函数 [image: \boldsymbol{L}]。

[image: L=f(x,y)-\lambda g(x,y)=(x+y)-\lambda(x^2+y^2-1)]

然后利用之前的(1)。

[image: \frac{\partial L}{\partial x}=1-2\lambda x=0,~\frac{\partial L}{\partial y}=1-2\lambda y=0]

根据这些式子以及约束条件 [image: x^2+y^2=1]，可得 [image: x=y=\lambda=\pm1/\sqrt{2} ]。

因而，当 [image: x=y=-1/\sqrt{2} ] 时，[image: x+y] 取得最小值 [image: -\sqsrt{2} ]。

在用于求性能良好的神经网络的正则化技术中，经常会使用该方法。



2-8 误差反向传播法必需的链式法则

下面我们来考察有助于复杂函数求导的链式法则。这个法则对于理解后述的误差反向传播法很有必要。

注：本节考察的函数是充分光滑的函数。

神经网络和复合函数

已知函数 [image: y=f(u)]，当 [image: u] 表示为 [image: u=g(x)] 时，[image: y] 作为 [image: x] 的函数可以表示为形如 [image: y=f(g(x))] 的嵌套结构（[image: u] 和 [image: x] 表示多变量）。这时，嵌套结构的函数 [image: f(g(x))] 称为 [image: f(u)] 和 [image: g(x)] 的复合函数。

例 1　函数 [image: z=(2-y)^2] 是函数 [image: u=2-y] 和函数 [image: z=u^2] 的复合函数。

[image: ]

例 2　对于多个输入 [image: x_1,x_2,\cdots,x_n]，将 [image: a(x)] 作为激活函数，求神经单元的输出 [image: y] 的过程如下所示（1-3 节）。

[image: y=a(w_1x_1+w_2x_2+\cdots+w_nx_n+b)]

[image: w_1,w_2,\cdots,w_n] 为各输入对应的权重，[image: b] 为神经单元的偏置。这个输出函数是如下的 [image: x_1,x_2,\cdots,x_n] 的一次函数 [image: f] 和激活函数 [image: a] 的复合函数。

[image: \begin{cases}z=f(x_1,x_2,\cdots,x_n)=w_1x_1+w_2x_2+\cdots+w_nx_n+b\\y=a(z)\end{cases}]

[image: ]

单变量函数的链式法则

已知单变量函数 [image: y=f(u)]，当 [image: u] 表示为单变量函数 [image: u=g(x)] 时，复合函数 [image: f(g(x))] 的导函数可以如下简单地求出来。


[image: \frac{{\rm d}y}{{\rm d}x}=\frac{{\rm d}y}{{\rm d}u}\frac{{\rm d}u}{{\rm d}x}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]



这个公式称为单变量函数的复合函数求导公式，也称为链式法则。本书使用“链式法则”这个名称。

[image: ]

观察式 (1) 的右边，如果将 [image: {\rm d}x]、[image: {\rm d}y]、[image: {\rm d}u] 都看作一个单独的字母，那么式 (1) 的左边可以看作将右边进行简单的约分的结果，这个看法总是成立的。通过将导数用 [image: {\rm d}x]、[image: {\rm d}y] 等表示，我们可以这样记忆链式法则：“复合函数的导数可以像分数一样使用约分。”

注：这个约分的法则不适用于 [image: {\rm d}x]、[image: {\rm d}y] 的平方等情形。

例 3　当 [image: y] 为 [image: u] 的函数，[image: u] 为 [image: v] 的函数，[image: v] 为 [image: x] 的函数时，

[image: \frac{{\rm d}y}{{\rm d}x}=\frac{{\rm d}y}{{\rm d}u}\frac{{\rm d}u}{{\rm d}v}\frac{{\rm d}v}{{\rm d}x}]

[image: ]


问题　对 [image: x] 的函数 [image: y=\frac{1}{1+{\rm e}^{-(wx+b)}}]（[image: w]、[image: b] 为常数）求导。

解　我们设定以下函数，

[image: y=\frac{1}{1+{\rm e}^{-u}},~u=wx+b]

由于第 1 个式子为 Sigmoid 函数，根据 2 - 6 节的式 (5)，可得

[image: \frac{{\rm d}y}{{\rm d}u}=y(1-y)]

此外，由于 [image: \frac{{\rm d}u}{{\rm d}x}=w]，所以可得

[image: \frac{{\rm d}y}{{\rm d}x}=\frac{{\rm d}y}{{\rm d}u}\frac{{\rm d}u}{{\rm d}x}=y(1-y)w=\frac{w}{1+{\rm e}^{-(wx+b)}}\left(1-\frac{1}{1+{\rm e}^{-(wx+b)}}\right)]



多变量函数的链式法则

在多变量函数的情况下，链式法则的思想也同样适用。只要像处理分数一样对导数的式子进行变形即可。然而事情并没有这么简单，因为必须对相关的全部变量应用链式法则。

我们来考察两个变量的情形。

变量 [image: z] 为 [image: u]、[image: v] 的函数，如果 [image: u]、[image: v] 分别为 [image: x]、[image: y] 的函数，则 [image: z] 为 [image: x]、[image: y] 的函数，此时下式（多变量函数的链式法则）成立。


[image: \frac{\partial z}{\partial x}=\frac{\partial z}{\partial u}\frac{\partial u}{\partial x}+\frac{\partial z}{\partial v}\frac{\partial v}{\partial x}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]



[image: ]

例 4　与上面式 (2) 一样，下式也成立。

[image: \frac{\partial z}{\partial y}=\frac{\partial z}{\partial u}\frac{\partial u}{\partial y}+\frac{\partial z}{\partial v}\frac{\partial v}{\partial y}]

例 4中各变量的关系如下图所示。

[image: ]

例 5　当 [image: C=u^2+v^2]，[image: u=ax+by]，[image: v=px+qy]（[image: a]、[image: b]、[image: p]、[image: q] 为常数）时，

[image: \begin{aligned}&\frac{\partial C}{\partial x}=\frac{\partial C}{\partial u}\frac{\partial u}{\partial x}+\frac{\partial C}{\partial v}\frac{\partial v}{\partial x}=2u\cdot a+2v\cdot p=2a(ax+by)+2p(px+qy)\\&\frac{\partial C}{\partial y}=\frac{\partial C}{\partial u}\frac{\partial u}{\partial y}+\frac{\partial C}{\partial v}\frac{\partial v}{\partial y}=2u\cdot b+2v\cdot q=2b(ax+by)+2q(px+qy)\end{aligned}]

上式在三个以上的变量的情况下也同样成立。

例 6　当 [image: C=u^2+v^2+w^2]，[image: u=a_1x+b_1y+c_1z]，[image: v=a_2x+b_2y+c_2z]，[image: w=a_3x+b_3y+c_3z]（[image: a_i]、[image: b_i]、[image: c_i] 为常数，[image: i=1,2,3]）时，

[image: \begin{aligned}\frac{\partial C}{\partial x}&=\frac{\partial C}{\partial u}\frac{\partial u}{\partial x}+\frac{\partial C}{\partial v}\frac{\partial v}{\partial x}+\frac{\partial C}{\partial w}\frac{\partial w}{\partial x}\\&=2u\cdot a_1+2v\cdot a_2+2w\cdot a_3\\&=2a_1(a_1x+b_1y+c_1z)+2a_2(a_2x+b_2y+c_2z)+2a_3(a_3x+b_3y+c_3z)\end{aligned}]

[image: ]

2-9 梯度下降法的基础：多变量函数的近似公式

梯度下降法是确定神经网络的一种代表性的方法。在应用梯度下降法时，需要用到多变量函数的近似公式。

注：本节所考察的函数是充分光滑的函数。

单变量函数的近似公式

首先我们来考察单变量函数 [image: y=f(x)]。如果 [image: x] 作微小的变化，那么函数值 [image: y] 将会怎样变化呢？答案就在导函数的定义式中（2-6 节）。

[image: f'(x)=\lim_{\Delta x\to0}\frac{f(x+\Delta x)-f(x)}{\Delta x}]

在这个定义式中，[image: \Delta x] 为“无限小的值”，不过若将它替换为“微小的值”，也不会造成很大的误差。因而，下式近似成立。

[image: f'(x)\fallingdotseq\frac{f(x+\Delta x)-f(x)}{\Delta x}]

将上式变形，可以得到以下单变量函数的近似公式。


[image: f(x+\Delta x)\fallingdotseq f(x)+f'(x)\Delta x]　（[image: \Delta x] 为微小的数）　　　　　　　　　　(1)



例 1　当 [image: f(x)={\rm e}^{x}] 时，求 [image: x=0] 附近的近似公式。

将指数函数的求导公式 [image: f'(x)={\rm e}^{x}]（2-6 节）应用在式 (1) 中，如下所示。

[image: {\rm e}^{x+\Delta x}\fallingdotseq{\rm e}^{x}+{\rm e}^{x}\Delta x]　（[image: \Delta x] 为微小的数）

取 [image: x=0]，重新将 [image: \Delta x] 替换为 [image: x]，可得 [image: {\rm e}^{x}\fallingdotseq 1+x]　（[image: x] 为微小的数）。

这就是例 1的解答。

下面的图像是将 [image: y={\rm e}^{x}] 与 [image: y=1+x] 画在一张图上。在 [image: x=0] 附近两个函数的图像重叠在一起，由此可以确认例 1的解答是正确的。

[image: ]

多变量函数的近似公式

下面我们将单变量函数的近似公式 (1) 扩展到两个变量的函数。如果 [image: x]、[image: y] 作微小的变化，那么函数 [image: z=f(x,y)] 的值将会怎样变化呢？答案是以下的近似公式。[image: \Delta x]、[image: \Delta y] 为微小的数。


[image: f(x+\Delta x,y+\Delta y)\fallingdotseq f(x,y)+\frac{\partial f(x,y)}{\partial x}\Delta x+\frac{\partial f(x,y)}{\partial y}\Delta y\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]



例 2　当 [image: z={\rm e}^{x+y}] 时，求 [image: x=y=0] 附近的近似公式。

将指数函数的求导公式 [image: \frac{\partial z}{\partial x}=\frac{\partial z}{\partial y}={\rm e}^{x+y}]（2-6 节）应用在式 (2) 中，可得

[image: {\rm e}^{x+\Delta x+y+\Delta y}\fallingdotseq{\rm e}^{x+y}+{\rm e}^{x+y}\Delta x+{\rm e}^{x+y}\Delta y]　（[image: \Delta x]、[image: \Delta y] 为微小的数）

取 [image: x=y=0]，重新将 [image: \Delta x] 替换为 [image: x]，将 [image: \Delta y] 替换为 [image: y]，可得

[image: {\rm e}^{x+y}\fallingdotseq1+x+y]　（[image: x]、[image: y] 为微小的数）

以上就是例 2的解答。下面我们试着化简式 (2)。首先定义如下的 [image: \Delta z]。

[image: \Delta z=f(x+\Delta x,y+\Delta y)-f(x,y)]

上式表示当 [image: x]、[image: y] 依次变化 [image: \Delta x]、[image: \Delta y] 时函数 [image: z=f(x,y)] 的变化，于是式 (2) 可以像下面这样简洁地表示。


[image: \Delta z\fallingdotseq\frac{\partial z}{\partial x}\Delta x+\frac{\partial z}{\partial y}\Delta y\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(3)]



通过这样的表示方式，就很容易将近似公式 (2) 进行推广。例如，变量 [image: z] 为三个变量 [image: w]、[image: x]、[image: y] 的函数时，近似公式如下所示。


[image: \Delta z\fallingdotseq\frac{\partial z}{\partial w}\Delta w+\frac{\partial z}{\partial x}\Delta x+\frac{\partial z}{\partial y}\Delta y\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(4)]



近似公式的向量表示

三个变量的函数的近似公式 (4) 可以表示为如下两个向量的内积 [image: \nabla z\cdot\Delta x] 的形式。

[image: \nabla z=\left(\frac{\partial z}{\partial w},\frac{\partial z}{\partial x},\frac{\partial z}{\partial y}\right),~\Delta x=(\Delta w,\Delta x,\Delta y)]

注：[image: \nabla] 通常读作 nabla（2 - 10 节）。

我们可以很容易地想象，对于一般的 [image: n] 变量函数，近似公式也可以像这样表示为内积的形式。这个事实与下一节要考察的梯度下降法的原理有关。


备注　泰勒展开式

将近似公式的一般化公式称为泰勒展开式。例如，在两个变量的情况下，这个公式如下所示。

[image: \begin{aligned}&f(x+\Delta x,y+\Delta y)=f(x,y)+\frac{\partial f}{\partial x}\Delta x+\frac{\partial f}{\partial y}\Delta y\\&+\frac{1}{2!}\left{\frac{\partial^2 f}{\partial x^2}(\Delta x)^2+2\frac{\partial^2 f}{\partial x\partial y}\Delta x\Delta y+\frac{\partial^2 f}{\partial y^2}(\Delta y)^2\right\}\\&+\frac{1}{3!}\left\{\frac{\partial^3 f}{\partial x^3}(\Delta x)^3+3\frac{\partial^3 f}{\partial x^2\partial y}(\Delta x)^2(\Delta y)+3\frac{\partial^3 f}{\partial x\partial y^2}\Delta x(\Delta y)^2+\frac{\partial^3 f}{\partial y^3}(\Delta y)^3\right\}\\&+\cdots\end{aligned}]

在泰勒展开式中，取出前三项，就得到式 (2)。

此外，我们约定 [image: \frac{\partial^2 f}{\partial x^2}=\frac{\partial}{\partial x}\frac{\partial f}{\partial x},~\frac{\partial^2 f}{\partial x~\partial y}=\frac{\partial}{\partial x}\frac{\partial f}{\partial y}\cdots]



2-10 梯度下降法的含义与公式

应用数学最重要的任务之一就是寻找函数取最小值的点。本节我们来考察一下著名的寻找最小值的点的方法——梯度下降法。在第 4 章和第 5 章中我们将会看到，梯度下降法是神经网络的数学武器。

本节主要通过两个变量的函数来展开讨论。在神经网络的计算中，往往需要处理成千上万个变量，但其数学原理和两个变量的情形是相同的。

注：同样，本节考察的函数是充分光滑的函数。

梯度下降法的思路

已知函数 [image: z=f(x,y)]，怎样求使函数取得最小值的 [image: x]、[image: y] 呢？最有名的方法就是利用“使函数 [image: z=f(x,y)] 取得最小值的 [image: x]、[image: y] 满足以下关系”这个事实（2 - 7 节）。

[image: \frac{\partial f(x,y)}{\partial x}=0,~\frac{\partial f(x,y)}{\partial y}=0\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]

这是因为，在函数取最小值的点处，就像葡萄酒杯的底部那样，与函数相切的平面变得水平。

[image: ]

然而，在实际问题中，联立方程式 (1) 通常不容易求解，那么该如何解决呢？梯度下降法是一种具有代表性的替代方法。该方法不直接求解式 (1) 的方程，而是通过慢慢地移动图像上的点进行摸索，从而找出函数的最小值。

我们先来看看梯度下降法的思路。这里我们将图像看作斜坡，在斜坡上的点 [image: P] 处放一个乒乓球，然后轻轻地松开手，球会沿着最陡的坡面开始滚动，待球稍微前进一点后，把球止住，然后从止住的位置再次松手，乒乓球会从这个点再次沿着最陡的坡面开始滚动。

[image: ]

这个操作反复进行若干次后，乒乓球沿着最短的路径到达了图像的底部，也就是函数的最小值点。梯度下降法就模拟了这个球的移动过程。

[image: ]

在数值分析领域，梯度下降法也称为最速下降法。这个名称表示沿着图像上的最短路径下降。

近似公式和内积的关系

让我们依照前面考察过的思路来将梯度下降法正式化。

函数 [image: z=f(x,y)] 中，当 [image: x] 改变 [image: \Delta x]，[image: y] 改变 [image: \Delta y] 时，我们来考察函数 [image: f(x,y)] 的值的变化 [image: \Delta z]。

[image: \Delta z=f(x+\Delta x,+\Delta y)=f(x,y)]

根据近似公式（2-9 节），以下关系式成立。

[image: \Delta z=\frac{\partial f(x,y)}{\partial x}\Delta x+\frac{\partial f(x,y)}{\partial y}\Delta y\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]

[image: ]

我们在上一节也提到过，式 (2) 的右边可以表示为如下两个向量的内积（2-4 节）形式。

[image: \left(\frac{\partial f(x,y)}{\partial x},\frac{\partial f(x,y)}{\partial y}\right),(\Delta x,\Delta y)]

请大家注意这个内积的关系，这就是梯度下降法的出发点。

[image: ]

向量内积的回顾

我们来考察两个固定大小的非零向量 [image: \boldsymbol{a}]、[image: \boldsymbol{b}]。当 [image: \boldsymbol{b}] 的方向与 [image: \boldsymbol{a}] 相反时，内积 [image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}] 取最小值（2-4 节）。

[image: ]

换句话说，当向量 [image: \boldsymbol{b}] 满足以下条件式时，可以使得内积 [image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}] 取最小值。

[image: b=-ka]　（[image: k] 为正的常数）　　　　　　　　　　(4)

内积的这个性质 (4) 就是梯度下降法的数学基础。

二变量函数的梯度下降法的基本式

当 [image: x] 改变 [image: \Delta x]，[image: y] 改变 [image: \Delta y] 时，函数 [image: f(x,y)] 的变化 [image: \Delta z] 为式 (2)，可以表示为式 (3) 的两个向量的内积。根据式 (4)，当两个向量方向相反时，内积取最小值。也就是说，当式 (3) 的两个向量的方向恰好相反时，式 (2) 的 [image: \Delta z] 达到最小（即减小得最快）。

[image: ]

根据以上讨论我们可以知道，从点 [image: (x,y)] 向点 [image: (x+\Delta x,y+\Delta y)] 移动时，当满足以下关系式时，函数 [image: z=f(x,y)] 减小得最快。这个关系式就是二变量函数的梯度下降法的基本式。


[image: (\Delta x,\Delta y)=-\eta\left(\frac{\partial f(x,y)}{\partial x},\frac{\partial f(x,y)}{\partial y}\right)]　（[image: \eta] 为正的微小常数）　　　　　　　　　　(5)



注：希腊字母 [image: \eta] 读作 ita，对应拉丁字母 [image: i]。这里也可以像式 (4) 那样使用字母 [image: k]，不过大多数文献中采用 [image: \eta]。

利用关系式 (5)，如果

从点 [image: (x,y)] 向点 [image: (x+\Delta x,y+\Delta y)] 移动　　　　　　　　　　(6)

就可以从图像上点 [image: (x,y)] 的位置最快速地下坡。

[image: ]

式 (5) 右边的向量 [image: \left(\frac{\partial f(x,y)}{\partial x},\frac{\partial f(x,y)}{\partial y}\right)] 称为函数 [image: f(x,y)] 在点 [image: (x,y)] 处的梯度（gradient）。这个名称来自于它给出了最陡的坡度方向。


例题　设 [image: \Delta x]、[image: \Delta y] 为微小的数。在函数 [image: z=x^2+y^2] 中，当 [image: x] 从 1 变到 [image: 1+\Delta x]、[image: y] 从 2 变到 [image: 2+\Delta y] 时，求使这个函数减小得最快的向量 [image: (\Delta x,\Delta y)]。



解　根据式 (5)，[image: \Delta x]、[image: \Delta y] 满足以下关系：

[image: (\Delta x,\Delta y)=-\eta(\frac{\partial z}{\partial x},\frac{\partial z}{\partial y})]　（[image: \eta] 为正的微小常数）

因为 [image: \frac{\partial z}{\partial x}=2x]，[image: \frac{\partial z}{\partial y}=2y]，依题意可知 [image: x=1]，[image: y=2]，于是有

[image: (\Delta x,\Delta y)=-\eta(2,4)]　（[image: \eta] 为正的微小常数）

梯度下降法及其用法

为了弄清梯度下降法的思路，前面我们考察了乒乓球的移动方式。由于在不同的位置陡坡的方向也各不相同，通过反复进行“一边慢慢地移动位置一边寻找陡坡”的操作，最终可以到达函数图像的底部，也就是函数的最小值点。

下山的情形也是一样的。最陡的下坡方向在每个位置各不相同。因此，要想通过最短路径下山，就必须一边慢慢地下坡一边在每个位置寻找最陡的坡度。

在函数的情况下也完全一样。要寻找函数的最小值，可以利用式 (5) 找出减小得最快的方向，沿着这个方向依照上述 (6) 稍微移动。在移动后到达的点处，再次利用式 (5) 算出方向，再依照上述 (6) 稍微移动。通过反复进行这样的计算，就可以找到最小值点。这种寻找函数 [image: f(x,y)] 的最小值点的方法称为二变量函数的梯度下降法。

[image: ]

下一节我们将用 Excel 来体验梯度下降法，以便更具体地理解上面讲解的内容。

将梯度下降法推广到三个变量以上的情况

二变量函数的梯度下降法的基本式 (5) 可以很容易地推广到三个变量以上的情形。当函数 [image: f] 由 [image: n] 个自变量 [image: x_1,x_2,\cdots,x_n] 构成时，梯度下降法的基本式 (5) 可以像下面这样进行推广。


设 [image: \eta] 为正的微小常数，变量 [image: x_1,x_2,\cdots,x_n] 改变为 [image: x_1+\Delta x_1,x_2+\Delta x_2,\cdots,x_n+\Delta x_n]，当满足以下关系式时，函数 [image: f] 减小得最快。

[image: (\Delta x_1,\Delta x_2,\cdots,\Delta x_n)=-\eta\left(\frac{\partial f}{\partial x_1},\frac{\partial f}{\partial x_2},\cdots,\frac{\partial f}{\partial x_n}\right)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(7)]



这里，以下向量称为函数 [image: f] 在点 [image: (x_1,x_2,\cdots,x_n)] 处的梯度。

[image: \left(\frac{\partial f}{\partial x_1},\frac{\partial f}{\partial x_2},\cdots,\frac{\partial f}{\partial x_n}\right)]

与二变量函数的情况一样，利用这个关系式 (7)，如果

从点 [image: (x_1,x_2,\cdots,x_n)] 向点 [image: (x_1+\Delta x_1,x_2+\Delta x_2,\cdots,x_n+\Delta x_n)] 移动　　　　　　　　　　(8)

就能够沿着函数减小得最快的方向移动。因此，反复依照上述 (8) 来移动，就能够在 [image: n] 维空间中算出坡度最陡的方向，从而找到最小值点。这就是 [image: n] 变量情况下的梯度下降法。

此外，由于式 (7)、(8) 是 [image: n] 维的，难以在纸上画出其图像。大家可以利用二变量情况下的式 (5)、(6) 来直观地理解。

哈密顿算子[image: \nabla]

在实际的神经网络中，主要处理由成千上万个变量构成的函数的最小值。在这种情况下，像式 (7) 那样的表示往往就显得十分冗长。因此我们来考虑更简洁的表示方法。

在数学的世界中，有一个被称为向量分析的领域，其中有一个经常用到的符号 [image: \nabla]。[image: \nabla] 称为哈密顿算子，其定义如下所示。

[image: \nabla f=\left(\frac{\partial f}{\partial x_1},\frac{\partial f}{\partial x_2},\cdots,\frac{\partial f}{\partial x_n}\right)]

利用这个符号，式 (7) 可以如下表示。


[image: (\Delta x_1,\Delta x_2,\cdots,\Delta x_n)=-\eta\nabla f]　（[image: \eta] 为正的微小常数）



注：如前所述（2-9 节），[image: nabla] 通常读作 nabla，来源于希腊竖琴的形象。

例 1　对于二变量函数 [image: f(x,y)]，梯度下降法的基本式 (5) 如下所示。

[image: (\Delta x,\Delta y)=-\eta\nabla f(x,y)]

例 2　对于三变量函数 [image: f(x,y,z)]，梯度下降法的基本式 (7) 如下所示。

[image: (\Delta x,\Delta y,\Delta z)=-\eta\nabla f(x,y,z)]

其中，左边的向量 [image: (\Delta x_1,\Delta x_2,\cdots,\Delta x_n)] 称为位移向量，记为 [image: \Delta x]。

[image: \Delta x=(\Delta x_1,\Delta x_2,\cdots,\Delta x_n)]

利用这个位移向量，梯度下降法的基本式 (7) 可以更简洁地表示。


[image: \Delta x=-\eta\nabla f]　（[image: \eta] 为正的微小常数）　　　　　　　　　　(9)



[image: \eta] 的含义以及梯度下降法的要点

到目前为止，[image: \eta] 只是简单地表示正的微小常数。而在实际使用计算机进行计算时，如何恰当地确定这个 [image: \eta] 是一个大问题。

从式 (5) 的推导过程可知，[image: \eta] 可以看作人移动时的“步长”，根据 [image: \eta] 的值，可以确定下一步移动到哪个点。如果步长较大，那么可能会到达最小值点，也可能会直接跨过了最小值点（左图）。而如果步长较小，则可能会滞留在极小值点（右图）。

[image: ]

在神经网络的世界中，[image: \eta] 称为学习率。遗憾的是，它的确定方法没有明确的标准，只能通过反复试验来寻找恰当的值。

2-11 用 Excel 体验梯度下降法

梯度下降法是神经网络计算的基础，下面我们就通过 Excel 来弄清它的含义。在观察逻辑过程时，Excel 是一个优秀的工具，通过工作表我们可以直观地看出梯度下降法是什么样的。例如，我们用 Excel 来求解以下问题。


例题　对于函数 [image: z=x^2+y^2]，请用梯度下降法求出使函数取得最小值的 [image: x]、[image: y] 值。



注：我们在 2-7 节的例5 中考察过，正确答案为 [image: (x,y)=(0,0)]。另外，2 - 7 节中画了这个函数的图像，大家可以参考一下。

解　首先求出梯度。

梯度 [image: \left(\frac{\partial z}{\partial x},\frac{\partial z}{\partial y}\right)=(2x,2y)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]

接下来，我们逐步进行计算。

① 初始设定

随便给出初始位置 [image: (x_i,y_i)(i=0)] 与学习率 [image: \eta]。

[image: ]

② 计算位移向量

对于当前位置 [image: (x_i,y_i)]，算出梯度式 (1)，然后根据梯度下降法的基本式（2-10 节式 (5)），求位移向量 [image: \Delta x=(\Delta x_i,\Delta y_i)]。根据式 (1)，可得

[image: (\Delta x_i,\Delta y_i)=-\eta(2x_i,2y_i)=(-\eta\cdot2x_i,~-\eta\cdot2y_i)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]

[image: ]

③ 更新位置

根据梯度下降法，由下式求出从当前位置 [image: (x_i,y_i)] 移动到的点 [image: (x_{i+1},y_{i+1})]。

[image: (x_{i+1},y_{i+1})=(x_i,y_i)+(\Delta x_i,\Delta y_i)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(3)]

[image: ]


备注　单变量函数的梯度下降法

梯度下降法也可以用于单变量函数，只要将 2-10 节的式 (7) 解释为一维向量[image: (n=1)]的情况就可以了。也就是说，将偏导数替换为导数，将得到的下式作为梯度下降法的基本式。

[image: \Delta x=-\eta f'(x)]　（[image: \eta] 为正的微小常数）



④ 反复执行② ～ ③的操作

下图是反复执行② ～ ③的操作 30 次后得出的坐标 [image: (x_{30},y_{30})] 的值。这与 2 - 7 节的例 5的正解 [image: (x,y)=(0,0)] 一致。

[image: ]


备注　[image: \boldsymbol{\eta}] 与步长

我们在 2-10 节提到可以将 [image: \eta] 看作步长，实际上这并不正确，正确的说法是 2-10 节的式(5)（或者更一般的式(7)）的右边整个向量的大小为步长。不过，虽然人的步长大体上是固定的，但梯度下降法的“步长”是不均匀的。因为梯度在不同的位置大小不同。因此，在应用数学的数值计算中，有时会将式 (5) 进行如下变形。

[image: (\Delta x,\Delta y)=-\eta\left(\frac{\partial f(x,y)}{\partial x},\frac{\partial f(x,y)}{\partial y}\right)\Biggl/\sqrt{\left(\frac{\partial f(x,y)}{\partial x}\right)^2+\left(\frac{\partial f(x,y)}{\partial y}\right)^2} ]

这样一来，梯度被修正为单位向量，我们也就可以将 [image: \eta] 看作步长了。



2-12 最优化问题和回归分析

在为了分析数据而建立数学模型时，通常模型是由参数确定的。在数学世界中，最优化问题就是如何确定这些参数。

从数学上来说，确定神经网络的参数是一个最优化问题，具体就是对神经网络的参数（即权重和偏置）进行拟合，使得神经网络的输出与实际数据相吻合。

为了理解最优化问题，最浅显的例子就是回归分析。下面我们就利用简单的回归分析问题来考察最优化问题的结构。

什么是回归分析

由多个变量组成的数据中，着眼于其中一个特定的变量，用其余的变量来解释这个特定的变量，这样的方法称为回归分析。回归分析的种类有很多。为了理解它的思想，我们来考察一下最简单的一元线性回归分析。

一元线性回归分析是以两个变量组成的数据为考察对象的。下图给出了两个变量 [image: x]、[image: y] 的数据以及它们的散点图。




	名称

	x

	y






	1

	x1

	y1




	2

	x2

	y2




	3

	x3

	y3




	…

	…

	…




	n

	xn

	yn






[image: ]

一元线性回归分析是用一条直线近似地表示右图所示的散点图上的点列，通过该直线的方程来考察两个变量之间的关系。

这条近似地表示点列的直线称为回归直线。

[image: ]

这条回归直线用一次关系式表示如下：

[image: y=px+q]　（[image: p]、[image: q] 为常数）　　　　　　　　　　(1)

这个式子称为回归方程。

[image: x]、[image: y] 是为了将构成数据的各个值代入而设定的变量，右边的 [image: x] 称为自变量，左边的 [image: y] 称为因变量。常数 [image: p]、[image: q] 是这个回归分析模型的参数，由给出的数据来决定。

注：[image: p] 称为回归系数，[image: q] 称为截距。

通过具体例子来理解回归分析的逻辑

下面让我们通过具体的例子来看看回归方程 (1) 是如何确定的。


例题　右表是 7 个高中三年级女学生的身高与体重数据。根据这些数据，求以体重 [image: y] 为因变量、身高 [image: x] 为自变量的回归方程 [image: y=px+q] （[image: p]、[image: q] 为常数）。




	编号

	身高 [image: \boldsymbol{x}]

	体重 [image: \boldsymbol{y}]






	1

	153.3

	45.5




	2

	164.9

	56.0




	3

	168.1

	55.0




	4

	151.5

	52.8




	5

	157.8

	55.6




	6

	156.7

	50.8




	7

	161.1

	56.4






7 个学生的身高与体重数据。



解　设所求的回归方程如下所示。

[image: y=px+q]　（[image: p]、[image: q] 为常数）　　　　　　　　　　(2)

将第 [image: k] 个学生的身高记为 [image: x_k]，体重记为 [image: y_k]，可以求得第 [image: k] 个学生的回归分析预测的值（称为预测值），如下所示。

[image: px_k+q\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(3)]

我们将这些预测值加以汇总，如下表所示。




	编号

	身高 [image: \boldsymbol{x}]

	体重 [image: \boldsymbol{y}]

	预测值 [image: \boldsymbol{px+q}]






	1

	153.3

	45.5

	[image: 153.3p+q]




	2

	164.9

	56.0

	[image: 164.9p+q]




	3

	168.1

	55.0

	[image: 168.1p+q]




	4

	151.5

	52.8

	[image: 151.5p+q]




	5

	157.8

	55.6

	[image: 157.8p+q]




	6

	156.7

	50.8

	[image: 156.7p+q]




	7

	161.1

	56.4

	[image: 161.1p+q]






[image: \boldsymbol{y}] 的实测值和预测值。在考虑数学上的最优化问题时，理解实测值和预测值的差异是十分重要的。

如下算出实际的体重 [image: y_k] 与预测值的误差 [image: e_k]。

[image: e_k=y_k-(px_k+q)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(4)]

[image: ]

这些 [image: e_k] 的值既可以为正也可以为负。接下来我们来考虑下面的值 [image: C_k]，这个值称为平方误差。

[image: C_k=\frac{1}{2}(e_k)^2=\frac{1}{2}{y_k=(px_k+q)\}^2\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(5)]

注：系数 [image: \frac{1}{2} ] 是为了方便进行之后的处理，这个值对结论没有影响。

遍历全体数据，将它们的平方误差加起来，假设得到的值为 [image: C_{{\rm T}}]。

[image: C_{{\rm T}}=C_1+C_2+\cdots+C_7]

根据之前的表以及式 (5)，用 [image: p]、[image: q] 的式子表示误差总和 [image: C_{{\rm T}}]，如下所示。

[image: \begin{aligned}C_{{\rm T}}=&\frac{1}{2}{45.5-(153.3p+q)\}^2+\frac{1}{2}\{56.0-(164.9p+q)\}^2\\&+\cdots+\frac{1}{2}\{50.8-(156.7p+q)\}^2-\frac{1}{2}\{56.4-(161.1p+q)\}^2\end{aligned}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(6)]

我们的目标是确定常数 [image: p]、[image: q] 的值。回归分析认为，[image: p]、[image: q] 是使误差总和式 (6) 最小的解。知道这个解的思路后，后面就简单了。我们利用以下的最小值条件即可（2-7 节）。

[image: \frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial p}=0,~\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial q}=0\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(7)]

[image: ]

我们来实际计算一下式 (6)。根据偏导数的链式法则（2-8 节），可得

[image: \begin{aligned}\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial p}&=-153.3{45.5-(153.3p+q)\}-164.9\{56.0-(164.9p+q)\}-\\&~~~~\cdots-156.7\{50.8-(156.7p+q)\}-161.1\{56.4-(161.1p+q)\}=0\\\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial q}&=-\{45.4-(153.3p+q)\}-\{56.0-(164.9p+q)\}-\\&~~~~\cdots\{50.8-(156.7p+q)\}-\{56.4-(161.1p+q)\}=0\end{aligned}]

整理后得到下式。

[image: 1113.4p+7q=372.1,~~177~312p+1113.4q=59~274]

解这个联立方程，可得

[image: p=0.41,~q=-12.06]

从而求得目标回归方程 (2)，如下所示。

[image: y=0.41x-12.06]

注：这时 [image: C_{{\rm T}}=27.86]。

[image: ]

以上就是一元线性回归分析中使用的回归直线的确定方法。这里的重点是最优化问题的求解思路。这里所考察的最优化方法在后面的神经网络的计算中也可以直接使用。

代价函数

在最优化方面，误差总和 [image: C_{{\rm T}}] 可以称为“误差函数”“损失函数”“代价函数”等。本书采用代价函数（cost function）这个名称。

注：之所以不使用误差函数（error function）、损失函数（lost function）的叫法，是因为它们的首字母容易与神经网络中用到的熵（entropy）、层（layer）的首字母混淆。

此外，除了这里所考察的平方误差的总和 [image: C_{{\rm T}}] 之外，根据不同的思路，代价函数还存在其他多种形式。利用平方误差的总和 [image: C_{{\rm T}}] 进行最优化的方法称为最小二乘法。本书中我们只考虑将平方误差的总和 [image: C_{{\rm T}}] 作为代价函数。


问题　如右表所示，已知 3 名学生的数学成绩和理科成绩。根据这些数据，求以理科成绩 [image: y] 为因变量、数学成绩 [image: x] 为自变量的线性回归方程。

解　请参考 3-4 节。




	编号

	数学成绩 [image: \boldsymbol{x}]

	理科成绩 [image: \boldsymbol{y}]






	1

	7

	8




	2

	5

	4




	3

	9

	8








模型参数的个数

我们再来看看之前的例题。模型有 2 个参数 [image: p]、[image: q]，而已知的条件（数据的规模）有 7 个。也就是说，模型的参数的个数（2 个）小于条件的个数（7 个）。反过来说，回归方程是根据大量的条件所得到的折中结果。这里所说的“折中”是指，理想中应该取值 0 的代价函数式 (6) 只能取最小值。因此，模型与数据的误差 [image: C_{{\rm T}}] 不为 0 也无须担心。不过，只要误差接近 0，就可以说这是合乎数据的模型。

此外，模型的参数个数大于数据规模时又如何呢？当然，这时参数就不确定了。因此，要确定模型，就必须准备好规模大于参数个数的数据。


备注　常数和变量

在回归方程 (1) 中，[image: x]、[image: y] 分别称为自变量、因变量，[image: p]、[image: q] 为常数。不过，在代价函数式(6) 中，[image: p]、[image: q] 是被作为变量来处理的。正因为这样，我们才能考虑式 (6) 的导数。

像这样，根据不同的角度，常数、变量是变幻不定的。从数据的角度来看，回归方程的 [image: x]、[image: y] 为变量，从代价函数的角度来看，[image: p]、[image: q] 为变量。






第 3 章　神经网络的最优化

第 1 章我们考察了什么是神经网络以及它的设计思想。本章我们来考察在数学上是怎样确定神经网络的。

3-1 神经网络的参数和变量

第 1 章我们考察了神经网络的思想和工作原理。不过，要在数学上实际地确定其权重和偏置，必须将神经网络的思想用具体的式子表示出来。作为准备，本节我们来弄清权重与偏置的变量名的标记方法。

参数和变量

从数学上看，神经网络是一种用于数据分析的模型，这个模型是由权重和偏置确定的（1-4 节）。像权重和偏置这种确定数学模型的常数称为模型的参数。

除了参数以外，数据分析的模型还需要值根据数据而变化的变量，但是参数和变量都用拉丁字母或希腊字母标记，这会引起混乱。而区分用于代入数据值的变量和用于确定模型的参数，对于逻辑的理解是不可或缺的。让我们通过以下例子来看一下。

例 1　在一元线性回归分析模型中，截距和回归系数是模型的参数，自变量和因变量是代入数据值的变量（2-12 节）。

[image: ]

例 2　在神经网络中，当输入为 [image: x_1]、[image: x_2]、[image: x_3] 时，神经单元将它们如下整合为加权输入 [image: z]，通过激活函数 [image: a(z)] 来处理（1-3 节）。

[image: z_1=w_1x_1+w_2x_2+w_3x_3+b]　（[image: w_1]、[image: w_2]、[image: w_3] 为权重，[image: b] 为偏置）

[image: a_1,a(z_1)]

[image: ]

此时，权重 [image: w_1]、[image: w_2]、[image: w_3] 与偏置 [image: b] 为参数，输入 [image: x_1]、[image: x_2]、[image: x_3]、加权输入 [image: z_1]、神经单元的输出 [image: a_1] 为变量，变量的值根据学习数据的学习实例而变化。

神经网络中用到的参数和变量数量庞大

在实际进行神经网络的计算时，往往会被数量庞大的参数和变量所困扰。构成神经网络的神经单元的数量非常大，相应地表示偏置、权重、输入、输出的变量的数目也变得非常庞大。因此，参数和变量的表示需要统一标准。本节我们就来进行这一工作。

注：到目前为止的表示方法都没有考虑统一性。

神经网络领域现在还处于发展的早期阶段，还没有确立标准的表示方法。下面我们将介绍一下多数文献中采用的表示方法，并将其应用在本书中。

神经网络中用到的变量名和参数名

本书主要考察阶层型神经网络（1-4 节）。这个网络按层区分神经单元，通过这些神经单元处理信号，并从输出层得到结果。

下面我们就来确认一下这个神经网络中的变量和参数的表示方法。

首先，我们对层进行编号，如下图所示，最左边的输入层为层 1，隐藏层（中间层）为层 2、层 3……最右边的输出层为层 [image: l]（这里的 [image: l] 指 last 的首字母，表示层的总数）。

[image: ]

进行以上准备后，我们将如下表所示来表示变量和参数。




	符号

	含义






	[image: x_i]

	表示输入层（层 1）的第 [image: i] 个神经单元的输入的变量。由于输入层的神经单元的输入和输出为同一值，所以也是表示输出的变量。此外，这个变量名也作为神经单元的名称使用




	[image: w^l_{ji}]

	从层 [image: l-1] 的第 [image: i] 个神经单元指向层 [image: l] 的第 [image: j] 个神经单元的箭头的权重。请注意 [image: i] 和 [image: j] 的顺序。这是神经网络的参数




	[image: z^l_j]

	表示层 [image: l] 的第 [image: j] 个神经单元的加权输入的变量




	[image: b^l_j]

	层 [image: l] 的第 [image: j] 个神经单元的偏置。这是神经网络的参数




	[image: a^l_j]

	层 [image: l] 的第 [image: j] 个神经单元的输出变量。此外，这个变量名也作为神经单元的名称使用






表格中各符号的含义如下图所示。

[image: ]

下面让我们利用第 1 章考察过的例题来确认一下上表中的变量名和参数名的含义。


例题　建立一个神经网络，用来识别通过 4×3 像素的图像读取的手写数字 0 和 1，其中像素是单色二值。



注：这是 1-4 节考察过的例题。下图是解答示例。

解

[image: ]

输入层相关的变量名

输入层为神经网络的数据入口，如果表示输入层的输入的变量名依次为 [image: x_1,x_2,\cdots]，由于输入层中神经单元的输入和输出为同一值，那么它们也是输出的变量名。本书中神经单元的名称也使用输入变量名 [image: x_1,x_2,\cdots]来表示。

[image: ]

隐藏层、输出层相关的参数名与变量名

这里我们截取神经网络的一部分，并按照前面表格中的约定标注变量名和参数名，如下图所示。

[image: ]

下表列举了图中几个符号的具体含义。




	符号示例

	符号示例的含义






	[image: b^2_1]

	层 2（隐藏层）的第 1 个神经单元的偏置




	[image: b^3_1]

	层 3（输出层）的第 1 个神经单元的偏置




	[image: w^2_{12} ]

	从层 1 的第 2 个神经单元指向层 2 的第 1 个神经单元的箭头的权重，也就是层 2（隐藏层）的第 1 个神经单元分配给层 1（输入层）的第 2 个神经单元的输出 [image: x_2] 的权重




	[image: w^3_{12} ]

	从层 2 的第 2 个神经单元指向层 3 的第 1 个神经单元的箭头的权重，也就是层 3（输出层）的第 1 个神经单元分配给层 2（隐藏层）的第 2 个神经单元的输出 [image: a^2_2] 的权重






例 3　右图为前面出现过的神经网络的一部分。[image: x_3] 为输入层（层 1）的第 3 个神经单元的输入和输出。从这个神经单元指向隐藏层（层 2）的第 2 个神经单元的箭头的权重为 [image: w^2_{23} ]。此外，隐藏层的第 2 个神经单元的输出为 [image: a^2_2] ，偏置为 [image: b^2_2] 。

[image: ]


问题　下图为前面出现过的神经网络的一部分。请说明图中 [image: a^2_3]、[image: w^3_{23} ]、[image: a^3_2]、[image: b^3_2] 的含义。

[image: ]

解　[image: a^2_3] 为隐藏层（层 2）的第 3 个神经单元的输出。从这个神经单元指向输出层（层 3）的第 2 个神经单元的箭头的权重为 [image: w^3_{23} ]。此外，输出层的第 2 个神经单元的输出为 [image: a^3_2]，偏置为 [image: b^3_2]。



变量值的表示方法

在前面讲解变量名的表格中，[image: x_i]、[image: z^l_j]、[image: a^l_j]为变量，它们的值根据学习数据的学习实例而变化。通过例题来说明的话，若具体地给出了学习数据的一个图像，则 [image: x_i]、[image: z^l_j]、[image: a^l_j]就变成了数值，而不是变量。

例 4　在例题中，假设给出了下面的图像作为学习实例。在将这个图像输入到神经网络中时，求隐藏层（层 2）的第 1 个神经单元的加权输入 [image: z^2_1] 的值。

[image: ]

根据前面的变量名的一般约定，加权输入 [image: z^2_1] 可以如下表示。

[image: z^2_1=w^2_{11}x_1+w^2_{12}x_2+w^2_{13}x_3+\cdots+w^2_{1~12}x_{12}+b^2_1\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]

由于读取图像后，输入层的 [image: x_1,x_2,\cdots,x_{12} ] 的值就确定了，所以加权输入 [image: z^2_1] 的值可以像下面这样确定。

[image: ]

这样一来，加权输入 [image: z^2_1] 的具体值就可以通过式 (2) 给出。这就是例 4的解答。

注：权重（[image: w^2_{11} ] 等）和偏置 [image: b^2_1] 为参数，它们都是常数。在不清楚变量和常数的关系时，请参考 2-12 节的回归分析的相关内容（参考本节末尾的备注）。

从例 4中可以知道，我们需要区分变量 [image: x_i]、[image: z^l_j]、[image: a^l_j]的符号与它们的值的符号。在后面计算代价函数时，这一点非常重要。在给定学习数据的第 [image: k] 个学习实例时，各个变量的值可以如下表示。


[image: ]



注：这种表示方法是以 C 语言等编程语言的数组变量的表示方法为依据的。

例 5　在例 4中，假设输入图像为学习数据的第 7 张图像。这时，根据 (3) 的约定，输入层的变量的值以及加权输入 [image: z^2_1] 的值可以如下表示。

[image: \begin{aligned}&x_1[7]=1,~x_2[7]=1,~x_3[7]=0,~x_4[7]=0,~x_5[7]=1,~x_6[7]=0,\\&x_7[7]=0,~x_8[7]=1,~x_9[7]=0,~x_{10}[7]=0,~x_{11}[7]=1,~x_{12}[7]=,~0\\&z^2_1[7]=w^2_{11}+w^2_{12}+w^2_{15}+w^2_{18}+w^2_{1~11}+b^2_1\end{aligned}]

以上为例 5的解答。它们的关系如下图所示。

[image: ]

例 6　在例题中，输出层（层 3）的第 [image: j] 个神经单元的加权输入为 [image: z^3_j] ，输出变量为 [image: a^3_j] ，在将学习数据的第 1 张图像作为图像实例输入时，输出层（层 3）的第 [image: j] 个神经单元的加权输入的值为 [image: z^3_j[1]]，输出值为 [image: a^3_j[1]]，如下图所示。

[image: ]

本书中使用的神经单元符号和变量名

到目前为止，本书中的示意图都是将参数和变量写在一个神经单元的周围，这就导致图看起来非常吃力。因此，之后我们将根据情况使用如下所示的标有参数和变量的神经单元示意图。

[image: ]

利用这种整合了参数和变量的示意图，就可以简洁地表示两个神经单元的关系，如下所示。

[image: ]


备注　回归分析中的变量与变量值的关系

在 2-12 节的回归分析中，回归方程如下所示。

[image: y=px+q]　（（[image: p]、[image: q] 为常数）　　　　　　　　　　(4)

其中，[image: p] 为回归系数，[image: q] 为截距。另外，[image: x] 为自变量，[image: y] 为因变量，用于代入数据。

在 2-12 节介绍的回归分析中，如右表所示，[image: x]、[image: y] 的变量值标记为[image: x_k]、[image: y_k]。[image: k] 表示数据的第 [image: k] 个元素。例如，第 1 个元素表示为 [image: x_1]、[image: y_1]。

在神经网络中，第 [image: k] 个变量值不能像回归分析那样用下标形式表示，这是因为下标太多了。实际上，若对输入变量 [image: x_j]、加权输入变量 [image: z^l_j]、输出变量 [image: a^l_j] 以下标形式附加“第 [image: k] 张图像”这样的信息，看起来会非常吃力。




	数据名

	[image: \boldsymbol{x}]

	[image: \boldsymbol{y}]






	1

	[image: x_1]

	[image: y_1]




	[image: \vdots]

	[image: \vdots]

	[image: \vdots]




	[image: k]

	[image: x_k]

	[image: y_k]




	[image: \vdots]

	[image: \vdots]

	[image: \vdots]




	[image: n]

	[image: x_n]

	[image: y_n]








3-2 神经网络的变量的关系式

要确定神经网络，就必须在数学上确定其权重和偏置，为此需要用具体的式子来表示神经单元的变量的关系。我们利用上一节的约定来实际尝试一下。

与上一节一样，我们通过第 1 章考察过的如下例题来展开讨论。


例题　建立一个神经网络，用来识别通过 4×3 像素的图像读取的手写数字 0 和 1，其中像素是单色二值。



变量和参数根据 3-1 节的约定来命名。

[image: ]

输入层的关系式

输入层（层 1）神经网络的信息入口。这个层的第 [image: i] 个神经单元的输入与输出为同一值 [image: x_i(i=1,2,\cdots,12)]。

下面，我们将变量名 [image: a^l_j] 的约定（3-1 节）推广并应用到输入层。将 [image: a^l_j] 定义为层 [image: l] 的第 [image: j] 个神经单元的输出值，由于输入层为层 1（即 [image: l=1]），所以前面的 [image: x_i] 可以如下表示。

[image: x_i=a^1_i]

这个表示方法在后面的误差反向传播法中会用到。

隐藏层的关系式

我们来写出例题中的隐藏层（层 2）相关的变量、参数之间的关系式。以 [image: a(z)] 作为激活函数，根据 1-4 节，变量和参数的关系可以表示为如下式子。

[image: \left.\begin{aligned}&z^2_1=w^2_{11}x_1+w^2_{12}x_2+w^2_{13}x_3+\cdots+w^2_{1~12}x_{12}+b^2_1\\&z^2_2=w^2_{21}x_1+w^2_{22}x_2+w^2_{23}x_3+\cdots+w^2_{2~12}x_{12}+b^2_2\\&z^2_3=w^2_{31}x_1+w^2_{32}x_2+w^2_{33}x_3+\cdots+w^2_{3~12}x_{12}+b^2_3\\&a^2_1=a(z^2_1),~a^2_2=a(z^2_2),~a^2_3=a(z^2_3)\end{aligned}\right\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]

[image: ]

输出层的关系式

下面我们来写出例题中的输出层（层 3）相关的变量、参数之间的关系。与式 (1) 一样，如下所示。

[image: \left.\begin{aligned}&z^3_1=w^3_{11}a^2_1+w^3_{12}a^2_2+w^3_{13}a^2_3+b^3_1\\ &z^3_2=w^3_{21}a^2_1+w^3_{22}a^2_2+w^3_{23}a^2_3+b^3_2\\ &a^3_1=a(z^3_1),~a^3_2=a(z^3_2)\end{aligned}\right\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]

[image: ]

从以上的式 (1)、式 (2) 可以知道，在理解关系式时要常常回想起神经网络，这一点十分重要。否则，这些关系式看起来就像是蚂蚁的队列，无法看出其深意。


备注　神经网络的变量的矩阵表示

如果将式 (1)、式 (2) 用矩阵（2 - 5 节）来表示的话，就很容易看清式子的整体关系。下面我们就试着将式 (1)、式 (2) 用矩阵来表示。

[image: \begin{pmatrix}z^2_1\\z^2_2\\z^2_3\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}w^2_{11}&w^2_{12}&w^2_{13}&\cdots&w^2_{1~12}\\w^2_{21}&w^2_{22}&w^2_{23}&\cdots&w^2_{2~12}\\w^2_{31}&w^2_{32}&w^2_{33}&\cdots&w^2_{3~12}\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}x_1\\x_2\\x_3\\\cdots\\x_{12}\end{pmatrix}+\begin{pmatrix}b^2_1\\b^2_2\\b^2_3\end{pmatrix}]

[image: \begin{pmatrix}z^3_1\\z^3_2\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}w^3_{11}&w^2_{12}&w^3_{13}\\w^3_{21}&w^3_{22}&w^3_{23}\end{pmatrix}\begin{pmatrix}a^2_1\\a^2_2\\a^2_3\end{pmatrix}+\begin{pmatrix}b^3_1\\b^3_2\end{pmatrix}]

计算机编程语言中都会有矩阵计算工具，所以将关系式变形为矩阵形式会有助于编程。另外，用矩阵表示关系式，还具有容易推广到一般情形的好处，因为式子的全部关系变得很清楚。



3-3 学习数据和正解

在神经网络进行学习时，为了估计神经网络算出的预测值是否恰当，需要与正解进行对照。本节我们就来考察正解的表示方法。

回归分析的学习数据和正解

利用事先提供的数据（学习数据）来确定权重和偏置，这在神经网络中称为学习（1-7 节）。学习的逻辑非常简单，使得神经网络算出的预测值与学习数据的正解的总体误差达到最小即可。

不过，第一次听到“预测值”“正解”时，可能难以想象它们的关系，这种情况下可以利用回归分析。下面我们来考察一下下面的例 1。


例 1　如右表所示，已知 3 名学生的数学成绩和理科成绩。以数学成绩为自变量，求用于分析这些数据的线性回归方程。




	编号

	数学成绩 [image: \boldsymbol{x}]

	理科成绩 [image: \boldsymbol{y}]






	1

	7

	8




	2

	5

	4




	3

	9

	8








注：这个问题的解答请参考下一节。此外，关于回归分析的内容请参考 2-12 节。

解　回归分析的学习数据是例 1的表中的全部数据。数学成绩和理科成绩分别用 [image: x]、[image: y] 表示，线性回归方程如下所示。

[image: y=px+q]　（[image: p]、[image: q] 为常数）　　　　　　　　　　(1)

我们以第 1 个学生为例来考察。这个学生的数学成绩为 7 分，利用式 (1) 对理科成绩进行预测，如下所示。

[image: 7p+q]

这就是第 1 个学生的理科成绩的预测值。因为这个学生的实际理科成绩为 8 分，所以这个 8 分就是预测值对应的正解。

一般地，将第 [image: k] 个学生的数学成绩和理科成绩分别表示为 [image: x_k]、[image: y_k]（[image: k=1,2,3]），则 [image: px_k+q] 为预测值，[image: y_k] 为正解，二者的关系如下图所示。

[image: ]

神经网络的学习数据和正解

在回归分析的情况下，如上所示，由于全部数据都整合在表格里，所以预测值和正解的关系很容易理解。而在神经网络的情况下，则通常无法将预测值和正解整合在一张表里。

例如，我们来考虑下面的例 2，该例题在前两节也出现过。


例 2　建立一个神经网络，用来识别通过 4×3 像素的图像读取的手写数字 0 和 1，其中像素是单色二值。



解　这里以下面的 3 张图像作为学习实例。我们可以判断出数字依次是 0、1、0，但刚刚建立好的神经网络则无法做出判断。

[image: ]

因此，需要将图像的含义，也就是正解教给神经网络，如下所示。

[image: ]

那么，如何将这些正解教给神经网络呢？这个问题不像前面的回归分析的例子那样简单，需要想点办法来解决。

正解的表示

神经网络的预测值用输出层神经单元的输出变量来表示。以例 2的神经网络为例，它的输出层的神经单元如下图所示（3-1 节、3-2 节）。

[image: ]

我们希望输出层的第 1 个神经单元 [image: a^3_1] 对手写数字 0 产生较强反应，第 2 个神经单元 [image: a^3_2] 对手写数字 1 产生较强反应（1-4 节）。使用 Sigmoid 函数作为激活函数时，预测的值如下表所示。

[image: ]

如上表所示，输出变量有 2 个，分别为 [image: a^3_1]、[image: a^3_2]。而例 2的正解只有 1 个，为 0 或 1。那么如何将 1 个正解和 2 个输出变量对应起来呢？

对于这个问题，解决方法是准备 2 个变量 [image: t_1]、[image: t_2] 作为正解变量，分别对应输出层的 2 个神经单元。

[image: ]

对照输出层神经单元的输出变量 [image: a^3_1] 、[image: a^3_2]　定义变量 [image: t_1]、[image: t_2]，如下所示。




	

	含义

	图像为 0

	图像为 1






	[image: t_1]

	0 的正解变量

	1

	0




	[image: t_2]

	1 的正解变量

	0

	1






下图所示为 2 个图像实例的各变量值。

[image: ]

以上就是神经网络的正解的表示方法。通过这样的方式来定义正解，就可以像下面这样表示神经网络算出的预测值和正解的平方误差（2-12 节）。

[image: \frac{1}{2}{(t_1-a^3_1)+(t_2-a^3_2)^2\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]

其中，系数 [image: \frac{1}{2} ] 是为了方便后面的计算。


备注　交叉熵

本书使用上述式 (2) 的平方误差作为实际数据和理论值的误差指标。虽然这个指标容易理解，但由于存在计算收敛时间长的情况，所以也有难点。为了克服这个缺陷，人们提出了各种各样的误差指标，其中特别有名的一个指标就是交叉熵。

交叉熵将上述误差函数 (2) 替换为下式。

[image: -\frac{1}{b}[{t_1\log a_1+(1-t_1)\log(1-a_1)\}+\{t_2\log a_2+(1-t_2)\log(1-a_2)\}]] 

上式中，[image: n] 为数据的规模。利用这个交叉熵和 Sigmoid 函数，可以消除 Sigmoid 函数的冗长性，提高梯度下降法的计算速度。

此外，交叉熵来源于信息论中熵的思想。



3-4 神经网络的代价函数

向神经网络提供学习数据，并确定符合学习数据的权重和偏置，这个过程称为学习。这在数学上一般称为最优化，最优化的目标函数是代价函数。本节我们就来看一下代价函数的相关内容。

表示模型准确度的代价函数

用于数据分析的数学模型是由参数确定的。在神经网络中，权重和偏置就是这样的参数。通过调整这些参数，使模型的输出符合实际的数据（在神经网络中就是学习数据），从而确定数学模型，这个过程在数学上称为最优化（2-12 节），在神经网络的世界中则称为学习（1-7 节）。

不过，参数是怎样确定的呢？其原理非常简单，具体方法就是，对于全部数据，使得从数学模型得出的理论值（本书中称为预测值）与实际值的误差达到最小。

[image: ]

在数学中，用模型参数表示的总体误差的函数称为代价函数，此外也可以称为损失函数、目的函数、误差函数等。如前所述（2-12 节），本书采用“代价函数”这个名称。

回归分析的回顾

我们可以使用 2-12 节考察的回归分析来理解最优化的含义和代价函数。这里我们通过下面的例 1来回顾一下回归分析。


例 1　如右表所示，已知3 名学生的数学成绩和理科成绩。根据这些数据，求以数学成绩为自变量的线性回归方程。




	编号

	数学成绩 [image: \boldsymbol{x}]

	理科成绩 [image: \boldsymbol{y}]






	1

	7

	8




	2

	5

	4




	3

	9

	8








注：这个例 1在 2-12 节作为问题出现过。此外，在上一节也提到过。

解　数学成绩和理科成绩分别记为 [image: x]、[image: y]，则线性回归方程如下所示。

[image: y=px+q]　（[image: p]、[image: q] 为常数）

第 [image: k] 个学生的数学和理科成绩分别记为 [image: x_k]、[image: y_k]。于是，这名学生的实际理科成绩 [image: y_k] 与从回归分析得到的理科成绩的预测值 [image: px_k+q] 的误差 [image: e_k] 可以如下表示（[image: k=1,2,3]）。

[image: e_k=y_k-(px_k+q)]　（[image: p]、[image: q] 为常数）　　　　　　　　　　(1)

以上关系可以通过下表具体地表示出来。




	编号

	数学成绩 [image: \boldsymbol{x}]

	理科成绩 [image: \boldsymbol{y}]

	预测值

	误差 [image: \boldsymbol{e}]






	1

	7

	8

	[image: 7p+q]

	[image: 8-(7P+q)]




	2

	5

	4

	[image: 5p+q]

	[image: 4-(5P+q)]




	3

	9

	8

	[image: 9p+q]

	[image: 8-(9P+q)]






根据式 (1)，求得第 [image: k] 个学生的实际成绩与预测值的平方误差 [image: C_k]，如下所示。

[image: C_k=\frac{1}{2}(e_k)^2=\frac{1}{2}{y_k-(px_k+q)\}^2]　（[image: k=1]、2、3）　　　　　　　　　　(2)

注：系数 [image: \frac{1}{2} ] 是为了方便进行导数计算，这个系数的不同不会影响结论。

不过，对于如何定义全部数据的误差，有各种各样的方法，其中最标准、最简单的方法就是求平方误差的总和。利用式 (2)，平方误差的总和可以如下表示。这就是本书中的代价函数 [image: C_{{\rm T}}]（2-11 节）。

[image: \begin{aligned}C_{{\rm T}}&=C_1+C_2+C_3\\&=\frac{1}{2}{8-(7p+q)\}^2+\frac{1}{2}\{4-(5p+q)\}^2+\frac{1}{2}\{8-(9p+q)\}^2\end{aligned}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(3)]

使得 [image: C_{{\rm T}}] 达到最小的 [image: p]、[image: q] 满足下式（2-12 节）。

[image: \left.\begin{aligned}&\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial p}=-7{8-(7p+q)\}-5\{4-(5p+q)\}-9\{8-(9p+q)\}=0\\&\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial q}=-\{8-(7p+q)\}-\{4-(5p+q)\}-\{8-(9p+q)\}=0\end{aligned}\right\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(4)]

整理得

[image: 115p+21q=148]、[image: 21p+3q=20]

解这个联立方程组，可得 [image: p=1]，[image: q=-1/3]，于是回归方程为

[image: y=x-\frac{1}{3} ]

[image: ]


备注　代价函数的差异

很多函数都可以作为代价函数。如前所述（3-3 节），神经网络的世界中有名的代价函数是交叉熵。不论采用怎样的代价函数，神经网络学习的方法与本例题都是相同的。



最优化的基础：代价函数的最小化

在例 1的回归分析中，确定数学模型的参数是回归系数 [image: p] 和截距 [image: q]。它们通过将代价函数 (3) 最小化来确定。这个过程称为最优化。

相应地，确定神经网络的数学模型的参数是权重和偏置。重要的是，确定权重和偏置的数学原理与回归分析是相同的，具体来说，就是使得从神经网络得出的代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 达到最小。最优化的思想可以形象地表示为下图。

[image: ]

这里我们来对比一下例 1的回归方程与 3-2 节的例题中的神经网络（简略图），如下图所示。

[image: ]

神经网络的代价函数

接下来需要求出神经网络的代价函数的具体式子。为了详细地展开讨论，我们来考虑前面出现过的下述例 2。


例 2　已知一个用于识别通过 4×3 像素的图像读取的手写数字 0、1 的神经网络（下图），求它的代价函数 [image: C_{{\rm T}}]。学习数据为 64 张图像，像素为单色二值。此外，学习数据的实例收录在附录 A 中。



解　例 2的解答示例的神经网络如下图所示。

[image: ]

具体来说，神经网络算出的预测值用输出层的神经单元的输出变量 [image: a^3_1] 、[image: a^3_2] 来表示。设这些输出变量对应的正解为 [image: t_1]、[image: t_2]。于是，预测值与正解的平方误差 [image: C] 可以如下表示（3-3 节）。

[image: C=\frac{1}{2}{(t_1-a^3_1)^2+(t_2-a^3_2)^2\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(5)]

以第 [image: k] 张图像作为学习实例输入时，将平方误差 [image: C] 记为 [image: C_k]，如下所示。

[image: C_k=\frac{1}{2}{(t_1[k]-a^3_1[k])^2+(t_2[k]-a^3_2[k])^2\}~~(k=1,2,\cdots,64)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(6)]

式中的 64 来源于例 2题意中的图像数目。此外，关于 [image: t_1[k]]、[image: t_2[k]]、[image: a^3_1[k]]、[image: a^3_2[k]] 的表示方法，请参考 3-1 节。

注：式 (5)、式 (6) 的系数 [image: \frac{1}{2} ] 在不同的文献中会有所差异，但最优化的结果是相同的。

式 (6) 的含义如下所示。

[image: ]

对于全部学习数据，将式 (6) 加起来，就得到代价函数 [image: C_{{\rm T}}]。

[image: C_{{\rm T}}+C_1+C_2+\cdots+C_{64}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(7)]

式 (7) 的含义如下所示。

[image: ]

此外，无法用权重和偏置的具体的式子来表示式 (7)。

以上就是代价函数的求法的全部内容。剩下的工作就是确定使得代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 达到最小的参数（权重和偏置）。因为确定参数的方法需要较长篇幅来讲述，所以我们到下一章再详细讨论这个话题。

注：例 2的解答式 (7) 相当于前面回归分析的例 1的式 (3)。

参数的个数和数据的规模

下面我们来考察一下确定例 2的神经网络的模型的参数个数，并汇总在下表中。

	层	含义	个数	注
	隐藏层	权重	12×3	隐藏层的神经单元的个数为 3 个，输入层的 12 个神经单元都有箭头指向隐藏层的各个神经单元
	偏置	3	隐藏层的神经单元的个数为 3 个
	输出层	权重	3×2	输出层的神经单元的个数为 2 个，隐藏层的 3 个神经单元都有箭头指向输出层的各个神经单元
	偏置	2	输出层的神经单元的个数为 2 个



根据上表，可以求得参数的总数，如下所示。

参数的总数 = （12×3 + 3） + （3×2 + 2） = 47

我们在 2-12 节考察过，如果数据的规模（即构成数据的元素个数）小于确定数学模型的参数个数的话，就无法确定模型。因此在例 2中，学习用的图像至少需要 47 张。

神经网络和回归分析的差异

虽然神经网络和回归分析确定模型的原理相同，但是它们也存在以下差异。

(i) 相比回归分析中使用的模型的参数，神经网络中使用的参数的数目十分巨大。

(ii) 线性回归分析中使用的函数为一次式，而神经网络中使用的函数（激活函数）不是一次式。因此，在神经网络的情况下，代价函数变得很复杂。

差异 (i) 反映在式 (3) 和式 (7) 中。回归分析中作为代价函数的式 (3) 可以用参数的函数表示出来。而在神经网络的情况下，如式 (7) 所示，不能用参数（权重和偏置）的式子将代价函数表示出来。非要写出来的话，式子会变得无比复杂。

差异 (ii) 也反映在式 (3) 和式 (7) 中。由于式 (3) 为简单的二次式，所以可以简单地进行求导，容易求得式 (4) 的结果。然而，如果简单地对式 (7) 进行求导，计算将变得非常麻烦。而且，由于引入了激活函数的导数，所以得到的结果不会漂亮。

鉴于存在以上差异，相比回归分析，神经网络需要更强大的数学武器，其中代表性的一种方法就是误差反向传播法。我们将在下一章具体介绍。

用 Excel 将代价函数最小化

幸运的是，对于例 2这样简单的神经网络，用 Excel 等通用软件就可以直接将代价函数式 (7) 最小化。即使不知道软件用了什么数学方法也不要紧。在下一节，为了理解神经网络的最优化，也就是神经网络的学习的含义，我们将试着用 Excel 将代价函数最小化，求出权重和偏置。


备注　激活函数用单位阶跃函数会如何呢？

我们在第 1 章考察过，作为神经网络的出发点的激活函数是单位阶跃函数。然而，如果使用单位阶跃函数，本节所考察的代价函数的最小化方法就不会被发现。因此，Sigmoid 函数等可导函数成为了激活函数的主角。



3-5 用 Excel 体验神经网络

到目前为止，我们用同一个例题考察了神经网络。本节我们就用 Excel 来确认这个神经网络是实际存在并且发挥作用的。对于例题那种程度的简单神经网络，用 Excel 就可以直接确定权重和偏置。Excel 是一个便于直观地看清理论结构的优秀工具。下面我们就用 Excel 来实际体验一下神经网络。

用 Excel 求权重和偏置

真正的神经网络是不可能用 Excel 来确定其权重和偏置的。然而，如果是简单的神经网络，因为它的参数个数比较少，所以可以用 Excel 的标准插件求解器简单地执行最优化操作。为了确认目前为止考察过的内容，本节我们利用下面的例题来实际地求出神经网络的权重和偏置，并体验神经网络的行为。


例题　对于 3-1 节 ～ 3-4 节的例题中的神经网络，用 Excel 来确定它的权重和偏置。学习数据的 64 张图像实例收录在附录 A 中。



我们一步一步地进行讲解。

① 读入学习用的图像数据

为了让神经网络进行学习，学习数据当然必不可少。如下图所示，我们将学习数据读入工作表。

由于图像是单色二值的，所以我们将图像灰色部分转换为 1，白色部分转换为 0。将正解代入到变量 [image: t_1]、[image: t_2] 中，当输入图像的手写数字为 0 时 [image: (t_1,t_2)=(1,0)]，当数字为 1 时 [image: (t_1,t_2)=(0,1)]（3-3 节）。

[image: ]

我们将图像数据全部放在计算用的工作表上，如下图所示。

[image: ]

② 设置权重和偏置的初始值

下面我们来设置权重和偏置的初始值。根据设置的不同，存在求解器计算不收敛的情况，这时需要重新设置初始值。

[image: ]

③ 从第 1 张图像开始计算各个神经单元的加权输入、输出、平方误差

对于第 1 张图像，我们来计算各个神经单元的加权输入 [image: z] 的值、输出值、平方误差 [image: C]。

[image: ]

④ 对全部数据复制③中建立的函数

将处理第 1 张图像时建立的函数复制到所有图像实例，求出代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的值（3-4 节式 (7)）。

[image: ]

⑤ 利用求解器执行最优化

利用 Excel 的标准插件求解器算出代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的最小值。如下设置单元格，然后运行求解器。

[image: ]

求解器的“可变单元格”计算出的值就是最优化之后的神经网络的权重和偏置。此外，由于代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的值为 0，所以这个神经网络完全拟合了学习数据。

测试

我们来看看步骤⑤中得到的权重和偏置确定的神经网络是否正确，输入手写数字 0 和 1，看看是否能得到我们想要的解。

下图是输入右边的像素图像时所得的结果。这个神经网络判定手写数字为 0，与我们的直观感觉一致。

[image: ]


备注　Excel求解器的局限性

Excel 求解器对于少量的计算是非常方便的，然而对于神经网络的计算则远远不够，因为参数的个数被限制为 200 多个。但在神经网络的世界中，权重和偏置等的个数成千上万，Excel 无法处理这么多参数。






第 4 章　神经网络和误差反向传播法

沿着最陡的坡度下山，就能以最少的步数到达山脚。梯度下降法就是将这个原理应用在数学上的数值分析方法。为了求出梯度的方向，需要进行求导，但在神经网络的世界中，导数计算的计算量十分巨大。误差反向传播法就解决了这个难题。

4-1 梯度下降法的回顾

神经网络的参数（权重和偏置）是通过将代价函数最小化来确定的（3-4 节）。最小化的方法中最有名的就是我们在第 2 章考察过的梯度下降法。本节我们将简单地复习一下梯度下降法，并据此来确认新方法的必要性。

问题的回顾

求函数最小值的通用方法中，最有名的就是利用最小值条件。例如，要求光滑函数 [image: z=f(x,y)] 的最小值，考虑以下方程就可以了（2-7 节）。

[image: \frac{\partial f}{\partial x}=0,~\frac{\partial f}{\partial y}=0\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]

我们在回归分析中使用了这个方法（2-12 节）。

在神经网络中，代价函数相当于式 (1) 的函数 [image: f]，权重和偏置相当于变量 [image: x]、[image: y]。如前所述，权重和偏置的总数十分庞大，而且代价函数中包含了激活函数，所以求解像式 (1) 这样的方程是十分困难的。通过前面考察过的以下例题，就可以知道其难度。


例题　已知一个用于识别通过 4×3 像素的图像读取的手写数字 0、1 的神经网络，其代价函数为 [image: C_{{\rm T}}]。尝试进行求代价函数最小值的计算。学习用的图像数据为 64 张图像，像素为单色二值。



前面已经考察过，我们可以建立如下图所示的神经网络作为这个例题的解。

注：神经单元名使用的是输出变量名。

[image: ]

如下列出描述这个神经网络的关系式（3-2 节），其中激活函数为 [image: a(z)]。

[image: ]

此外，神经网络计算出的预测值与学习数据的正解的平方误差 [image: C] 如下所示（3-4 节）。

[image: C=\frac{1}{2}{(t_1-a^3_1)^2+(t_2-a^3_2)^2\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(3)]

代价函数十分复杂

将图像实例代入到式 (2)、式 (3) 中，得到代价函数 [image: C_{{\rm T}}]（3-4 节）。这个函数是本章的主角。

[image: C_{{\rm T}}=C_1+C_2+\cdots+C_{64}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(4)]

[image: C_k]是将第 [image: k] 张图像数据代入到平方误差的式 (3) 后得到的值，如下所示。

[image: C_k=\frac{1}{2}{(t_1[k]-a^3_1[k])^2+(t_2[k]-a^3_2[k])^2\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(5)]

上式中，变量附带的 [image: ] 表示从第 [image: k] 张图像实例得到的值（[image: k=1,2,3,\cdots,64]）（3-1 节）。

[image: ]

代价函数的式 (4) 由式 (5) 构成，而式 (5) 由式 (2)、式 (3) 构成。代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 是非常复杂的函数的集合体。此外，从式 (2) 可以知道，要确定的参数（权重和偏置）共有 47 个。如果想要根据式 (1) 这样的方程来确定参数的话，就需要 47 个方程，如下所示。

[image: \left.\begin{aligned}&\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial w^2_{11}}=0,~\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial w^2_{12}}=0,~\cdots,~\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial b^2_1}=0,~\cdots\\&\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial w^3_{11}}=0,~\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial w^3_{12}}=0,~\cdots,~\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial b^3_1}=0,~\cdots\end{aligned}\right\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(6)]

求解这些方程是极其困难的，于是梯度下降法应运而生。

在神经网络中应用梯度下降法

把函数图像看作斜坡，沿着坡度最陡的方向一步一步地下降，将这个想法在数学上表示出来，就是梯度下降法，如下所示（2-10 节）。


对于光滑函数 [image: f(x_1,x_2,\cdots,x_n)]，使各变量分别作微小的变化，如下所示。

[image: x_1+\Delta x_1,~x_2+\Delta x_2,~\cdots,~x_n+\Delta x_n]

当以下关系式成立时，函数 [image: f] 减小得最快。[image: \eta] 为正的微小常数。

[image: (\Delta x_1,\Delta x_2,\cdots,\Delta x_n)=-\eta\left(\frac{\partial f}{\partial x_1},\frac{\partial f}{\partial x_2},\cdots,\frac{\partial f}{\partial x_n}\right)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(7)]



此外，称 [image: \left(\frac{\partial f}{\partial x_1},\frac{\partial f}{\partial x_2},\cdots,\frac{\partial f}{\partial x_n}\right)] 为函数 [image: f] 的梯度。

我们试着将梯度下降法的基本式 (7) 应用到例题中。将 [image: C_{{\rm T}}] 作为式 (4) 给出的代价函数，式 (7) 表示为如下形式。

[image: \begin{aligned}&(\Delta w^2_{11},\cdots,\Delta w^3_{11},\cdots,\Delta b^2_1,\cdots,\Delta b^3_1,\cdots)\\&=-\eta\left(\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial w^2_{11}},\cdots,\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial w^3_{11}},\cdots,\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial b^2_1},\cdots,\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial b^3_1},\cdots\right)\end{aligned}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(8)]

[image: w^2_{11} ]、[image: b^2_1] 等表示式 (2) 中的权重和偏置。此外，正的常数 [image: \eta] 称为学习率，这些我们已经考察过了。

如果利用关系式 (8)，用计算机实实在在地进行计算的话，寻找使 [image: C_{{\rm T}}] 取得最小值的权重和偏置这个目的看起来是可以达到的。用变量的当前位置 [image: (w^2_{11},\cdots,w^3_{11},\cdots,b^2_1,\cdots,b^3_1,\cdots)] 加上式 (8) 左边求得的位移向量，得到新的位置：

[image: (w^2_{11}+\Delta w^2_{11},\cdots,w^3_{11}+\Delta w^3_{11},\cdots,b^2_1+\Delta b^2_1,\cdots,b^3_1+\Delta b^3_1,\cdots)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(9)]

将它再一次代入式 (8) 进行计算，如此反复操作就可以了（2 - 10 节）。与求解方程组 (6) 相比，这是很大的进步。

实际的计算十分困难

然而，事情并没有这么简单。由于式 (2) 中有 47 个参数（权重和偏置），所以式 (8) 表示的梯度也有 47 个分量。而且，计算这个梯度的分量是十分麻烦的。我们来试着实际地计算式 (8) 右边的梯度的其中一个分量。

例 1　计算 [image: \frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial w^2_{11}}]。

从第 [image: k] 张图像得到的输出与正解的平方误差 [image: C_k] 由式 (5) 给出（[image: k=1,2,\cdots,64]）。利用偏导数的链式法则（2-8 节），进行如下变形。

[image: \begin{aligned}\frac{\partial C_k}{\partial w^2_{11}}=&\frac{\partial C_k}{\partial a^3_1[k]}\frac{\partial a^3_1[k]}{\partial z^3_1[k]}\frac{\partial z^3_1[k]}{\partial a^2_1[k]}\frac{\partial a^2_1[k]}{\partial z^2_1[k]}\frac{\partial z^2_1[k]}{\partial w^2_{11}}\\&+\frac{\partial C_k}{\partial a^3_2[k]}\frac{\partial a^3_2[k]}{\partial z^3_2[k]}\frac{\partial z^3_2[k]}{\partial a^2_1[k]}\frac{\partial a^2_1[k]}{\partial z^2_1[k]}\frac{\partial z^2_1[k]}{\partial w^2_{11}}\end{aligned}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(10)]

[image: ]

将其代入式 (4)，得到

[image: ]

将式 (2) 代入这些导数项中进行计算，（虽然非常麻烦）就可以用权重和偏置的式子表示偏导数的结果。以上就是例 1的解答。

从例 1我们可以知道，用具体的式子来求梯度分量是一件非常困难的工作。虽然单个的计算比较简单，但是会被导数的复杂与繁多所压倒，进入所谓“导数地狱”的世界。为了解决这个问题，人们研究出了误差反向传播法。关于这个算法，我们将在下一节详细考察。

[image: ]

梯度计算：先求导再求和

通过式 (10)、式 (11) 的计算，我们了解到以下事实。

梯度分量是一个一个学习实例的简单的和。

也就是说，代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的偏导数是从各个学习实例得到的偏导数的和。这是一个非常好的性质。一般地，为了求式 (8) 中的梯度分量，可以首先求式 (3) 的平方误差 [image: C] 的偏导数，然后代入图像实例，最后对全体学习数据求和即可。逻辑上需要 64 次偏导数计算，这里仅用 1 次偏导数计算就完成了。

[image: ]

鉴于以上原因，此后的导数计算将不再标注图像编号 [image: k]（[image: k=1,2,\cdots,64]）。此外，只有在实际地计算梯度分量的值时，我们才会根据需要标注清楚。


备注　误差反向传播法的历史

误差反向传播法是 1986 年美国斯坦福大学的鲁梅尔哈特（Rumelhart）等人命名的神经网络学习方法。该方法虽然看起来很难，但内容其实十分简单，大家在读到之后的章节时就会发现这一点。



4-2　神经单元误差 [image: \boldsymbol{\delta}^l_j]

梯度下降法对于寻找多变量函数的最小值的问题是有效的。然而在神经网络的世界中，变量、参数和函数错综复杂，无法直接使用梯度下降法，于是就出现了误差反向传播法。作为应用这个方法的准备工作，本节将引入一个名为神经单元误差的变量。

引入符号 [image: \delta^l_j]

误差反向传播法的特点是将繁杂的导数计算替换为数列的递推关系式，而提供这些递推关系式的就是名为神经单元误差（error）的变量 [image: \delta^l_j]。利用平方误差 [image: C]（4-1 节），其定义如下所示。

[image: \delta^l_j=\frac{\partial C}{\partial z^l_j}~(l=2,3,\cdots)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]

注：希腊字母 [image: \boldsymbol{\delta}] 读作 delta，相当于拉丁字母 d。此外，虽然神经单元误差与 4-1 节的式 (3) 的平方误差同为误差，但它们的含义却完全不一样。

下面我们来具体地考察神经单元误差。


例题　对于 4-1 节的开头的例题中的神经网络，考察神经单元误差 [image: \delta^l_j] 与平方误差 C 关于权重、偏置的偏导数的关系。



注：本节中使用的变量和式子等的含义与 4-1 节相同。

这个例题的平方误差 [image: C] 如下所示（4-1 节式 (3)）。

[image: C=\frac{1}{2}{(t_1-a^3_1)^2+(t_2-a^3_2)^2\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]

例 1　根据定义，有 [image: \delta^2_1=\frac{\partial C}{\partial z^2_1} ]，[image: \delta^3_2=\frac{\partial C}{\partial z^3_2} ]。

我们用下图来说明例 1中变量的关系。

[image: ]

用 [image: \delta^l_j] 表示平方误差关于权重、偏置的偏导数

平方误差式 (2) 关于权重、偏置的偏导数与式 (1) 定义的 [image: \delta^l_j] 关系密切。我们通过下面的例 2、例 3来弄清楚它们的关系。

例 2　例题中，我们用 [image: \delta^l_j] 来表示 [image: \frac{\partial C}{\partial w^2_{11}}]。

根据偏导数的链式法则，可以得到下式（上图）。

[image: \frac{\partial C}{\partial w^2_{11}}=\frac{\partial C}{\partial z^2_1}\frac{\partial z^2_1}{\partial w^2_{11}}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(3)]

这里我们利用 4-1 节的式 (2) 中的以下变量关系式。

[image: z^2_1=w^2_{11}x_1+w^2_{12}x_2+\cdots+w^2_{1~12}x_{12}+b^2_1]

根据这个关系式，可得

[image: \frac{\partial z^2_1}{\partial w^2_{11}}=x_1\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(4)]

根据 [image: \delta^2_1] 的定义式 (1) 以及上述的式 (3)、式 (4)，可得

[image: \frac{\partial C}{\partial w^2_{11}}=\delta^2_1x_1\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(5)]

这就是例 2的解答。变量的关系如下图所示。

[image: ]

此外，在输入层（层 1）中，由于它的输入和输出相同，所以我们利用变量名 [image: a^l_j] 的约定（3-1 节），将输入和输出表示如下。

[image: x_1=a^1_1]

将上式与式 (4) 结合起来，式 (5) 可以如下表示。

[image: \frac{\partial C}{\partial w^2_{11}}=\delta^2_1a^1_1\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(6)]

例 3　例题中，我们用 [image: \delta^l_j] 来表示 [image: \frac{\partial C}{\partial w^3_{11}}]。

根据偏导数链式法则，可以得到下式（例 1的图）。

[image: \frac{\partial C}{\partial w^3_{11}}=\frac{\partial C}{\partial z^3_1}\frac{\partial z^3_1}{\partial w^3_{11}}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(7)]

这里我们利用 4-1 节的式 (2) 中的以下变量关系式。

[image: z^3_1=w^3_{11}a^2_1+w^3_{12}a^2_2+w^3_{13}a^2_3+b^3_1]

根据这个关系式，可得

[image: \frac{\partial z^3_1}{\partial w^3_{11}}=a^2_1\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(8)]

根据 [image: \delta^3_1] 的定义式 (1) 以及上述的式 (7)、式 (8)，可得

[image: \frac{\partial C}{\partial w^3_{11}}=\delta^3_1a^2_1\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(9)]

这就是例 3的解答。变量的关系如下图所示。

[image: ]

通过同样的计算，平方误差式 (2) 关于 [image: b^2_1]、[image: b^3_1] 的偏导数可以如下表示。

[image: \frac{\partial C}{\partial b^2_1}=\frac{\partial C}{\partial z^2_1}\frac{\partial z^2_1}{\partial b^2_1}=\delta^2_1,~\frac{\partial C}{\partial b^3_1}=\frac{\partial C}{\partial z^3_1}\frac{\partial z^3_1}{\partial b^3_1}=\delta^3_1\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(10)]

[image: ]

根据这些式 (6)、式 (9) 和式 (10)，我们可以得到如下的一般公式。


[image: \frac{\partial C}{\partial w^l_{ji}}=\delta^l_j a^{l-1}_i,~\frac{\partial C}{\partial b^l_j}=\delta^l_j~~(l=2,3,\cdots)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(11)]



这样，[image: \delta^l_j] 与平方误差 [image: C] 关于权重和偏置的偏导数就建立起了关系。


问题 1　利用链式法则，请用 [image: \delta^2_1] 来表示 [image: \frac{\partial C}{\partial w^2_{12}}]。

解　[image: \frac{\partial C}{\partial w^2_{12}}=\frac{\partial C}{\partial z^2_1}\frac{\partial z^2_1}{\partial w^2{12}}=\delta^2_1a^1_2=\delta^2_1x_2]



　


问题 2　利用链式法则，请用 [image: \delta^3_2] 来表示 [image: \frac{\partial C}{\partial w^3_{23}}]、[image: \frac{\partial C}{\partial b^3_2} ]。

解　[image: \frac{\partial C}{\partial w^3_{23}}=\frac{\partial C}{\partial z^3_2}\frac{\partial z^3_2}{\partial w^3_{23}}=\delta^3_2a^2_3,~\frac{\partial C}{\partial b^3_2}=\frac{\partial C}{\partial z^3_2}\frac{\partial z^3_2}{\partial b^3_2}=\delta^3_2]



注：推荐使用式 (11) 进行问题 1、问题 2的实际计算。

[image: \delta^l_j] 与 [image: \delta^{l+1}_i] 的关系十分重要

本节我们唐突地引入了 [image: \delta^l_j] 等符号进行计算，结果得到式 (11)。从这个式 (11)，我们了解到以下重要事实：如果神经单元误差 [image: \delta^l_j] 能求出来，那么梯度下降法的计算所必需的平方误差式 (2) 的偏导数也能求出来。因此，下面的目标就确定了，那就是计算出神经单元误差 [image: \delta^l_j] 。

[image: ]

我们将在下一节考察 [image: \delta^l_j] 的计算方法，即误差反向传播法。该方法根据 [image: \delta^l_j] 与 [image: \delta^{l+1}_i] 的关系来求 [image: \delta^l_j] 。


备注　[image: \boldsymbol{\delta^l_j}] 的含义与神经单元误差

我们来考虑一下将 [image: \delta^l_j=\partial C~/~\partial z^l_j] 称为神经单元误差的含义。从这个定义 [image: \delta^l_j] 表示神经单元的加权输入 [image: z^l_j] 给平方误差带成的变化率。如果神经网络符合数据，根据最小值条件，变化率应该为 0。换言之，如果神经网络符合数据，神经单元误差 [image: \delta^l_j] 也为 0。那就是说，可以认为 [image: \delta^l_j] 表示与符合数据的理想状态的偏差。这个偏差表示为“误差”。



4-3 神经网络和误差反向传播法

梯度下降法为寻找多变量函数的最小值提供了一种实际可行的方法，然而如 4-1 节考察的那样，在神经网络中不能直接使用梯度下降法。于是就出现了误差反向传播法（BP 法），具体来说，就是建立 4-2 节引入的神经单元误差 [image: \delta^l_j] 的递推关系式，通过这些递推关系式来回避复杂的导数计算。

通过递推关系式越过导数计算

误差反向传播法以梯度下降法为基础。我们用图来说明它的位置。

[image: ]

误差反向传播法的特点是将繁杂的导数计算替换为数列的递推关系式。关于递推关系式的内容我们在第 2 章已经考察过了，但是如果对数列不熟悉，可能依然会觉得不顺手。不过请别担心，具体地思考一下就会发现其实并不难。我们利用前面考察过的以下例题来分析其结构。


例题　已知一个用于识别通过 4×3 像素的图像读取的手写数字 0、1 的神经网络，尝试对其代价函数应用误差反向传播法。其中，学习用的数据为 64 张图像，像素为单色二值。



注：本节使用的符号和式子的含义与 4-1 节、4-2 节相同。

误差 [image: \delta^l_j] 的复习

我们在 4-2 节考察过，在误差反向传播法中，首先要定义如下变量 [image: \delta^l_j]，该变量称为第 [image: l] 层第 [image: j] 个神经单元的误差。


[image: \delta^l_j=\frac{\partial C}{\partial z^l_j}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]



如果我们能得到神经单元误差 [image: \delta^l_j] ，根据下式就可以得到作为梯度下降法基础的平方误差的偏导数（4-2 节式 (11)）。


[image: \frac{\partial C}{\partial w^l_{ij}}=\delta^l_j a^{l-1}_i,~\frac{\partial C}{\partial b^l_j}=\delta^l_j~~(l=2,3,\cdots)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]



注：如 4-2 节的式 (6) 所示，当 [image: l=2] 时，[image: a^1_i] 约定如下：[image: a^1_i=x_i]（[image: x_i] 为输入层（即层 1）的第 [image: i] 个神经单元的输入输出变量）。

计算输出层的 [image: \delta^l_j]

如果我们能得到神经单元误差 [image: \delta^l_j] ，根据式 (2) 就可以得到梯度的分量。那么，如何求 [image: \delta^l_j] 呢？这里我们利用数学中有名的数列递推关系式（2-2 节）的思想。

数列为数的序列，其第一项称为首项，最后一项称为末项。有趣的是，将式 (1) 定义的 [image: \delta^l_j] 看作数列时，可以简单地求出它的“末项”。

我们现在考虑的例题中，神经网络的层数为 3。因此，我们试着计算相当于数列 [image: {\delta^l_j\}] 末项的误差 [image: \delta^3_j] ?（[image: j=1,2]）。这就是输出层的神经单元误差。以 [image: a(z)] 为激活函数，根据链式法则，有

[image: \delta^3_j=\frac{\partial C}{\partial z^3_j}=\frac{\partial C}{\partial a^3_j}\frac{\partial a^3_j}{\partial z^3_j}=\frac{\partial C}{\partial a^3_j}a'(z^3_j)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(3)]

这里我们利用了 4-1 节的式 (2) 中的关系式。

像这样，如果给出平方误差 [image: C] 和激活函数，就可以具体地求出相当于“末项”的输出层神经单元误差 [image: \delta^3_j] 。

以 [image: L] 作为输出层的层编号，可以将式 (3) 一般化，如下所示。


[image: \delta^L_j=\frac{\partial C}{\partial a^L_j}a'(z^L_j)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(4)]



[image: ]

下面让我们试着实际地计算前面例题中的神经单元误差 [image: \delta^3_1]。

例 1　在例题中，我们来计算 [image: \delta^3_1]。

根据 4-1 节的式 (3)，平方误差 [image: C] 为

[image: C=\frac{1}{2}{(t_1-a^3_1)^2+(t_2-a^3_2)^2\}]　　　　　　　　　　(5)（4 - 1 节式 (3)）

因此，有

[image: \frac{\partial C}{\partial a^3_1}=a^3_1-t_1\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(6)]

将式 (5)、式 (6) 代入式 (3)，可得

[image: \delta^3_1=(a^3_1-t_1)a'(z^3_1)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(7)]

这就是例 1的解答。


问题 1　在例题中，尝试计算 [image: \delta^3_2]。激活函数为 Sigmoid 函数 [image: \sigma(z)]。

解　与推导式 (7) 同样，有

[image: \delta^3_2=(a^3_2-t_2)a'(z^3_2)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(8)]

此外，根据题意，激活函数为 Sigmoid 函数 [image: \sigma(z)]（2 - 6 节），所以有

[image: a'(z^3_2)=\sigma'(z^3_2)=\sigma(z^3_2){1-\sigma(z^3_2)\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(9)]

将式 (9) 代入式 (8)，可得

[image: \delta^3_2=(a^3_2-t_2)\sigma'(z^3_2)=(a^3_2-t_2)\sigma(z^3_2){1-\sigma(z^3_2)\}]



中间层 [image: \delta^l_i] 的“反向”递推关系式

神经单元误差 [image: \delta^l_j] 具有非常好的性质。它通过简单的关系式与下一层的神经单元误差 [image: \delta^{l+1}_j] 联系起来。比如，我们试着考察一下例题的 [image: \delta^2_1]。

首先，根据偏导数链式法则（2-8 节），有

[image: \delta^2_1=\frac{\partial C}{\partial z^2_1}=\frac{\partial C}{\partial z^3_1}\frac{\partial z^3_1}{\partial a^2_1}\frac{\partial a^2_1}{\partial z^2_1}+\frac{\partial C}{\partial z^3_2}\frac{\partial z^3_2}{\partial a^2_1}\frac{\partial a^2_1}{\partial z^2_1}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(10)]

[image: ]

我们来看看式 (10) 右边的各项。根据 [image: \delta^3_1]、[image: \delta^3_2] 的定义式 (1)，有

[image: \frac{\partial C}{\partial z^3_1}=\delta^3_1,~\frac{\partial C}{\partial z^3_2}=\delta^3_2\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(11)]

此外，根据 [image: z^3_j] 与 [image: a^2_i] （[image: i=1,2,3]）的关系（4-1 节式 (2)），有

[image: \frac{\partial z^3_1}{\partial a^2_1}=w^3_{11},~\frac{\partial z^3_2}{\partial a^2_1}=w^3_{21}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(12)]

再利用激活函数 [image: a(z)]，有

[image: \frac{\partial a^2_1}{\partial z^2_1}=a'(z^2_1)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(13)]

将式 (11) ～式 (13) 代入式 (10)，可得

[image: \delta^2_1=\delta^3_1w^3_{11}a'(z^2_1)+\delta^3_2w^2_{21}a'(z^2_1)]

这样就得到了以下关系。

[image: \delta^2_1=(\delta^3_1w^3_{11}+\delta^3_2w^3_{21})a'(z^2_1)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(14)]

[image: ]

对于 [image: \delta^2_2]、[image: \delta^2_3]，也可以得到同样的关系式。我们加以总结，如下所示。


[image: \delta^2_i=(\delta^3_1w^3_{1i}_\delta^3_2w^3_{2i})a'(z^2_i)~~(i=1,2,3)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(15)]



这样我们就得到了第 2 层的 [image: \delta^2_i] 与第 3 层的 [image: \delta^3_j] 的关系。这个关系式可以如下推广为层 [image: l] 与下一层 [image: l+1] 的一般关系式。


[image: \delta^l_i={\delta^{l+1}_1w^{l+1}_{1i}+\delta^{l+1}_2w^{l+1}_{2i}+\cdots+\delta^{l+1}_m w^{l+1}_{mi}\}a'(z^l_i)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(16)]



注：[image: m] 为层 [image: l+1] 的神经单元的个数。[image: l] 为 2 以上的整数。

中间层的 [image: \delta^l_i]：不求导也可以得到值

我们来观察式 (15)。第 3 层的 [image: \delta^3_1]、[image: \delta^3_2] 的值可以通过式 (7)、式 (8) 得到。因此，利用式 (15)，不用进行麻烦的导数计算，也可以求出第 2 层的 [image: \delta^2_i] 的值，这就是误差反向传播法。只要求出输出层的神经单元误差，其他的神经单元误差就不需要进行偏导数计算！

[image: ]

式 (16) 一般是按照层编号从高到低的方向来确定值的。这与第 2 章考察过的数列的递推关系式的想法相反，这就是反向传播中“反向”的由来。

[image: ]


问题 2　在例题中，尝试用 [image: \delta^3_1]、[image: \delta^3_2] 表示 [image: \delta^2_2]。激活函数为 Sigmoid 函数 [image: \sigma(z)]。

解　根据式(15)，有

[image: \delta^2_2=(\delta^3_1w^3_{12}+\delta^3_2w^3_{22})a'(z^2_2)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(17)]

此外，根据题意，激活函数为 Sigmoid 函数 [image: \sigma(z)]（2-6 节），所以有

[image: a'(z^2_2)=\sigma'(z^2_2)=\sigma(z^2_2){1-\sigma(z^2_2)\}]

将它代入式(17)，可得

[image: \delta^2_2=(\delta^3_1w^3_{12}+\delta^3_2w^2_{22})\sigma(z^2_2){1-\sigma(z^2_2)\}]



如上所示，在问题 2的解答过程中，导数计算一个也没有！

4-4 用 Excel 体验神经网络的误差反向传播法

利用 4-3 节考察的误差反向传播法，我们试着用 Excel 实际计算代价函数的最小值。如前所述，Excel 非常适合用来直观地观察计算的结构。

注：我们用平方误差的总和作为代价函数，用 Sigmoid 函数作为激活函数。不过，如果各层的激活函数相同，则这里考察的逻辑也可以直接应用到一般的神经网络的计算中。

首先，我们总结一下前面学习过的误差反向传播法的算法。


① 准备好学习数据。

②进行权重和偏置的初始设置。

　输入各个神经单元的权重和偏置的初始值。初始值通常使用随机数。此外，设置适当的小的正数作为学习率 [image: \eta]。

③ 计算出神经单元的输出值以及平方误差 [image: C]。

　计算出加权输入 [image: z]、激活函数的值 [image: a]（4-1 节式 (2)）。此外，计算出平方误差 [image: C]（4-1 节式 (3)）。

④ 根据误差反向传播法，计算出各层的神经单元误差 [image: \delta]。

　利用 4-3 节的式 (3) 计算出输出层的神经单元误差 [image: \delta]。接着，利用 4-3 节的式 (16) 计算出隐藏层的神经单元误差 [image: \delta]。

⑤ 根据神经单元误差计算平方误差 [image: C] 的偏导数。

　利用④中计算出的神经单元误差 [image: \delta] 以及 4-2 节的式 (11)，计算平方误差 [image: C] 关于权重和偏置的偏导数。

⑥ 计算出代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 和它的梯度 [image: \triangledown C_{{\rm T}}]。

　将③～⑤的结果对全部数据相加，求出代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 和它的梯度 [image: \triangledown C_{{\rm T}}]。

⑦根据⑥中计算出的梯度更新权重和偏置的值。

　利用梯度下降法更新权重和偏置（4-1 节式 (9)）。

⑧反复进行③ ～ ⑦的操作。

　反复进行③ ～ ⑦的计算，直到判定代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的值充分小为止。



以上就是利用误差反向传播法确定神经网络的权重和偏置的算法。

[image: ]

用 Excel 确定神经网络

我们试着用 Excel 确认上述算法。本节利用前面考察过的以下例题作为具体例子。


例题　对于 4-1～4-3 节考察过的神经网络，利用误差反向传播法确定它的权重和偏置。学习数据的 64 张图像实例收录在附录A 中。



我们已经在 4-1 ～ 4-3 节考察过这个神经网络的变量的具体关系式。在 Excel 中，只要将其用式子或函数来表示就可以了。下面，我们来考虑具体的计算方法。

① 读入图像

要确定神经网络，就必须根据学习数据确定权重和偏置（如前所述，这称为“学习”）。为此，我们在 Excel 工作表中读入 64 张手写数字的图像和正解。

注：学习数据的 64 张图像实例收录在附录 A 中。

[image: ]

② 进行权重和偏置的初始设置

权重和偏置一开始是未知的，需要由我们求出。然而如果没有“出发点”就无法展开讨论。因此我们利用正态分布随机数（2-1 节）来设置作为“出发点”的初始值。此外，我们还要设置学习率 [image: \eta] 为适当的小的正数。

注：学习率 [image: \eta] 的设置大多需要反复试错。同样地，对于权重和偏置的初始值，为了取得好的结果，也可能需要多次变更设置。

[image: ]

③ 计算出神经单元的输出值以及平方误差 [image: \boldsymbol{C}]

对于第 1 张图像，我们根据权重和偏置来求各个神经单元的加权输入、激活函数的值和平方误差 [image: C]。

[image: ]

④ 根据误差反向传播法计算各层的神经单元误差 [image: \boldsymbol{\delta}]

首先计算输出层的神经单元误差 [image: \delta^3_j]（4-3 节式 (3)），然后根据“反向”递推式计算 [image: \delta^2_i] （4-3 节式 (15)）。

⑤ 根据神经单元误差计算平方误差 [image: \boldsymbol{C}] 的偏导数

根据④中求出的 [image: \delta]，计算平方误差 [image: C] 关于权重和偏置的偏导数（4-2 节式 (11)）。

[image: ]

⑥ 计算出代价函数 [image: \boldsymbol{C_{{\rm T}}}] 和它的梯度 [image: \triangledown\boldsymbol{C_{{\rm T}}}]

到目前为止，我们取第 1 张图像作为学习数据的代表进行了计算。我们的目标是对全部数据执行同样的计算，并将结果加起来。因此，这里需要对全部 64 张图像的学习数据复制目前建立的工作表。

[image: ]

将 64 份数据复制完毕后，对平方误差 [image: C] 以及⑤中求出的平方误差 [image: C] 的偏导数进行加总，这样就得到了代价函数 [image: C_{{\rm T}}]　和它的梯度 [image: \triangledown C_{{\rm T}}]（下图）。

[image: ]


备注　矩阵的和、差与 Excel

Excel 中没有计算矩阵的和、差以及常数倍的函数，这是因为 Excel 不需要使用函数。例如，想要计算 A1:B3 与 P1:Q3 存储的两个矩阵的和，并将结果存储到 X1:Y3 时，选定区域 X1:Y3，并将 A1:B3 和 P1:Q3 用“ + ”号联结，同时按 Ctrl + Shift 键就可以了（即进行数组计算）。利用这种方法，计算式的输入就变简单了。



⑦ 根据⑥中求出的梯度，更新权重和偏置的值

利用梯度下降法的基本式（4-1 节式 (8)），求出新的权重和偏置的值。用 Excel 实现时，在上一个表的下面制作下图所示的表，并在其中嵌入用于更新的公式（4-1 节式 (9)）。

[image: ]

⑧ 反复进行③ ～ ⑦的操作

利用⑦中计算出的新的权重 [image: w] 和偏置 [image: b]，再次进行从③开始的处理。

[image: ]

将这样计算出的从 41 行到 71 行的 1 个块状区域复制 50 份到下面，进行 50 次计算。

注：这里的 50 并没有特别的含义，只是作为一个齐整的数字使用。

[image: ]

通过以上步骤，计算就结束了。我们来看看代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的值。

代价函数 [image: C_{{\rm T}}=0.245]

学习数据由 64 张图像构成，每张图像平均为 0.004。根据平方误差的式子（4-1 节式 (3)），每张图像的最大误差为 1，因此可以说以上步骤算出的是一个很好的结果。

此外，通过跟踪 50 次代价函数的计算结果，可以直观地理解梯度下降法的含义。代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的值随着每次迭代而减小，这从逻辑上看也是理所当然的，而梯度下降法的优点就是减小的速度最快。

[image: ]


备注　关系式的矩阵表示

用矩阵表示式子，有时会使式子变简洁。例如，4-3 节的式 (4) 和式 (15) 可以用矩阵简洁地如下表示。

式 (4)：[image: \begin{pmatrix}\delta^3_1\\\delta^3_2\end{pmatrix}=\begin{pmatrix}\frac{\partial C}{\partial a^3_1}\\\frac{\partial C}{\partial a^3_2}\end{pmatrix}\odot\begin{pmatrix}a'(z^3_1)\\a'(z^3_2)\end{pmatrix}]

式 (15)：[image: \begin{pmatrix}\delta^2_1\\\delta^2_2\\\delta^2_3\end{pmatrix}=\left[\begin{pmatrix}w^3_{11}&w^3_{21}\\w^3_{12}&w^3_{22}\\w^3_{13}&w^3_{23}\end{pmatrix}\begin{pmatrix}\delta^3_1\\\delta^3_2\end{pmatrix}\right]\odot\begin{pmatrix}a'(z^2_1)\\a'(z^2_2)\\a'(z^2_3)\end{pmatrix}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(*)]

这里的⊙表示 Hadamard 乘积（2-5 节）。

用计算机进行计算时，将式 (*) 改写为以下形式会比较方便。

[image: \begin{pmatrix}\delta^2_1\\\delta^2_2\\\delta^2_3\end{pmatrix}=\left[^t\begin{pmatrix}w^3_{11}&w^3_{12}&w^3_{13}\\w^3_{21}&w^3_{22}&w^3_{23}\end{pmatrix}\begin{pmatrix}\delta^3_1\\\delta^3_2\end{pmatrix}\right]\odot\begin{pmatrix}a'(z^2_1)\\a'(z^2_2)\\a'(z^2_3)\end{pmatrix}]



用新的数字来测试

我们创建的神经网络是用于识别手写数字 0、1 的。因此，我们用新的手写数字来确认它能否正确地识别数字 0、1。

下面的 Excel 工作表是利用第⑧步得到的权重和偏置，输入下边的数字图像并处理的例子。

[image: ]

人来判断的话可能会认为“那也许是 0”，而神经网络也判断为“0”。

下面的工作表是输入下边所示的数字图像时的例子。人来判断的话会认为“那也许是 1”，而神经网络也判断为“1”。

[image: ]

[image: ]


备注　矩阵计算与 Excel 函数

如前面的备注所述，在神经网络的计算中，利用矩阵常常会使式子变得简单，计算也变得更容易。因此，在使用 Excel 时，建议也利用这个特点。

Excel 中有以下矩阵函数，它们在神经网络的计算中经常被用到。

[image: ]

Excel 中没有计算 Hadamard 乘积的函数，但我们可以将矩阵作为数组来简单地处理。






第 5 章　深度学习和卷积神经网络

深度学习是人工智能的一种实现方法。本章我们将考察作为深度学习的代表的卷积神经网络的数学结构。

5-1 小恶魔来讲解卷积神经网络的结构

深度学习是重叠了很多层的隐藏层（中间层）的神经网络。这样的神经网络使隐藏层具有一定的结构，从而更加有效地进行学习。本节我们就来考察一下近年来备受关注的卷积神经网络的设计思想。

使网络具有结构

卷积神经网络是当下正流行的话题，尚且难以总结一般理论。这里，我们利用一个最简单的例题来考察一下卷积神经网络的思想。如下所示，这个例题是由前面考察过的例题整理而成的，它虽然简单，但是能够很好地帮助我们理解卷积神经网络的结构。


例题　建立一个卷积神经网络，用来识别通过 6×6 像素的图像读取的手写数字1、2、3。图像的像素为单色二值。



首先，我们来介绍一下作为这个例题的解答的卷积神经网络的示例，如下页的图所示。

图中用圆圈将变量名圈起来的就是神经单元，从这个图中我们可以了解到卷积神经网络的特点。隐藏层由多个具有结构的层组成。具体来说，隐藏层是多个由卷积层和池化层构成的层组成的。它不仅“深”，而且含有内置的结构。

注：卷积层的英文是 convolution layer。这里展示的是最原始的卷积神经网络，实际的网络更为复杂。

[image: ]

思路

人们是如何想到这样的结构的呢？如果我们了解了卷积神经网络的思路，就可以在各种领域中进行应用。这里我们也同样请第 1 章登场的“恶魔”来讲解。

在 1-5 节考察过的神经网络中，住在隐藏层的恶魔具有各自偏好的模式。恶魔对自己偏好的模式做出反应，输出层接收这些信息，从而使神经网络进行模式识别成为可能。

本节登场的恶魔与之前的恶魔性格稍微有点不同。虽然他们的共同点都是具有自己偏好的模式，但是相比第 3 章登场的恶魔坐着一动不动，这里的恶魔是活跃的，他们会积极地从图像中找出偏好的模式，我们称之为小恶魔。

为了让这些小恶魔能够活动，我们为其提供工作场所，那就是由卷积层与池化层构成的隐藏子层。我们为每个小恶魔准备一个隐藏子层作为工作场所。

[image: ]

活跃的小恶魔积极地扫描图像，检查图像中是否含有自己偏好的模式。如果图像中含有较多偏好的模式，小恶魔就很兴奋，反之就不兴奋。此外，由于偏好的模式的大小比整个图像小，所以兴奋度被记录在多个神经单元中。

[image: ]
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注：一般用于扫描的过滤器的大小是 5×5。这里为了使结果变简单，我们使用如图所示的 3×3 的大小。

活跃的小恶魔进一步整理自己的兴奋度，将兴奋度集中起来，整理后的兴奋度形成了池化层。

[image: ]

因此，池化层的神经单元中浓缩了作为考察对象的图像中包含了多少小恶魔所偏好的模式这一信息。

1-5 节介绍的恶魔每人有一个偏好模式，本节的小恶魔每人也只有一个偏好模式。因此，要识别数字 1、2、3，就需要让多个小恶魔登场。这里我们比较随意地假定有 3 个小恶魔。输出层将这 3 个小恶魔的报告组合起来，得出整个神经网络的判定结果。

与第 1 章相同，输出层里也住着 3 个输出恶魔，这是为了对手写数字 1、2、3 分别产生较大反应。

[image: ]

以上就是利用小恶魔来解答例题的方法。卷积神经网络就是按照这一思路建立神经网络的卷积层和池化层的。

如前所述，第 1 章登场的隐藏层的恶魔是静态的，他们只是观察数据然后做出反应。而本章的小恶魔是动态的，他们会积极地扫描图像，整理兴奋度并向上一层报告。由于这些小恶魔的性格特点，卷积神经网络产生了我们前面学习过的简单神经网络所没有的优点。

① 对于复杂的模式识别问题，也可以用简洁的网络来处理。

② 整体而言，因为神经单元的数量少了，所以计算比较轻松。

而卷积神经网络之所以在各种领域备受瞩目，也是得益于这样的性质。

此外，目前为止我们的讨论都是假定小恶魔住在神经网络的隐藏层。和所有的科学理论一样，模型是否正确，取决于用它做出的预测是否能够很好地解释现实情况。众所周知，现在卷积神经网络已经有了一些显著的成果，例如能够识别出 YouTube 上的猫的图像等。

那么，神经网络是如何实现这里考察的小恶魔的活动的呢？我们将在下一节考察数学上的实现方法。

小恶魔的人数

在前面的说明中，登场的小恶魔一共有 3 人。这里的人数不是预先确定的。如果我们预估用 5 个模式能够区分图像，那么就需要有 5 个小恶魔。这样一来，我们就应当准备好 5 个由卷积层和池化层形成的隐藏子层。

[image: ]

而且，在识别猫的图像的情况下，隐藏层的结构本身也需要变得更复杂。这就是深度学习的设计人员可以大展身手的地方。

5-2 将小恶魔的工作翻译为卷积神

经网络的语言

我们在 5 - 1 节考察了卷积神经网络的思路。通过设想能够寻找偏好模式的活跃的小恶魔，从而理解了卷积神经网络的设计思想。本节我们来看看如何将小恶魔的工作替换为数学计算。这里考察的例题与上一节相同。


例题　建立一个神经网络，用来识别通过 6×6 像素的图像读取的手写数字1、2、3。图像像素为单色二值。



从数学角度来考察小恶魔的工作

下面我们从数学角度来考察 5 - 1 节的小恶魔的工作。首先我们请小恶魔 S 登场。假定这个小恶魔 S 喜欢如下的模式 S。

[image: ]

注：模式的大小通常为 5×5。这里为了使结果变简单，我们使用图中所示的小的 3×3 模式。

假设下面的图像“2”就是要考察的图像。我们将手写数字 2 作为它的正解。

[image: ]

小恶魔 S 首先将偏好的模式 S 作为过滤器对图像进行扫描。我们将这个过滤器命名为过滤器 S。接下来，我们实际用过滤器 S 扫描整个图像“2”。

[image: ]

各个图像下面的“相似度”表示过滤器 S 的灰色格子部分与扫描图像块的灰色格子部分吻合的地方的个数。这个值越大，就说明越符合小恶魔偏好的模式。

注：这个相似度是像素为单色二值（即 0 与 1）时的情况，关于更一般的模式的相似度，我们将在附录 C 中讨论。

我们将这个相似度汇总一下，如下表所示。这就是根据过滤器 S 得到的卷积（convolution）的结果，称为特征映射（feature map）。

[image: ]

这就是在 5-1 节登场的小恶魔执行的扫描结果。

注：这样的过滤器的计算称为卷积。

卷积层中的神经单元将这一卷积的结果作为输入信息。各神经单元将对应的卷积的值加上特征映射固有的偏置作为加权输入（下图）。

[image: ]

卷积层的各个神经单元通过激活函数来处理加权输入，并将处理结果作为神经单元的输出。这样卷积层的处理就完成了。

[image: ]

通过池化进行信息压缩

这个例题的卷积层神经单元数目比较少，因此可以简单地列出输出值。不过，在实际图像的情况下，卷积层神经单元的数目是十分庞大的。因此，就像 5-1 节提到的那样，需要进行信息压缩操作，然后将压缩结果放进池化层的神经单元中。

压缩的方法十分简单，只需要将卷积层神经单元划分为不重叠的 2×2 的区域，然后在各个区域中计算出代表值即可。本书中我们使用最有名的信息压缩方法最大池化（max pooling），具体来说就是将划分好的各区域的最大值提取出来。
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注：池化操作通常在　2×2 的区域中进行，但也并非一定这样。

这样一来，一张图像的信息就被集中在紧凑的神经单元集合中了。

[image: ]

我们通过下面的例子来复习上述计算过程。

例　利用前面所示的图像“2”和过滤器 S 来实际计算卷积层和池化层中神经单元的输入输出值。设特征映射的偏置为 -1（阈值为 1），激活函数为 Sigmoid 函数。

按照下图的顺序进行计算，如下所示。

[image: ]

注：池化层的输入和输出相同。为了简化，神经单元也用方框表示。


问题　与前面的例一样，计算用过滤器 S 处理右边的图像“1”和“3”时卷积层和池化层中神经单元的输入输出值。

[image: ]

解　按照与例相同的步骤，可以得到如下图所示的结果。

[image: ]

注：这里为了简化，神经单元也用方框表示。



从上面的例和问题可以了解到，数字“2”的图像的池化结果是由比数字“1”“3”的图像的池化结果大的值构成的。如果池化层神经单元的输出值较大，就表示原始图像中包含较多的过滤器 S 的模式。由此可知，过滤器 S 对手写数字“2”的检测发挥了作用。此外，做出判断的是输出层。与我们在第 1～4 章考察的神经网络一样，输出层将上一层（池化层）的信息组合起来，并根据这些信息得出整个网络的判断结论。

如上所示，我们将 5-1 节考察的小恶魔的工作通过数学思路表现了出来。然而，只有数学思路还不能进行计算。在下一节，为了能够实际进行计算，我们会将这些思路用数学式子表示出来。


备注　体验真正的深度学习

本书中用到的深度学习的具体例子只是为了帮助读者了解深度学习的结构，并不足以实际应用。读者在通过本书了解了深度学习的结构后，就可以尝试下表所示的服务平台的试用版。




	服务名称

	说明






	TensorFlow

	由谷歌提供。可以免费地体验真正的深度学习




	Azure

	微软的云计算服务平台。也可以体验深度学习




	Watson

	由国际商业机器公司（IBM）提供。从传统的机器学习出发，之后也引入了深度学习的技术




	Amazon Machine Learning

	由亚马逊提供。特点是提供向导，可以按部就班地创建机器学习模型








5-3 卷积神经网络的变量关系式

要确定一个卷积神经网络，就必须具体地确定过滤器以及权重、偏置。为此，我们需要用数学式来表示这些参数之间的关系。

确认各层的含义以及变量名、参数名

与前面一样，我们通过下面的例题进行讨论。


例题　建立一个神经网络，用来识别通过 6×6 像素的图像读取的手写数字1、2、3。图像像素为单色二值。学习数据为 96 张图像。



在 5-1 节中，作为解答示例，我们展示了如下的卷积神经网络的图。

[image: ]

我们把确定这个卷积神经网络所需的变量、参数的符号及其含义汇总在下表中。

[image: ]

这些变量和参数的位置关系如下图所示。

注：图中的标记遵循 3-1 节的约定。

[image: ]

与神经网络不同的是，卷积神经网络中考虑的参数增加了过滤器这个新的成分。

接下来，我们会逐层考察在今后的计算中所需的参数和变量的关系式。虽然有些内容与 5-1 节、5-2 节有所重复，但我们要从数学上一般化的角度来弄清楚。请读者对照着 5-1 节、5-2 节阅读，并尝试理解数学式。

输入层

在例题中，输入数据是 6×6 像素的图像。这些像素值是直接代入到输入层的神经单元中的。这里我们用 [image: x_{ij}] 表示所读入的图像的 [image: i] 行 [image: j] 列位置的像素数据，并把这个符号用在输入层的变量名和神经单元名中。

[image: ]

在输入层的神经单元中，输入值和输出值相同。如果将输入层 [image: i] 行 [image: j] 列的神经单元的输出表示为 [image: a^{{\rm I}}_{ij}]，那么以下关系式成立（[image: a] 的上标 I 为 Input 的首字母）。

[image: a^{{\rm I}}_{ij}=x_{ij}]

过滤器和卷积层

就像 5-1 节、5-2 节所考察的那样，小恶魔通过 3×3 大小的过滤器来扫描图像。现在，我们准备 3 种过滤器（5-1 节）。此外，由于过滤器的数值是通过对学习数据进行学习而确定的，所以它们是模型的参数。如下图所示，这些值表示为 [image: w^{{\rm F}k}_{11},w^{{\rm F}k}_{12},\cdots(k=1,2,3)]。

[image: ]

注：过滤器也称为核（kernel）。

过滤器的大小通常为 5×5。本书中为简单起见，使用更为紧凑的 3×3 大小。此外，也不是必须准备 3 种过滤器。当计算结果与数据不一致时，我们需要更改这个数目。

现在，我们利用这些过滤器进行卷积处理（5-2 节）。例如，将输入层从左上角开始的 3×3 区域与过滤器 1 的对应分量相乘，得到下面的卷积值 [image: c^{{\rm F}1}_{11} ]（c 为 convolution 的首字母）。

[image: c^{{\rm F}1}_{11}=w^{{\rm F}1}_{11}x_{11}+w^{{\rm F}1}_{12}x_{12}+w^{{\rm F}1}_{13}x_{13}+\cdots+w^{{\rm F}1}_{33}x_{33} ]

这就是 5-2 节中称为“相似度”的值。

[image: ]

依次滑动过滤器，用同样的方式计算求得卷积值 [image: c^{{\rm F}1}_{12},c^{{\rm F}1}_{13},\cdots,c^{{\rm F}1}_{44} ]。这样一来，我们就得到了使用过滤器 1 的卷积的结果。另外，关于这些数值的数学含义，请参照附录 C。

一般地，使用过滤器 [image: k] 的卷积的结果可以如下表示。这里的 [image: i]、[image: j] 为输入层中与过滤器对应的区域的起始行列编号（[image: i]、[image: j] 为 4 以下的自然数）。

[image: c^{{\rm F}k}_{ij}=w^{{\rm F}k}_{11}x_{ij}+w^{{\rm F}k}_{12}x_{ij+1}+w^{{\rm F}k}_{13}x_{ij+2}+\cdots+w^{{\rm F}k}_{33}x_{i+2~j+2} ]

这样得到的数值集合就形成特征映射。我们给这些卷积值加上一个不依赖于 [image: i]、[image: j] 的数 [image: b^{{\rm F}k}]。


[image: z^{{\rm F}k}_{ij}=w^{{\rm F}k}_{11}x_{ij}+w^{{\rm F}k}_{12}x_{ij+1}+w^{{\rm F}k}_{13}x_{ij+2}+\cdots+w^{{\rm F}k}_{33}x_{i+2~j+2}+b^{{\rm F}k}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]
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考虑以 [image: z^{{\rm F}k}_{ij}] 作为加权输入的神经单元，这种神经单元的集合形成卷积层的一个子层。[image: b^{{\rm F}k}] 为卷积层共同的偏置。

激活函数为 [image: a(z)]，对于加权输入 [image: z^{{\rm F}k}_{ij}]，神经单元的输出 [image: a^{{\rm F}k}_{ij}] 可以如下表示。


[image: a^{{\rm F}k}_{ij}=a(z^{{\rm F}k}_{ij})\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]



[image: ]


问题　试着写出卷积层第 1 个子层的 1 行 2 列的神经单元的加权输入 [image: z^{{\rm F}1}_{12} ] 与输出 [image: a^{{\rm F}1}_{12} ] 的式子。激活函数为 Sigmoid 函数。

解

[image: \begin{aligned}z^{{\rm F}1}_{12}=&w^{{\rm F}1}_{11}x_{12}+w^{{\rm F}1}_{12}x_{13}+w^{{\rm F}1}_{13}x_{14}+w^{{\rm F}1}_{21}x_{22}+w^{{\rm F}1}_{22}x_{23}+w^{{\rm F}1}_{23}x_{24}\\&+w^{{\rm F}1}_{31}x_{32}+w^{{\rm F}1}_{32}x_{33}+w^{{\rm F}1}_{33}x_{34}+b^{{\rm F}1}\end{aligned}]

[image: a^{{\rm F}1}_{12}=\frac{1}{1+\exp(-z^{{\rm F}1}_{12})}]
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池化层

卷积神经网络中设置有用于压缩卷积层信息的池化层。在 5-1 节、5-2 节中，我们把 2×2 个神经单元压缩为 1 个神经单元，这些压缩后的神经单元的集合就形成了池化层。

[image: ]

很多文献也和这里一样，将特征映射的 2×2 个神经单元压缩为 1 个神经单元。通过执行一次池化操作，特征映射的神经单元数目就缩减到了原先的四分之一。

注：如前所述，并非必须是 2×2 大小。

压缩的方法有很多种，比如较为有名的最大池化法，例如像下图这样，从 4 个神经单元的输出 [image: a_{1} ]、[image: a_{12} ]、[image: a_{21} ]、[image: a_{22} ] 中选出最大值作为代表。

[image: ]

例 1　下图左边为卷积层的输出值，右边为最大池化的结果。

[image: ]

从神经网络的观点来看，池化层也是神经单元的集合。不过，从计算方法可知，这些神经单元在数学上是非常简单的。通常的神经单元是从前一层的神经单元接收加权输入，而池化层的神经单元不存在权重和偏置的概念，也就是不具有模型参数。

此外，由于输入和输出是相同的值，所以也不存在激活函数的概念。从数学上来说，激活函数 [image: a(x)] 可以认为是恒等函数 [image: a(x)=x]。这个特性与输出层的神经单元相似。

[image: ]

以上讨论的池化层的性质可以用式子如下表示。这里，[image: k] 为池化层的子层编号，[image: i]、[image: j] 为整数，取值必须使得它们指定的参数有意义。


[image: \left.\begin{aligned}&z^{{\rm P}k}_{ij}={\rm Max}(a^{{\rm P}k}_{2i-1~2j-1},a^{{\rm P}k}_{2i-1~2j},a^{{\rm P}k}_{2i~2j-1},a^{{\rm P}k}_{2i~2j})\\&a^{{\rm P}k}_{ij}=z^{{\rm P}k}_{ij}\end{aligned}\right\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(3)]



[image: ]

输出层

为了识别手写数字 1、2、3，我们在输出层中准备了 3 个神经单元。与第 3 章和第 4 章中一样，它们接收来自下一层（池化层）的所有神经单元的箭头（即全连接）。这样就可以综合地考察池化层的神经单元的信息。

[image: ]

我们将这个图用式子来表示。输出层第 [image: n] 个神经单元（[image: n=1,2,3]）的加权输入可以如下表示。


[image: \begin{aligned}z^{{\rm O}}_n=&w^{{\rm O}n}_{1-11}a^{{\rm P}1}_{11}+w^{{\rm O}n}_{1-12}a^{{\rm P}1}_{12}+\cdots+w^{{\rm O}n}_{2-11}a^{{\rm P}2}_{11}+w^{{\rm O}n}_{2-12}a^{{\rm P}2}_{12}+\cdots\\&+w^{{\rm O}n}_{3-11}a^{{\rm P}3}_{11}+w^{{\rm O}n}_{3-12}a^{{\rm P}3}_{12}+\cdots+b^{{\rm O}}_n\end{aligned}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(4)]



这里，系数 [image: w^{{\rm O}n}_{k-ij}] 为输出层第 [image: n] 个神经单元给池化层神经单元的输出 [image: a^{{\rm P}k}_{ij}]（[image: k=1,2,3]；[image: i=1,2]；[image: j=1,2]）分配的权重，[image: b^{{\rm O}}_n] 为输出层第 [image: n] 个神经单元的偏置。

例 2　我们来具体地写出 [image: z^{{\rm O}}_1] 的式子。

[image: \begin{aligned}z^{{\rm O}}_1=&w^{{\rm O}1}_{1-11}a^{{\rm P}1}_{11}+w^{{\rm O}1}_{1-12}a^{{\rm P}1}_{12}+\cdots+w^{{\rm O}1}_{2-11}a^{{\rm P}2}_{11}+w^{{\rm O}1}_{2-12}a^{{\rm P}2}_{12}+\cdots\\&+w^{{\rm O}1}_{3-11}a^{{\rm P}3}_{11}+w^{{\rm O}1}_{3-12}a^{{\rm P}3}_{12}+\cdots+b^{{\rm O}}_1\end{aligned}]

上式中变量和参数的关系如下图所示。

[image: ]

我们来考虑输出层神经单元的输出，它们形成了整个卷积神经网络的输出。输出层第 [image: n] 个神经单元的输出值为 [image: a^{{\rm O}}_n]，激活函数为 [image: a(z)]，则


[image: a^{{\rm O}}_n=a(z^{{\rm O}}_n)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(5)]



[image: a^{{\rm O}}_n]（[image: n=1,2,3]）中最大值的下标 [image: n] 就是我们要判定的数字。

求代价函数 [image: C_{{\rm T}}]

现在我们考虑的神经网络中，输出层神经单元的 3 个输出为  [image: a^{{\rm O}}_1]、[image: a^{{\rm O}}_2]、[image: a^{{\rm O}}_3]，对应的学习数据的正解分别记为 [image: t_1]、[image: t_2]、[image: t_3]（参考 3-3 节，以及本节开头的表）。于是，平方误差 [image: C] 可以如下表示。

[image: C=\frac{1}{2}{(t_1-a^{{\rm O}}_1)^2+(t_2-a^{{\rm O}}_2)^2+(t_3-a^{{\rm O}}_3)^2\}>\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(6)]

注：系数 [image: \frac{1}{2} ] 是为了简洁地进行导数计算，不同的文献可能会使用不同的系数，这个系数对结论没有影响。此外，关于平方误差，请参考 2-12 节、3-4 节。

[image: ]

将输入第 [image: k] 个学习图像时的平方误差的值记为 [image: C_k]，如下所示。

[image: C_k=\frac{1}{2}{(t_1[k]-a^{{\rm O}}_1[k])^2+(t_2[k]-a^{{\rm O}}_2[k])^2+(t_3[k]-a^{{\rm O}}_3[k])^2\}]

注：关于变量中附带的 [k]，请参考 3-1 节。

全体学习数据的平方误差的总和就是代价函数 [image: C_{{\rm T}}]。因此，我们现在考虑的神经网络的代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 可以如下求出。

[image: C_{{\rm T}}=C_1+C_2+\cdots+C_{96}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(7)]

注：96 为例题中学习图像的数目。

这样我们就得到了作为计算的主角的代价函数 [image: C_{{\rm T}}]。数学上的目标是求出使代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 达到最小的参数，即求出使代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 达到最小的权重和偏置，以及卷积神经网络特有的过滤器的分量，如下图所示。

[image: ]

通过计算确认模型的有效性

前面我们已经多次提到过，要确认目前建立的卷积神经网络是否有助于数据分析，就要实际使用这个模型进行计算，看得到的结果是否能够很好地解释给定的数据。

下一节，为了确认前面讨论的内容，我们将使用 Excel 的最优化工具（求解器），直接将代价函数最小化，并求出使函数达到最小时的过滤器、权重和偏置。


备注　L2 池化

本节我们采用了最大池化作为池化的方法。最大池化具体来说就是使用对象区域的最大值作为代表值的信息压缩方法。除了最大池化之外，还有其他池化方法，如下所示。




	名称

	说明






	最大池化

	使用对象区域的最大值作为代表值的压缩方法




	平均池化

	使用对象区域的平均值作为代表值的压缩方法




	L2 池化

	例如，对于4个神经单元的输出值 [image: a_1]、[image: a_2]、[image: a_3]、[image: a_4]，使用 [image: \sqrt{a^2_1+a^2_2+a^2_3+a^2_4} ] 作为代表值的压缩方法








5-4 用 Excel 体验卷积神经网络

本节我们通过 Excel 来确认一下前面考察的卷积神经网络能否实际地发挥作用。

用 Excel 确定卷积神经网络

对于下面的例题，我们用 Excel 来确定卷积神经网络。


例题　对于在 5-3 节的例题中考察的卷积神经网络，确定它的过滤器、权重和偏置。学习数据的 96 张图像实例收录在附录 B 中。



注：代价函数使用平方误差 [image: C] 的总和，激活函数使用 Sigmoid 函数，池化方法使用最大池化。

接下来，我们逐个步骤地进行计算。

① 读入学习用的图像数据

为了让卷积神经网络进行学习，需要用到学习数据。因此，我们将图像读入到工作表中，如下图所示。

[image: ]

由于图像是单色二值图像，我们将图像的灰色部分设置为 1，白色部分设置为 0，将正解代入到变量 [image: t_1]、[image: t_2]、[image: t_3]　中。学习图像为数字 1 时 [image: t_1=1]，图像为数字 2 时 [image: t_2=1]，图像为数字 3 时 [image: t_3=1]，其他情况下变量值为 0。

此外，学习用的图像数据全部存放在计算用的工作表中，如下图所示。

[image: ]

注：如图中 P 列、Q 列所示，图像最右边的 2 列像素缩小了显示宽度。

② 设置参数的初始值

我们来设置过滤器、权重和偏置的初始值。这里使用了标准正态分布随机数（2-1 节）。

注：当求解器的执行结果不收敛时，要修改初始值。

[image: ]

③ 从第 1 张图像开始计算各种变量的值

根据当前的过滤器、权重和偏置，对于第 1 张图像，计算出各个神经单元的加权输入值、输出值和平方误差 [image: C] 的值。计算时利用 5-3 节的关系式。

[image: ]

④ 复制步骤③中建立的各个函数到所有数据中

将处理第 1 张图像时嵌入的各个函数复制到其他图像数据中，直到最后一个图像实例（该例题中为第 96 张）为止。

[image: ]

将处理第 1 张图像时嵌入的各个函数复制到所有学习数据中（96 张图像）。

⑤ 算出代价函数 [image: \boldsymbol{C_{{\rm T}}}] 的值

利用 5-3 节的式 (7) 求出代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的值。

[image: ]

⑥ 利用求解器执行最优化

利用 Excel 的标准插件求解器，计算出代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的最小值。如下图所示，设置单元格地址，并运行求解器。

[image: ]

测试

为了确认步骤⑥中得到的过滤器、权重和偏置确定的卷积神经网络是否能正确地工作，我们试着输入新的数据，例如右边的图像。卷积神经网络的判断结果是数字“1”，这与人类的直观感受一致。

[image: ]

5-5 卷积神经网络和误差反向传播法

第 4 章我们考察了多层神经网络的误差反向传播法的结构及其计算方法。本节我们来考察卷积神经网络的误差反向传播法的结构。其实它在数学上的结构与误差反向传播法相同。我们通过下面这个之前考察过的具体例子进行讨论。


例题　建立一个神经网络，用来识别通过 6×6 像素的图像读取的手写数字 1、2、3。过滤器共有 3 种，其大小为 3×3。图像像素为单色二值，学习数据为 96 张图像。



确认关系式

对于这个例题，我们建立了如下图所示的卷积神经网络并进行了讲解。接下来，我们来汇总一下前面考察过的关于这个网络的关系式。

[image: ]

注：神经单元的名称使用了输出变量名。

● 卷积层

[image: k] 为卷积层的子层编号，[image: i]、[image: j]（[image: i,j=1,2,3,4]）为扫描的起始行、列的编号，有以下关系式成立（5-3 节式 (1)、式 (2)）。[image: a(z)] 表示激活函数。

[image: \left.\begin{aligned}z^{{F}k}_{ij}=&w^{{\rm F}k}_{11}x_{ij}+w^{{\rm F}k}_{12}x_{ij+1}+w^{{\rm F}k}_{13}x_{ij+2}\\ &+w^{{\rm F}k}_{21}x_{i+1j}+w^{{\rm F}k}_{22}x_{i+1j+1}+w^{{\rm F}k}_{23}x_{i+1j+2}\\ &+w^{{\rm F}k}_{31}x_{i+2j}+w^{{\rm F}k}_{32}x_{i+2j+1}+w^{{\rm F}k}_{33}x_{i+2j+2}+b^{{\rm F}k}\\ a^{{F}k}_{ij}=&a(z^{{F}k}_{ij})\end{aligned}\right\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(1)]

● 池化层

[image: k] 为池化层的子层编号（[image: k=1,2,3]），[image: i]、[image: j] 为该子层中神经单元的行、列编号（[image: i,j=1,2]），有以下关系式成立（这里是最大池化的情况，参考 5-3 节式 (3)）。

[image: \left.\begin{aligned}z^{{P}k}_{ij}=&{\rm Max}(a^{{P}k}_{2i-12j-1},a^{{P}k}_{2i-12j},a^{{P}k}_{2i2j-1},a^{{P}k}_{2i2j})\\a^{{P}k}_{ij}=&z^{{P}k}_{ij}\end{aligned}\right\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(2)]

注：Max 函数输出（）内最大项的值。

● 输出层

[image: n] 为输出层神经单元的编号（[image: n=1,2,3]）（5 - 3 节式 (4)、式 (5)），有以下关系式成立。[image: a(z)] 表示激活函数。

[image: \left.\begin{aligned}z^{{\rm O}}_n=&w^{{\rm O}n}_{1-11}a^{{\rm P}1}_{11}+w^{{\rm O}n}_{1-12}a^{{\rm P}1}_{12}+w^{{\rm O}n}_{1-21}a^{{\rm P}1}_{21}+w^{{\rm O}n}_{1-22}a^{{\rm P}1}_{22}\\&+w^{{\rm O}n}_{2-11}a^{{\rm P}2}_{11}+w^{{\rm O}n}_{2-12}a^{{\rm P}2}_{12}+w^{{\rm O}n}_{2-21}a^{{\rm P}2}_{21}+w^{{\rm O}n}_{2-22}a^{{\rm P}2}_{22}\\&+w^{{\rm O}n}_{3-11}a^{{\rm P}3}_{11}+w^{{\rm O}n}_{3-12}a^{{\rm P}3}_{12}+w^{{\rm O}n}_{3-21}a^{{\rm P}3}_{21}+w^{{\rm O}n}_{3-22}a^{{\rm P}3}_{22}+b^{{\rm O}}_n\\a^{{\rm O}}_n=&a(z^{{\rm O}}_n)\end{aligned}\right\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(3)]

● 平方误差

[image: t_1]、[image: t_2]、[image: t_3] 为表示学习数据正解的变量，[image: C] 为表示平方误差的变量，有以下关系式成立（5-3 节式 (6)）。

[image: C=\frac{1}{2}{(t_1-a^{{\rm O}}_1)^2+(t_2-a^{{\rm O}}_2)^2+(t_3-a^{{\rm O}}_3)^2\}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(4)]

梯度下降法是基础

第 4 章中应用了梯度下降法来确定神经网络的参数。同样地，在确定卷积神经网络的参数时，梯度下降法也是基础。以 [image: C_{{\rm T}}] 为代价函数，梯度下降法的基本式可以如下表示（2-10 节）。


[image: \begin{aligned}&(\Delta w^{{\rm F}1}_{11},\cdots,\Delta w^{{\rm O}1}_{1-11},\cdots,\Delta b^2_1,\cdots,\Delta b^{{\rm O}}_1,\cdots)\\&=-\eta\left(\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial w^{{\rm F}1}_{11}},\cdots,\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial w^{{\rm O}1}_{1-11}},\cdots,\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial b^{{\rm F}1}},\cdots,\frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial b^{{\rm O}}_1},\cdots\right)\end{aligned}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(5)]



式子右边的括号中为代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的梯度。如式 (5) 所示，这里以关于过滤器的偏导数、关于权重的偏导数，以及关于偏置的偏导数作为分量（共 69 个分量）。

[image: ]

正如第 4 章中考察的那样，这个梯度的偏导数计算非常麻烦。因此，人们想出了误差反向传播法，具体来说就是将梯度分量的偏导数计算控制到最小限度，并通过递推关系式进行计算。

省略变量符号中附带的图像编号

从式 (5) 可以看出，代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 是梯度计算的目标。把从学习数据的第 [image: k] 张图像得到的平方误差式 (4) 的值记为 [image: C_k]，代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 可以如下求出。

[image: C_{{\rm T}}=C_1+C_2+\cdots+C_{96} ] （96 是学习数据的图像数目）　　　　　　　　　　(6)

从式 (6) 中也可以看出，代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 是从学习数据的各个图像得到的平方误差式 (4) 的和。我们在 4-1 节考察过，求代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的偏导数时，先对式 (4) 求偏导数，然后代入图像实例，并对所有学习数据求和就可以了。因此，从现在开始，我们考虑以式 (4) 为对象的代价函数的计算。

例 1　求式 (5) 右边的梯度分量 [image: \frac{\partial C_{{\rm T}}}{\partial w^{{\rm F}1}_{11}}] 时，如果先求式 (6) 的 [image: C_{{\rm T}}] 再求偏导数，就会浪费不少工夫。首先计算式 (4) 的平方误差 [image: C] 的偏导数，然后将图像实例代入式中，算出 [image: \frac{\partial C_k}{\partial w^{{\rm F}1}_{11}}] ［[image: k=1,2,\cdots,96]（96 为全部图像的数目）］，最后对全部数据进行求和就可以了。这样极大地减少了偏导数的计算次数。


[image: ]



之后我们将按照例 1的方法进行计算。因此，除了必要的情况之外，不再将图像编号表现在关系式中。

符号 [image: \delta^l_j] 的导入及偏导数的关系

与第 4 章一样，我们在误差反向传播法中导入名为神经单元误差的 [image: \delta] 符号。现在我们考察的例题中，神经单元误差 [image: \delta] 有两种：一种是 [image: \delta^{{\rm F}k}_{ij}] 的形式，表示卷积层第 [image: k] 个子层的 [image: i] 行 [image: j] 列的神经单元误差；另一种是 [image: \delta^{{\rm O}}_n] 的形式，表示输出层第 [image: n] 个神经单元的误差。与第 4 章一样，这些 [image: \delta] 符号是通过关于加权输入 [image: z^{{\rm F}k}_ij]、[image: z^{{\rm O}}_j]（式 (1)、式 (3)）的偏导数来定义的。


[image: \delta^{{\rm F}k}_{ij}=\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm F}k}_ij},~\delta^{{\rm O}}_n=\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm O}}_j}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(7)]



例 2

[image: \delta^{{\rm F}1}_{11}=\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm F}1}_11} ]　（卷积层第 1 个子层的 1 行 1 列的神经单元的误差）

[image: \delta^{{\rm O}}_1=\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm O}}_1} ]　（输出层第 1 个神经单元的误差）

[image: ]

与第 4 章的神经网络的情况一样，平方误差 [image: C] 关于参数的偏导数可以通过这些神经单元误差 [image: \delta] 简洁地表示。接下来，我们来考察这个事实。

用 [image: \delta^l_j] 表示关于输出层神经单元的梯度分量

利用式 (3)、式 (7) 和偏导数链式法则（2-8 节），我们可以进行下面的 例 3、例 4的计算。

例 3　[image: \frac{\partial C}{\partial w^{{\rm O}1}_{2-21}}=\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm O}}_1}\frac{\partial z^{{\rm O}}_1}{\partial w^{{\rm O}1}_{2-21}}=\delta^{{\rm O}}_1a^{{\rm P}2}_{21} ]

例 4　[image: \frac{\partial c}{\partial b^{{\rm O}}_1}=\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm O}}_1}\frac{\partial z^{{\rm O}}_1}{\partial b^{{\rm O}}_1}=\delta^{{\rm O}}_1]

[image: ]

我们可以将例 3、例 4一般化为如下的式 (8)。这里，[image: n] 为输出层的神经单元编号，[image: k] 为池化层的子层编号，[image: i]、[image: j] 为过滤器的行、列编号（[image: i,j=1,2]）。


[image: \frac{\partial C}{\partial w^{{\rm O}n}_{k-ij}}=\delta^{{\rm O}}_n a^{{\rm P}k}_{ij},\frac{\partial C}{\partial b^{{\rm O}}_n}=\delta^{{\rm O}}_n\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(8)]



用 [image: \delta^l_j] 表示关于卷积层神经单元的梯度分量

下面我们来考察关于卷积层神经单元的梯度分量。这里取过滤器分量 [image: w^{{\rm F}1}_{11} ] 的偏导数作为例子。首先，根据式 (1)，有

[image: \begin{aligned}&z^{{\rm F}1}_{11}=w^{{\rm F}1}_{11}x_{11}+w^{{\rm F}1}_{12}x_{12}+w^{{\rm F}1}_{13}x_{13}+w^{{\rm F}1}_{21}x_{21}+w^{{\rm F}1}_{22}x_{22}+w^{{\rm F}1}_{23}x_{23}\\&~~~~~~~~+w^{{\rm F}1}_{31}x_{31}+w^{{\rm F}1}_{32}x_{32}+w^{{\rm F}1}_{33}x_{33}+b^{{\rm F}1}\\&z^{{\rm F}1}_{12}=w^{{\rm F}1}_{11}x_{12}+w^{{\rm F}1}_{12}x_{13}+w^{{\rm F}1}_{13}x_{14}+w^{{\rm F}1}_{21}x_{22}+w^{{\rm F}1}_{22}x_{23}+w^{{\rm F}1}_{23}x_{24}\\&~~~~~~~~+w^{{\rm F}1}_{31}x_{32}+w^{{\rm F}1}_{32}x_{33}+w^{{\rm F}1}_{33}x_{34}+b^{{\rm F}1}\\&\cdots\cdots\\&z^{{\rm F}1}_{44}=w^{{\rm F}1}_{11}x_{44}+w^{{\rm F}1}_{12}x_{45}+w^{{\rm F}1}_{13}x_{46}+w^{{\rm F}1}_{21}x_{54}+w^{{\rm F}1}_{22}x_{55}+w^{{\rm F}1}_{23}x_{56}\\&~~~~~~~~+w^{{\rm F}1}_{31}x_{64}+w^{{\rm F}1}_{32}x_{65}+w^{{\rm F}1}_{33}x_{66}+b^{{\rm F}1}\end{aligned}]

利用这些式子，可以得到下式。

[image: \frac{\partial z^{{\rm F}1}_{11}}{\partial w^{{\rm F}1}_{11}}=x_{11},~\frac{\partial z^{{\rm F}1}_{12}}{\partial w^{{\rm F}1}_{11}}=x_{12},\cdots,\frac{\partial z^{{\rm F}1}_{44}}{\partial w^{{\rm F}1}_{11}}=x_{44}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(9)]

根据链式法则，有

[image: \frac{\partial C}{\partial w^{{\rm F}1}_{11}}=\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm F}1}_{11}}\frac{\partial z^{{\rm F}1}_{11}}{\partial w^{{\rm F}1}_{11}}+\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm F}1}_{12}}\frac{\partial z^{{\rm F}1}_{12}}{\partial w^{{\rm F}1}_{11}}+\cdots+\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm F}1}_{44}}\frac{\partial z^{{\rm F}1}_{44}}{\partial wz^{{\rm F}1}_{11}}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(10)]

把 [image: \delta] 的定义式 (7) 和式 (9) 代入式 (10) 中，得到

[image: \frac{\partial C}{\partial w^{{\rm F}1}_{11}}=\delta^{{\rm F}1}_{11}x_{11}+\delta^{{\rm F}1}_{12}x_{12}+\cdots+\delta^{{\rm F}1}_{44}x_{44}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(11)]

[image: ]

我们可以很容易地将式 (11) 扩展到过滤器的其他分量。设 [image: k] 为过滤器的编号（这里与卷积层的编号相同），[image: i]、[image: j] 为过滤器的行、列编号（[image: i]、[image: j=1,2,3]），将上式进行一般化，如下所示。


[image: \frac{\partial C}{\partial w^{{\rm F}k}_{ij}}=\delta^{{\rm F}k}_{11}x_{ij}+\delta^{{\rm F}k}_{12}x_{ij+1}+\cdots+\delta^{{\rm F}k}_{44}x_{i+3~j+3}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(12)]



注：这是像素数为 6×6、过滤器大小为 3×3 时的关系式。在其他情况下，需要根据实际情况对该式进行相应的改变。

此外，代价函数关于卷积层神经单元的偏置的偏导数可以如下求得。卷积层各个子层的所有神经单元的偏置都是相同的，例如对于第一个特征映射来说，可以得到下面的关系式。这与式 (12) 是一样的。

[image: \begin{aligned}\frac{\partial C}{\partial b^{{\rm F}1}}&=\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm F}1}_{11}}\frac{\partial z^{{\rm F}1}_{11}}{\partial b^{{\rm F}1}}+\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm F}1}_{12}}\frac{\partial z^{{\rm F}1}_{12}}{\partial b^{{\rm F}1}}+\cdots+\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm F}1}_{44}}\frac{\partial z^{{\rm F}1}_{44}}{\partial b^{{\rm F}1}_{44}}\\&=\delta^{{\rm F}1}_{11}+\delta^{{\rm F}1}_{12}+\cdots+\delta^{{\rm F}1}_{44}\end{aligned}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(13)]

[image: ]

式 (13) 可以如下进行推广，其中 [image: k] 为卷积层的子层编号。简而言之，代价函数关于卷积层神经单元的偏置的偏导数，就是卷积层各个子层的所有神经单元误差的总和。


[image: \frac{\partial C}{\partial b^{{\rm F}k}}=\delta^{{\rm F}k}_{11}+\delta^{{\rm F}k}_{12}+\cdots+\delta^{{\rm F}k}_{33}+\cdots+\delta^{{\rm F}k}_{44}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(14)]



注：这是像素数为 6×6、过滤器大小为 3×3 时的式子。在其他情况下，需要根据实际情况对该式进行相应的改变。

像这样，由式 (8)、式 (12) 和式 (14) 可知，如果能求出神经单元误差 [image: \delta] ，就可以求出式 (5) 的所有梯度分量。因此我们的下一个课题就是计算由式 (7) 定义的神经单元误差 [image: \delta]。

计算输出层的 [image: \delta]

与简单的神经网络（4-3 节）的情况一样，计算神经单元误差 [image: \delta] 也是利用数列的递推关系式（2-2 节）。首先求出输出层的神经单元误差 [image: \delta] ，接着通过递推关系式反向地求出卷积层的神经单元误差 [image: \delta] 。

下面我们先来求输出层的神经单元误差 [image: \delta]。激活函数为 [image: a(z)]，[image: n] 为该层的神经单元编号，根据定义式 (7)，有

[image: \delta^{{\rm O}}_n=\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm O}}_n}=\frac{\partial C}{\partial a^{{\rm O}}_n}\frac{\partial a^{{\rm O}}_n}{\partial z^{{\rm O}}_n}=\frac{\partial C}{\partial a^{{\rm O}}_n}a'(z^{{\rm O}}_n)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(15)]

根据式 (4)，有

[image: \frac{\partial C}{\partial a^{{\rm O}}_n}=a^{{\rm O}}_n-t_n~~(n=1,2,3)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(16)]

将式 (16) 代入到式 (15) 中，就得到了输出层的神经单元误差 [image: \delta] 。


[image: \delta^{{\rm O}}_n=(a^{{\rm O}}_n-t_n)a'(z^{{\rm O}}_n)\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(17)]



建立关于卷积层神经单元误差 [image: \delta] 的“反向”递推关系式

与神经网络的情况一样（4-3 节），接下来要做的就是建立“反向”递推关系式。我们以 [image: \delta^{{\rm F}1}_{11} ] 为例进行考察。根据偏导数的链式法则，有

[image: \begin{aligned}\delta^{{F}1}_{11}=\frac{\partial C}{\partial z^{{F}1}_{11}}=&\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm O}}_1}\frac{\partial z^{{\rm O}}_1}{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}\frac{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}{\partial z^{{\rm P}1}_{11}}\frac{\partial z^{{\rm P}1}_{11}}{\partial a^{{\rm F}1}_{11}}\frac{\partial a^{{\rm F}1}_{11}}{\partial z^{{\rm F}1}_{11}}\\&+\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm O}}_2}\frac{\partial z^{{\rm O}}_2}{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}\frac{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}{\partial z^{{\rm P}1}_{11}}\frac{\partial z^{{\rm P}1}_{11}}{\partial a^{{\rm F}1}_{11}}\frac{\partial a^{{\rm F}1}_{11}}{\partial z^{{\rm F}1}_{11}}+\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm O}}_3}\frac{\partial z^{{\rm O}}_3}{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}\frac{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}{\partial z^{{\rm P}1}_{11}}\frac{\partial z^{{\rm P}1}_{11}}{\partial a^{{\rm F}1}_{11}}\frac{\partial a^{{\rm F}1}_{11}}{\partial z^{{\rm F}1}_{11}}\end{aligned}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(18)]

[image: ]

把式 (18) 中的公因式提取出来，就可以像下面这样进行简化。

[image: \delta^{{F}1}_{11}=\left{\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm O}}_1}\frac{\partial z^{{\rm O}}_1}{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}+\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm O}}_2}\frac{\partial z^{{\rm O}}_2}{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}+\frac{\partial C}{\partial z^{{\rm O}}_3}\frac{\partial z^{{\rm O}}_3}{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}\right\}\frac{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}{\partial z^{{\rm P}1}_{11}}\frac{\partial z^{{\rm P}1}_{11}}{\partial a^{{\rm F}1}_{11}}\frac{\partial a^{{\rm F}1}_{11}}{\partial z^{{\rm F}1}_{11}}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(19)]

根据式 (3)，有

[image: \frac{\partial z^{{\rm O}}_1}{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}=w^{{\rm O}1}_{1-11},~\frac{\partial z^{{\rm O}}_2}{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}=w^{{\rm O}2}_{1-11},~\frac{\partial z^{{\rm O}}_3}{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}=w^{{\rm O}3}_{1-11}\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(20)]

再根据式 (2)，有

[image: a^{{\rm P}1}_{11}=z^{{\rm P}1}_{11},z^{{\rm P}1}_{11}={\rm Max}(a^{{\rm F}1}_{11},a^{{\rm F}1}_{12},a^{{\rm F}1}_{21},a^{{\rm F}1}_{22})\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(21)]

根据式 (21) 中的 [image: a^{{\rm P}1}_{11}=z^{{\rm P}1}_{11} ]，可得

[image: \frac{\partial a^{{\rm P}1}_{11}}{\partial z^{{\rm P}1}_{11}}=1\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad\quad(22)]

此外，由于 [image: a^{{\rm F}1}_{11} ]、[image: a^{{\rm F}1}_{12} ]、[image: a^{{\rm F}1}_{21} ]、[image: a^{{\rm F}1}_{22} ] 在进行池化时形成一个区块，所以 [image: {\rm Max}(a^{{\rm F}1}_{11},a^{{\rm F}1}_{12},a^{{\rm F}1}_{21},a^{{\rm F}1}_{22})] 的偏导数可以如下表示。

[image: ]

由于 [image: \frac{\partial a^{{\rm F}1}_{11}}{\partial z^{{\rm F}1}_{11}}] 也可以记为 [image: a'(z^{{\rm F}1}_{11})]，把 [image: \delta] 的定义式 (7) 以及式 (20) ～ (23) 代入式 (19)，可得

[image: ]

其他的神经单元误差也可以用同样的方式进行计算，因此上式可以推广如下。


[image: ]



这里，[image: k]、[image: i]、[image: j] 等的含义与前面相同。此外，[image: i']、[image: j'] 表示卷积层 [image: i] 行 [image: j] 列的神经单元连接的池化层神经单元的位置。

例 5　[image: ]

[image: ]

这样我们就得到了输出层和卷积层中定义的神经单元误差 [image: \delta] 的关系式（也就是递推关系式）。输出层的神经单元误差 [image: \delta] 已经根据式 (17) 得到了，因此利用关系式 (25)，即使不进行导数计算，也可以求得卷积层的神经单元误差 [image: \delta] 。这就是卷积神经网络的误差反向传播法的结构。

[image: ]


问题　证明例 5的关系式。

解　与式 (24) 的证明一样，如下所示。

[image: ]

由于 [image: \frac{\partial a^{{\rm F}1}_{34}}{\partial z^{{\rm F}1}_{34}}] 也可以记为 [image: a'(z^{{\rm F}1}_{34}})]，所以根据以上式子可得

[image: ]

这样就得到了例 5的式子。



5-6 用 Excel 体验卷积神经网络的误差反向传播法

与第 4 章中考察的神经网络一样，在卷积神经网络中也可以利用误差反向传播法。下面我们利用前面考察过的以下例题，用 Excel 实际地进行计算。

注：计算步骤与 4-4 节相同。


例题　对于 5-5 节中考察的卷积神经网络，我们来确定它的过滤器、权重、偏置的值。学习数据的 96 张图像实例收录在附录B 中。激活函数使用 Sigmoid 函数。



作为解答示例的神经网络请参考 5-1 节，变量和参数的关系式请参考 5-5 节。现在，我们来进行具体的计算。

① 读入学习用的图像数据

为了让卷积神经网络进行学习，需要用到学习数据。因此，与 5-4 节的步骤①同样地读入图像数据。

[image: ]

② 设置过滤器分量、权重和偏置的初始值

现在的过滤器分量、权重和偏置当然是未知的，需要以初始值为出发点来求出。因此，我们利用正态分布随机数（2-1 节）来设置初始值。此外还要设置小的正数作为学习率 [image: \eta]。

[image: ]


备注　学习率η的设置

就像第 4 章中考察的那样，在设置学习率 [image: \eta] 时需要进行反复试错。如果 [image: \eta] 过小，则代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 不能迅速地达到最小值，也可能掉进意料之外的极小值处。反之，如果 [image: \eta] 过大，则存在代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 不收敛的风险。我们的目标是将代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 最小化，为了使 [image: C_{{\rm T}}] 的值变得充分小，需要尝试各种不同的值来计算。



③ 算出神经单元的输出值以及平方误差 [image: \boldsymbol{C}]

对于第 1 张图像，利用当前给出的过滤器分量、权重和偏置的值来求出各个神经单元的加权输入、激活函数的值以及平方误差 [image: C]。

[image: ]

④ 根据误差反向传播法计算各层的神经单元误差 [image: \boldsymbol{\delta}]

首先，计算输出层的神经单元误差 [image: \delta^{{\rm O}}_n]（5-5 节式 (17)）。接着，根据“反向”递推关系式计算 [image: \delta^{{\rm F}k}_{ij}]（5-5 节式 (25)）。

⑤ 根据神经单元误差计算平方误差 [image: \boldsymbol{C}] 的偏导数

根据步骤④中求出的 [image: \delta] ，计算平方误差 [image: C] 关于过滤器、权重和偏置的偏导数。

[image: ]

⑥ 计算代价函数 [image: \boldsymbol{C_{{\rm T}}}] 及其梯度 [image: \triangledown\boldsymbol{C_{{\rm T}}}]

到目前为止，我们以第 1 张图像作为学习数据的代表进行了考察。我们的目标是把前面的计算结果对全部数据加起来，得到代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 及其梯度值。因此，必须把前面建立的工作表复制到全部学习数据的 96 张图像上。

[image: ]

对 96 张图像复制完毕之后，将平方误差 [image: C]，以及步骤⑤中求得的平方误差 [image: C] 关于参数的偏导数加起来，这样就算出了代价函数的值和梯度（5-5 节式 (6)）。

[image: ]

⑦ 根据⑥中求出的梯度，更新权重和偏置的值

利用梯度下降法的基本式（5-5 节式 (5)），更新过滤器、权重和偏置（2-10 节）。为此，在上述⑥的工作表下面建立新的工作表，计算出更新值。

[image: ]

⑧ 反复进行③ ～ ⑦的操作

利用⑦中算出的新的权重 [image: w] 和偏置 [image: b]，再次执行从③开始的处理。把这样算出的第 2 次处理的块状区域复制 49 份到下面，进行 50 次计算。

[image: ]

通过以上步骤，计算就结束了。我们来看看代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的值。

代价函数 [image: C_{{\rm T}}=0.497]

由于学习数据由 96 张图像构成，每张图像平均为 0.005。根据平方误差的函数（5-5 节式 (4)），每张图像的最大误差为 3/2 = 1.5，因此可以说以上步骤算出的是一个很好的结果。

用新的数字来测试

我们创建的神经网络是用于识别手写数字 1、2、3 的。我们来确认一下实际上它能否正确识别数字。下面的 Excel 工作表是利用步骤⑧中得到的参数并输入右边的图像进行计算的例子。判定结果为数字“3”。

[image: ]


备注　跟踪代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的值

跟踪 50 次代价函数的计算结果，就可以实际理解梯度下降法的含义。从逻辑上看，代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 的值当然是随着每次迭代而减小。第 4 章中我们已经考察过，梯度下降法的优点就是减小的速度是最快的。

[image: ]

不过，用计算机执行误差反向传播法时，也存在代价函数 [image: C_{{\rm T}}] 不减小的情况。就像第 4 章中考察的那样，可以认为原因是学习率和初始值不合适。在这种情况下，可以修改学习率和初始值重新进行计算。






附录

A　训练数据（1）

以下是第 1 章、第 3 章以及第 4 章的例题中建立的神经网络的学习数据。用 4×3 像素画出数字 0、1。考虑到实际情况，学习数据中也会出现相同的图像。

[image: ]

注：图像中的线条有时会断开，或者出现斑点一样的东西，可以认为这是在扫描数字时受到了噪声的影响。

B　训练数据（2）

以下是第 5 章的例题中建立的神经网络的训练数据。用 6×6 像素画出数字 1、2、3。图像像素为单色二值（0 和 1）。

[image: ]

[image: ]

C　用数学式表示模式的相似度

卷积神经网络的特征映射的值以图像和过滤器的相似度作为输入信息。相似度可以利用下面的定理进行计算。


由 3×3 像素构成的两个数组 [image: A]、[image: F] 如下图所示。[image: A]、[image: F] 的相似度可以像下面这样求出。

相似度 [image: =w_{11}x_{11}+w_{12}x_{12}+w_{13}x_{13}+\cdots+w_{33}x_{33} ]　　　　　　　　　　(1)

[image: ]



这个定理可以利用向量的性质来说明。就像 2-4 节考察的那样，当两个向量 [image: \boldsymbol{a}]、[image: \boldsymbol{b}] 相似时，它们的内积 [image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}] 较大。我们可以认为内积 [image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}] 的大小表示两个向量的相似性。

[image: \boldsymbol{a}\cdot\boldsymbol{b}=|\boldsymbol{a}||\boldsymbol{b}|\cdot\theta]　（[image: \theta] 为两个向量的夹角）

[image: ]

为了利用这个性质，我们将 [image: A]、[image: F] 看作以下向量。

[image: \begin{aligned}&\boldsymbol{A}=(x_{11},x_{12},x_{13},x_{21},x_{22},x_{23},x_{31},x_{32},x_{33})\\&\boldsymbol{F}=(w_{11},w_{12},w_{13},w_{21},w_{22},w_{23},w_{31},w_{32},w_{33})\end{aligned}]

这样一来，两个向量的内积 [image: \boldsymbol{A}\cdot\boldsymbol{F}] 就与上述的式 (1) 的右边一致（2-4 节）。也就是说，我们可以把式 (1) 解释为相似度。
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