
        
            
                
            
        

    


[image: ]





图书在版编目（CIP）数据

图解概率学/（日）野口哲典编著；杨柳译．--北京：北京时代华文书局，2020.12

ISBN 978-7-5699-4027-5

Ⅰ．①图…　Ⅱ．①野…　②杨…　Ⅲ．①概率论　Ⅳ．①O21

中国版本图书馆CIP数据核字（2020）第271966号

北京市版权局著作权合同登记号　图字：01-2019-8100



NEMURE NAKU NARU HODO OMOSHIROI ZUKAI KAKURITSU NO

HANASHI by Tetsunori Noguchi

© Tetsunori Noguchi 2018

All rights reserved

Original Japanese edition published by NIHONBUNGEISHA Co., Ltd.

Chinese（in simplified characters only ）translation rights arranged with

NIHONBUNGEISHA Co., Ltd. through Digital Catapult Inc., Tokyo.



图解概率学

TUJIE GAIL XUE



编 著 者｜［日］野口哲典

译　　者｜杨　柳



出 版 人｜陈　涛

策划编辑｜高　磊

责任编辑｜邢　楠

执行编辑｜刘　磊

责任校对｜张彦翔

装帧设计｜孙丽莉　段文辉

责任印制｜訾　敬



出版发行｜北京时代华文书局http://www.bjsdsj.com.cn

北京市东城区安定门外大街138号皇城国际大厦A座8楼

邮编：100011　电话：010-64267955　64267677

印　　刷｜凯德印刷（天津）有限公司　022-29644128

（如发现印装质量问题，请与印刷厂联系调换）

开　　本｜880mm×1230mm　1/32

印　　张｜6.25

字　　数｜130千字

版　　次｜2021年3月第1版

印　　次｜2021年3月第1次印刷

书　　号｜ISBN 978-7-5699-4027-5



版权所有，侵权必究




自序

如果说，“概率”这个词已经深入到我们的日常生活中了，对此，你会有什么看法呢？

我们在早上的天气预报中经常会听到“今天的降水概率是……”，职业棒球迷通常会说“安打率为三成的选手”。不仅大人如此，孩子也是一样。孩子们会玩掷色子游戏，并用猜拳来决定先后顺序。那个时候，他们偶尔会说“怎么猜拳一直在输，感觉这次一定能赢”这样的话。

另外，在日常对话中，我们也会不知不觉地使用与概率相关的词。“她答应我求婚的可能性是一半一半吧。”“尽管我在这个项目上准备得不够充分，但还是碰运气试试吧。”从诸如此类的说法中可以看出，概率这个概念已经在我们的生活中根深蒂固了。

概率可以用数字来具体地描述将来趋势未知（或模糊）的事情。在对话中使用概率，人们可以在容易产生误解的事情上很好地达成共识。

但是，只要一提到要通过数学来学习概率，人们往往就会突然退缩。毕竟，像“成功率1％就是做n次才能成功的概率”“期望值”“事件”“！”“10C3”等这些在概率当中用到的术语和符号，完全让人摸不着头脑。

本书是一本概率使用指南，从身边的话题入手，来说明这些容易被我们敬而远之的概率的法则。

希望通过阅读本书，每个人都能掌握概率学知识，并在日常生活中熟练应用。

2018年9月吉日[1]






[1] “吉日”指做什么都会顺遂的好日子，并非确指哪一日，日语书信中常见。——编者注
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用数字解释会让人情不自禁地点头称是
用概率让你的话变得更有说服力

[image: ]

▶ 熟练运用概率，让对方更容易理解

概率具有把模糊的事情变得更容易理解的作用。例如，有人说“下雨的可能性很高”，相比之下，我们更愿意听到“降水的概率是80％”，这样会显得更具体，更有说服力。

但是另一方面，我们在使用概率和统计数字时，要特别注意不同的表述方式可能会给人留下不同的印象。让我们来看看下面这个案例：

在下列两架飞机中，你会选择乘坐哪一家公司的飞机呢？A公司………每飞行1000次就有1次可能会发生事故的飞机B公司………99％安全的飞机

乍一听，好像B公司的飞机更安全。但实际上，B公司的飞机有1％的可能性，也就是每飞行100次就有1次可能会发生事故。所以，其实A公司的飞机的安全性是B公司的10倍。

▶ 99.9999％会失败的事情还要做吗？

明知“99.9999％会失败”，但还会为此买单的也大有人在。买10张一等奖中奖率是[image: ]的巨额彩票，中不了一等奖的概率就是99.9999％。

因为买10张彩票中一等奖的概率是[image: ]，即0.0001％，不中奖的概率就是99.9999％。

就像这样，我们的确在日常生活中广泛使用着概率。那么，我们到底是如何在日常生活中使用概率的？或者如何才能使用它呢？让我们从这个角度出发，一起来探索概率的世界吧！
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概率的作用…让模糊的未来变得更具体！
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虽然我们也不知道将来的结果是什么，但很关键的是，
这两个说话的人在“有多大的可能性”这一点上达成了共识。

另外，概率的表达方式有很多种
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人越多越结束不了
猜拳输赢的概率是？

▶ 一对一猜拳的输赢概率是？

两个人猜拳的时候，第1局就分出输赢的概率是多少？另外，如果一开始是平局的话，那么多少次才能分出输赢？

假设，A和B猜拳。猜拳有石头、剪子、布3种出法，所以A的出法有3种。同样，B的出法也有3种，所以3乘3，两个人会产生9种出法。

平局就是两个人出同样手势的3种情况。因此，能分出输赢的就是除平局之外的6种情况。

所以，两个人猜拳时，可以一局定胜负的概率如下：

[image: ]

到第2局才能分出输赢的情况是：第1局是平局，第2局有输有赢。那么，概率就是，用平局的概率乘以一局定输赢的概率，也就是下面这个算式：

[image: ]

所以，两局以内[1]可以分出输赢的概率就是67％加上22％，即89％。由此可见，多数情况下，两局以内就能分出输赢。

▶ 大部分情况下，3局就能分出输赢

到第3局才能分出胜负的情况是：前两局是平局，第3局有输有赢。那么，计算这个概率的算式如下：
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所以，3局以内就可以分出输赢的概率是89％加上7％，也就是96％。
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其实只是因为稀少的事情会令人印象深刻，实际上平局并不多！
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3局以内就可以分出输赢的概率是96％！
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概率世界中的存在率
妖怪有½的概率是存在的？

[image: ]

▶ 妖怪存在的概率是½吗

这个世界上有妖怪存在吗？

对于这个问题，A的回答如下：

“妖怪存在或者不存在，答案一定是二选一，所以妖怪存在的概率就是½。”

的确，只有妖怪存在和妖怪不存在这两种可能。这样说来，A觉得妖怪存在的概率是½，这种想法似乎也是可以理解的。

▶ 前提中的概率有偏向性

但是这种想法明显是错误的。那是在哪里搞错了呢？就是我们忽视了有些前提条件中的概率具有偏向性。

举个例子，如果我们说，在抛硬币时，正面朝上的概率是½。这样的说法是没错的。因为前提是，硬币的朝上方式没有偏向性，正面、反面朝上的可能性是一样的。

然而，这个妖怪的例子就像是有人在掷色子时说：“因为只有点数1朝上和点数1不朝上这两种情况，所以点数1朝上的概率就是½。”可实际上，点数1朝上的概率是[image: ]，而点数1不朝上的概率是[image: ]。差距可太大了。

从科学的角度来说，不存在妖怪的概率比存在妖怪的概率高很多。这就是前提中的概率有偏向性。



概率并不是在有或者没有妖怪、某个点数朝上或者不朝上之中二选一！

把重点放在前提条件上才是概率！
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乍一看似乎安全性很高，但是
没想到密码锁这么不安全！

[image: ]

▶ 如果是三位数的话，组合方式有1000种

在生活中，大家应该见过这种常用的锁：上面有个三位数的密码拨盘，将拨盘上的数字拨到与提前设置好的三位数字相符时，锁就打开了。

如果将这三位数字排列组合，一共有10×10×10=1000种组合方式。只有把这1000个三位数字中的那唯一一个匹配上的时候，锁才能被打开。

大多数人会觉得，组合方式有1000种，所以很安全。但实际上，锁轻易被打开的概率要比我们想象中高很多。

▶ 最长十几分钟就能打开

从“000”开始，按顺序试着匹配，“001”“002”……如果1秒匹配1个号码的话，试1000个只需要1000秒（16分40秒）。用比想象中还短的时间就可以把全部的号码试完，将锁打开。

如果解锁号码被设定在了“000”到“999”的前半部分，大家想一想结果会如何呢？从“000”开始，将到“499”为止的前一半号码试完，只需要8分20秒。也就是说，如果密码在前半部分，在8分20秒以内就可以将锁打开。

如果再增加一位数字，换成四位数的密码锁，就会有10×10×10×10=10000种组合方式。我们按1秒可以匹配1个号码计算，最长需要用时10000秒（2小时46分40秒）。即使密码在前半部分，也需要1小时24分左右。

也就是说，每增加一位数，安全性会提高至原先的10倍。

三位数的组合方式
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四位数的组合方式
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五位数的组合方式
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只增加一位数字，号码的组合方式就会增至10倍，解锁用时也会增至10倍！




不能因为生了两个孩子就觉得能推断下一个的性别！
两个孩子的性别是什么

[image: ]

▶ 如果一个是女生的话，那另一个是？

A有两个孩子。

我们只知道其中一个孩子是女生，另一个孩子的性别并不清楚。

那么，另一个孩子是男生的概率是？

“另一个孩子的性别不是男就是女，所以是男生的概率就是½。”如果这样想就大错特错了。

A有两个孩子，那么两个孩子的关系通常会有4种可能，即“兄弟”“兄妹”“姐弟”或者“姐妹”。

我们已知两个孩子其中之一是女生，所以还剩“兄妹”“姐弟”“姐妹”这3种情况。

在这3种情况中，如果一定要有个男生的话，那就是“兄妹”或“姐弟”这两种情况。

因此，另一个孩子是男生的概率就是[image: ]。

▶ 当我们知道老大是女生时，那另一个是？

请考虑一下这样的情况：当我们已知A的两个孩子中老大是女生时，老二是男生的概率是多少呢？

老大是女生时，两个孩子的关系只能是“姐弟”或“姐妹”这两种之一。如果老二是男生，那他们就是“姐弟”关系。所以，老二是男生的概率就是½。


[image: ]


两个孩子的性别
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用概率来“预测”人生的幸福！
算得不准的占卜也能派上用场

▶ 该请哪位占卜师来占卜

在犹豫要不要和恋人分手的时候，有人可能会想请所谓的“占卜师”来占卜一下。那么以下3位占卜师，你想请哪位来占卜呢？

A占卜师………据说“准确率”是90％，占卜费是5000日元

B占卜师………据说“准确率”是50％，占卜费是3000日元

C占卜师………据说“准确率”是10％，占卜费是1000日元

通常大家都会想：好不容易请人占卜，那就请“准确率”最高的A占卜师来给自己占卜吧，即便他的费用也是最高的。

但实际上，请C占卜师来占卜才是更聪明的方法。因为只要选择他给出的结果的对立答案就能有90％的“准确率”。也就是说，大家如果遇到像“和恋人分不分手”这样二选一类型的占卜时，就请C占卜师来占卜。这样，只需用1000日元，就能得到和占卜费5000日元的A占卜师一样的“准确率”的占卜结果了。（当然，占卜本来就不可信，自娱即可，不能当真啊！）

▶ 概率的和总是1

以掷色子为例，点数1朝上的概率是[image: ]，点数1以外的数字朝上的概率是[image: ]。将它们相加，和为[image: ]，等于1。诸如此类，概率的和总是1。

A的概率+非A的概率=1

通常，我们把与A事件相对立的非A事件叫作“互补事件”。A的概率=1–非A的概率。
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大谷翔平[2]受欢迎的秘诀是“坚持”！
只要不放弃就能实现梦想？

[image: ]

▶ 三成击球员[3]的安打率

想要成功，最重要的就是不放弃，坚持下去。大多数获得很大成功的人，不会因为一两次的失败就气馁，而是会坚持不懈地迎接挑战。

下面让我们以棒球为例，来解释一下这句话。例如，某位三成击球员在同一场比赛中出场4次的话，可以打出安打的概率就是76％左右。

1-0.7×0.7×0.7×0.7=1-0.2401=0.7599≈76％

（算法原理可参考下一节内容）

如果他在同一场比赛中出场5次的话，能打出安打的概率就提升到了83％左右。

这意味着，即使一件事的成功率只有30％，尝试5次，获得成功的概率也会提升到大约83％。

如果成功率是50％，那么挑战5次的话，获得成功的概率就将近97％。所以，不要因为失败了一两次就放弃。至少要挑战5次，这一点很重要。

大家想想，即使一件事原本的成功率只有1％，尝试450次的话，最后能获得成功的概率也会接近99％呢。

▶ 持续的时间长，获得成功的概率就会提高

也会有人认为，成功与否，不过就是“中途放弃”和“不放弃地坚持”的差别。因为，就像挑战美国职业棒球大联盟的大谷翔平一样，一旦放弃，成功率就会变为0。反之，只要坚持不放弃，获得成功的概率就会一点点增加。
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成功率为1％的事件尝试n次的概率
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在考试中相信感觉，运气也会帮助你
能指望瞎蒙吗

[image: ]

▶ 用求互补事件概率的方法来计算

这里有10道三选题（3个选项中选1个的选择题），如果全都瞎蒙着回答，至少能答对1道题的概率是多少呢？

这时，我们只要思考“不是这种情况”的概率就好了，可以很容易地算出来。

与至少答对1道题相对立的情况（互补事件）是1道题都没有答对，也就是全部答错的情况。因此，我们先把全部答错的概率算出来，再用1将其减掉，就可以得出至少答对1道题的概率了。

▶ 瞎蒙着答也至少能答对1道题的概率

让我们来计算一下。答错1道三选题的概率是[image: ]，所以10道题全部被答错的概率就是把[image: ]相乘10次所得到的结果。如下面这个算式：

[image: ]

因此，至少答对1道题的概率是1–0.017=0.983，也就是98.3％左右。

这下我们就明白了，即使10道三选题全部都是瞎蒙着回答的，也有大约98％的概率能至少答对1道题呢。

所以在考场上，即使遇到不会的选择题，不管对错，也最好将答案先写下来。

像这样，先求互补事件概率的方法，可以应用在各种各样的地方。

三选题的蒙对概率

让我们把互补事件应用起来！

例：
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不同数量三选题蒙对的大致概率
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顺便说一下四选题的情况
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核对日本足球代表队23人的生日
生日相同的概率是？

[image: ]

▶ 两个人生日相同的概率

看了参加2018年世界杯足球赛的23名日本代表队成员的简历后，发现生日相差1天的竟然有两对。

那么，23人中，存在生日相同的人的概率是多少呢？要想计算这个队伍中生日相同的人至少有1对的概率，就要先算出这23人的生日全都不同的概率，再用1将其减去就能得出结果了。

首先，23人中的第1个人的生日，可以是365天中的任何一天，所以用概率来表示的话就是[image: ]，也就是1。

接下来，第2个人的生日要不同于第1个人的，所以他的生日就是除去第1个人的生日那天，剩下的364天中的任意一天。用概率表示就是[image: ]。

这两个人生日不同的概率是[image: ]。反之，两人生日相同的概率就是[image: ]。

▶ 23人中存在生日相同的人的概率是？

第3个人的生日是剩下的363天中的任意一天，所以用概率表示是[image: ]。那么，3个人的生日完全不同的概率是[image: ]。

由此推导出，23人的生日完全不同的概率可以用下列算式计算出来：

[image: ]

23人中至少有1对生日相同的人的概率是1–0.49=0.51=51％。所以，23个人中，会有生日相同的人的概率大约是51％。
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越不想被点到越被点到！
上课时两次被点名的概率是？

[image: ]

▶ 上课时都不想被点到名

A同学参加了由20人组成的大学研讨会。

因为研讨会的教授经常会问一些如果没有充分预习就很难回答上来的问题，所以学生们一上课就会一直祈祷不要被点到名。

但是，通常一节课上同一个学生会被点名两次以上。

那么，如果这位教授对学生们进行10次随机点名的话，某位同学被多次点名的概率是多少呢？

▶ 同一个人被多次点名的概率是？

要想算同一名学生被多次（至少两次）点名的概率，就要先算出10次都是其他学生被点名的概率，再用1将其减掉，即可得出结果。

20开始时，有一个人被点名的概率是[image: ]，等于1。接下来的一个人被点名的概率是[image: ]。

以此类推，10次中都是其他学生被点名的概率和同一名学生被点名的概率如下：
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因此，同一名学生被多次点到名的概率是93.5％，也真的是很高的概率了。

所以，很遗憾，每个人被多次点到名的可能性都是非常高的，除非教授特意去点其他同学。
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同一名学生被点名至少两次的概率约为
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顺便说一下


“某人”被点名的概率是意料之外的高，但是“你”被点名的概率会相对较低。



自己被点名的概率是
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不要相信“绝对可以！”
真的是“智者千虑，必有一失”

▶ 连续成功的概率是非常低的

能把所有事情都完美地做好的人的确非常酷。正如最近很火的一部医疗剧中的女主，她经常会讲“我不会失败”。但现实生活中，那样的人是不存在的，人一定会经历失败。

假设，有一个人做任何工作都能有90％的成功率，那么这个人做10项工作每次都不会失败，这样连续成功的概率是多少呢？

做成功率为90％（0.9）的工作，连续10次都能成功的概率是：把0.9相乘10次，约等于0.35（35％）。

也就是说，至少会失败1次的概率约为65％。

我们再算一下这个人连续成功40次的概率，只有1％左右。由此可见，即使是成功率90％的工作，执行40次的话，也会有99％左右的概率至少会失败1次。

▶ 即使是某一行的达人也会失败

那换成更简单一些的工作会如何呢？做成功率99％的工作，连续成功10次的概率是0.99×0.99×……，把0.99相乘10次约等于0.9（90％）。所以会失败的概率就是10％左右。而连续成功100次的概率会低到37％左右。

正如“智者千虑，必有一失”这一成语所说，即使是某一行的达人，如果同一工作执行次数多到一定程度，也会有失败的时候。

每次成功率是90％的人连续工作多次依旧会成功的概率
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用概率来验证日本流传的老话
“一而再再而三”

[image: ]

▶ 如果用抛硬币来试着验证的话……

“一而再再而三”这句话的字面意思是：已经发生了两次的事情通常会再次发生。日语环境中，人们多用它来形容好事或坏事连连。

那么，让我们一起用概率来验证一下吧。

为了简单一点，我们就用抛硬币的方法来验证。大家想一想，如果将单枚硬币抛5次，正反面的朝上情况会是怎样的呢？正反面交替朝上，和硬币同一面连续朝上3次以上，哪种情况出现的概率更高呢？

▶ 同一面连续朝上3次以上的情况更多

实际上，这个用图来表示的话，马上就能明白。

如下图所示，把单枚硬币连续抛5次，一共会出现32种可能的情况。

其中，正反面交替朝上的情况只有两种（占6.25％）。5次都是正面或反面的概率也是一样的（占6.25％）。

另外，正面或者反面连续朝上3次以上会有16种情况，占到了半数。

由此，我们可以发现，像这种非此即彼且两种情况发生概率均为½的事件，连续3次以上发生相同情况的概率远比交替发生的概率高得多。

如果与抛硬币这个例子雷同的事情发生的话，可能就会给我们留下更加深刻的印象。

抛硬币5次的朝上方式32种
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反面连续朝上的情况
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虽然觉得绝对不可能发生……
想不到会发生这么多偶然

[image: ]

▶ 由于数学家的提出，验证逐步进行

就像我们之前提到的生日相同的概率一样，人们通常都会觉得“偶然”就是很少会发生的事情，但其实是会经常发生的。

例如，班上共有50名学生，大家通过抽签来换座位。换完之后，至少有1名学生依旧坐在原来座位的概率约为63％。

像这样与偶然相关的配对问题，是由法国数学家蒙特莫特首次提出的，所以被称为“蒙特莫特问题”。后来，这个问题由瑞士数学家欧拉发展延续了下来。

写有数字“1”到“10”的10张卡片，两个人各拿1套，每次各抽1张且卡片抽出后不放回。两人拿出的卡片上的数字每次都不相同的概率只有37％左右。

也就是说，至少有1次相同的概率约为63％。卡片有5张以上的话，这个理论就能成立了。

▶ 抽中了自己带来的礼物

100个人参加圣诞节晚会，将各自带来的礼物都标上编号，在礼物交换会上用抽取编号的方式来抽签领取礼物，大约有63％的概率有人会抽到自己带来的礼物。大家通常会觉得，要是抽中了自己的礼物，该是多么不走运啊。但实际上，这并不是那么稀奇的事，概率还是很大的。
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即使是录取率很低的大学也能放心报考
录取率97％的大学报考方法

[image: ]

▶ 同时报考5所大学，录取的概率就会提高吗

A的第一志愿是录取率10％的大学，为了防止落榜，又报考了录取率分别为20％、30％、40％、50％的大学托底，总共报考了5所大学。

A至少能被这5所学校中的1所录取，不至于复读的概率是多少呢？大家一般都会觉得，不管报考哪5所学校，托底的大学中的最高录取率50％已经是极限了……

▶ 通过报考多个学校来提高录取率

我们想知道A能至少被1所学校录取的概率是多少，就需要先算出全部都落榜的概率，再用1减去，即可求出。

全部都落榜的概率，可以按以下方法计算。

不能被录取率10％的大学录取的概率是90％。同样，录取率分别是20％、30％、40％、50％的话，对应的不被录取的概率就是80％、70％、60％、50％。那么，5所学校都不录取A的概率就是将它们相乘的结果，如下：

0.9×0.8×0.7×0.6×0.5≈0.15（15％）

至少被1所学校录取的概率=1-（5所学校都不录取的概率）

≈1-0.15=0.85（85％）

就像这样，说到底还是概率上的计算。A有85％左右的概率至少能被1所学校录取。与之相对，复读的概率大约为15％。

另外，如果你报考5所录取率均为50％的大学，那么你至少能被1所学校录取的概率大约为97％。
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根据期望值（平均值）计算
更划算的零花钱获取方法是？

[image: ]

▶ 爸爸的提议，哪个更划算

A每个月都有1000日元的零花钱，他想让爸爸给加一些。于是爸爸让他在下列方式中二选一：

依旧按现在的标准，每个月给1000日元零花钱。

每月用抛硬币的方式决定，如果是正面朝上就给2000日元，如果是反面朝上就给500日元。

那么，哪种获取零花钱的方式会更划算呢？

▶ 固定金额与抛硬币决定，能够得到更多的方法是？

关于这类问题，只要算出“期望值”，就能立刻知晓答案。

期望值，通常指平均值。在这种情况下，每个月能拿到的零花钱的平均金额就是期望值（期望金额）。即每一种可能性下得到的金额乘以其概率，然后将他们加起来得到的总和。

每月，抛硬币来决定零花钱金额时的期望值（期望金额）如下：

正面朝上时的期望金额………2000×½=1000（日元）

反面朝上时的期望金额………500×½=250（日元）

把这两种情况的金额相加，得出的总和是1250日元。

做得越多，就越接近这件事的期望值。所以，长期坚持用抛硬币来获取零花钱，就能平均每个月多得250日元。
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次数越多，结果就会越接近期望值！
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期望值相同的时候会怎样呢？
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我们会在第3章用“方差”来详细解释说明这种情况。
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准确率98％的集体体检的可信度是？
收到复查的通知也不要悲观！

[image: ]

▶ 做了准确率很高的体检，结果需要复查怎么办

做了准确率98％的集体体检，结果收到了复查通知，这时候我们该怎么办？

遇到这种情况，大多数人通常都会觉得自己一定是得了什么病。因为不管怎么说，98％的准确率，已经接近100％了呢。但实际上，多数情况下没必要那么悲观。

例如，假设有10000人去做了这个集体体检，生病的人有50个，那剩下的9950人都是健康的。

并且，由于是98％准确率的体检，还有2％的概率得到的结果是错误的。

▶ 即使确定需要复查，也不用过早悲观

由于会有2％的概率得到错误的结果，所以9950人中会有199人本身是健康的，但也会拿到“需要再复查”的体检结果。

反之，真正生病了的50人中，会有1位拿到的结果是“健康”。

所以，参加了体检的10000人中，拿到“需要复查”的体检结果的人共有199+49=248位。

但是，接到复查通知的248人中，真正生病了的人只有49人，约占20％。

也就是说，接到复查通知的人中剩下的大概80％的人（199人），实际上是健康的。
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每小时发车的数量都是一样的，但是……
坐上慢车的概率是？

[image: ]

▶ 只赶上了快车

A偶尔会从最近的车站乘电车去买东西。因为目的地的车站快车不停靠，所以就想尽量坐上慢车。

A总是不看时间表就去车站。于是，不知怎么回事，总是很不凑巧地赶上快车。

他就想是不是快车运行的车辆比较多，然而一看时间表，慢车和快车都是每小时6趟，每隔10分钟运行一辆。


每小时内发车时分针标示的数字

快车　1　11　21　31　41　51

慢车　3　13　23　33　43　53



那为什么总是会赶上快车呢？

▶ 坐不上慢车并非不走运

从时间表上可以看出，快车开出之后到慢车来之前的时间是2分钟，而慢车发出之后到快车来之前的时间就变成了8分钟。

那么，正好赶上慢车来之前的那2分钟的概率是20％，而赶上快车来之前的那8分钟的概率就是80％，是前者的4倍。

因此，总是不注意看时间表就去车站的A，5次中差不多有1次刚好能及时赶到坐上慢车。
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因时间和情况会有所不同但依然有中签的秘诀
阿弥陀签[4]游戏中中签的关键点
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▶ 阿弥陀签抽中的是？

阿弥陀签是一种经常被用到的简易的抽签方法。那么有没有什么有助于成功的移动路线呢？如果只知道中签点的位置，那么选择中签点正上方的纵线会更好，这样可以提高到达中签点的概率。

阿弥陀签就是沿着选定的纵线往下走，遇到横线时，再选择向左或者向右走。向右走和向左走的概率都是½（50％）。

在下一个到达点也同样，沿着纵线往下走，遇到横线的部分向左或右转弯。按照这种方式不断地往下走，直至到达终点。

开始时，选择向左走还是向右走的概率都是½（50％），第2次选择左右的概率依旧都是½，所以，经历了两次转弯后到达的点的概率是[image: ]，也就是25％。

这时，在最初选择的线的正下方，会有从左右各25％的概率分开的路线会合在一起，所以能走到正下方的概率会提高到25％+25％=50％。

▶ 抽阿弥陀签就选择中签点的正上方

对这样的阿弥陀签，如果我们从概率的角度思考，就往选择线的正下方走，这样中签的可能性会变高。

另外，我们描绘出了到达终点的各种移动路线，如图所示。

如果，你已经知道了阿弥陀签的中签点的话（当然这种情况也比较少），最好选择该点正上方的线。
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日本人最喜欢的血型话题
猜中血型的技巧

[image: ]

▶ 首先来思考一下血型的分布

日本人非常喜欢谈论血型。我们暂且不说有没有科学根据，这确实是一个很有意思的话题。那么，让我们一起来想想能从概率学的角度猜中对方血型的方法吧！

有代表性的ABO血型系统中有A型、B型、O型、AB型4种。那么大家可能会觉得，只有4种血型，所以至少有¼（25％）的概率能猜中。但是，日本人的血型并不是均等分布的。A型的人占40％，O型的人占30％，B型的人占20％，AB型的人占10％，比例是4∶3∶2∶1。我们如果利用了这个比例的话，猜中的概率可以大大提高。

因为最多的是占比高达40％的A型血的人，所以，如果问对方:“你是A型血吧？”能有40％的概率猜中。但是用这种方法的话，猜错的概率还是比较大，那么让我们来一起想想有没有概率更大的猜中对方血型的方法！

▶ 连续说中从而让人感到震惊的方法

首先说：“你应该不是AB型。”很明显这样会有90％的概率猜中。接着说：“好像也不是B型吧？”这样的话，连续猜中的概率就成了70％。

如果能猜到这里的话，最后就说：“你是A型血吧？”这样，连续3次说中的概率就是40％。

虽然和一开始就说“你是A型血”的时候的概率是一样的，但是对方一定会因为连续3次被猜中而感到十分震惊。
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立刻就猜中是A型血和一点点猜中是A型血的概率是一样的
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能尽量交往到心仪的异性的方法是？
概率性的恋人获得法

[image: ]

▶ 在婚姻介绍所寻找意中人的时候

田中先生平时很难有机会约会，但又很着急结婚，于是他决定去婚姻介绍所寻找意中人。

根据他的个人资料和要求，介绍所给他介绍了4位可以相亲的姑娘。

大致的安排是，先见面，见完之后要告诉介绍所是不是想和这个人交往，只有在不想交往的情况下才能再见下一位姑娘。

介绍所准备给田中先生介绍的4位姑娘分别是A、B、C、D，结果田中对4位姑娘的好感度也刚好是按这个顺序排列的。然而，他并不知道实际上会按什么顺序将姑娘们介绍给他。

这时，为了尽量和4个人中比较有好感的人（A或者B）交往，田中先生该怎么做才好呢？

▶ 能交往到有好感的姑娘的方法

让我们来给大家展示一下这个方法。

首先，先拒绝第1个人。从第2个人开始，只要见面的人比前面的更好，就选择与其交往。

采取这个方法的话，能与4个人中好感度最高的A交往的概率约为46％。即使没能和A交往，能与好感度排第2的B交往的概率也有21％左右。采用这个方法的话，能和A或者B交往的概率约为67％。


[image: ]


根据所有的介绍顺序的情况来看结果……
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用“绑定”的方式来思考是关键点
想坐在喜欢的人旁边！

[image: ]

▶ 10个人的排列方式有几种？

有男生女生各5人，共10人去看电影，买了10个人并排连座的票。用抽签决定谁坐在哪个座位。这时，A坐在暗恋的B旁边的概率是多少呢？

首先，先想想10个人并排坐的排列方式。这可以用10！（10×9×8×7×6×5×4×3×2×1）来计算，共有3628800种方式。“！”表示“阶乘”，通常用于数学的排列组合中，指从1开始所有连续数字（整数）的积。

▶ 喜欢的人坐在身边的概率是？

如果我们知道了A和B两人相邻的情况有多少种，就能够求得他们相邻的概率是多少。既然如此，那我们就认为这两个人已经相邻，来计算他们与其他8个人的排列顺序就可以了。也就是说，把这两个人当成是1个人，来思考这9个人的排列方式。

9个人的排列方式有9！=362880种。但是，这两个人自己的排列顺序颠倒过来的时候也可以，那么实际上，9个人的排列顺序有2倍。因此，这两个人相邻时的排列方式数量如下：

9！×2=362880×2=725760种

总的来说，10个人并排坐的时候，两个人相邻的概率是725760÷3628800=[image: ]（20％）。于是，大家就知道了相邻而坐的概率还是非常高的。

A和B相邻的概率是？

用数数方法将同样条件下的排列方式的数量求出！

4个人的排列方式
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A和B相邻时的排列模式

把A和B想成是绑定的一组


[image: ]


A～J10个人的时候也是一样的
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以过去的数据为基础的统计概率
天气预报所说的“降水概率”是指？

▶ 降水概率是这样计算得出的

很多人每天早上都会确认好降水概率再出门。所谓“降水概率”，顾名思义就是下雨的概率。因为是以过去的气象数据为基础推算出降水量1毫米以上的降雨概率的，所以可以称之为“统计概率”（详细内容参看第3章）。

让我们来简单讲一下降水概率的计算方法，如下所示。

例如，我们如果想算第2天的降水概率的话，就从过去的气象数据中选出与第2天的预测气象数据相近的数据。如果选择的气象数据有10份，其中有8次下雨的话，明天的降水概率就是80％。

▶ 即使降水概率是0％也会下雨吗

但是，不得不注意的是，很多平台显示的降水概率都是以10％为单位，数值经常会被四舍五入。

因此，“降水概率是0％”指的是真实降水概率不满5％。所以即使从过去的数据推算出的降水概率是4％，也会被预报为0％。

通常情况下，概率0％的意思都是绝对不会发生，但是在表示降水概率的时候，即使是0％，也并不意味着绝对不会下雨。

该如何算降水概率呢


[image: ]
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另外，降水概率通常会四舍五入一位数字。
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A或者B发生的概率
抽取扑克牌中想要的牌

[image: ]

▶ 抽到红桃或者A的概率是？

例如，如果你想要的扑克牌是红桃或者A，那么从除去大小王后剩下的52张牌中抽取1张，抽中红桃或者A的概率是多少呢？

红桃有13张，A有4张，但是这两者都包含了红桃A。

那么，我们如果把“抽到红桃的概率”和“抽到红桃A以外的A的概率”分开来考虑的话，二者不能同时发生，属于互斥事件，所以我们将二者相加，便能算出概率。

抽到红桃的概率是[image: ]，抽到红桃A以外的A的概率是[image: ]。因此，抽到红桃或者A的概率如下。

[image: ]

▶ 还有另一种思考方法

另外，按下面这种思路也能算出来。

因为抽到红桃的概率是[image: ]，抽到A的概率是[image: ]，抽到红桃A的概率是[image: ]，那么我们把抽到红桃的概率和抽到A的概率加起来，再减去重复了的抽到红桃A的概率，便可以算出。算式如下：

[image: ]

像这样，当两个事件中有一部分重合时，就把两个事件的概率相加，再减去重合部分发生的概率，也能求出两个事件总的发生概率。



这就是“加法定理”。
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这个时候有两种计算方法

1．变成不同时发生的事件
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2．先算出重复事件的概率，再将其减掉
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用乘法来计算A和B都发生的概率
“一姬二太郎”[5]的概率是？

[image: ]

▶ “一姬二太郎”的概率是¼

人们通常所说的“一姫二太郎”指的是，如果头胎是女孩、二胎是男孩的话会更容易养。那么，这个“一姬二太郎”的概率是多少呢？

生两个孩子时，两个孩子的性别有“男男”“男女”“女男”“女女”4种。其中“女男”只有1种，所以“一姫二太郎”的概率是¼，也就是25％。

▶ 用乘法定理来计算独立事件

我们也可以用乘法来算这件事的概率。

第1个出生的是女孩的概率是½，第2个出生的是男孩的概率也是½。

而且，二者并不会对各自的结果产生影响。因为第1个出生的是女孩与第2个出生的是男孩这两者之间没有任何关系，都是独立的结果，所以我们称它们为“独立事件”。

这种情况下，将第1个出生的是女孩和第2个出生的是男孩的概率相乘即可算出结果。

这叫作“乘法定理”，算式如下：
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同样，连续生3个女孩的概率是多少呢？

生女孩的概率是½，连续生3个的概率的计算方式如下，结果是[image: ]。
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计算概率的方法有两种！
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1．数一数同样条件下所有可能出现的情况
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2．想一下所有事件的概率
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抽奖最佳的时机是……
排在后面的运气更好？

[image: ]

▶ 抽奖的时候应该排在后面抽吗？

大多数人都会觉得，抽奖的时候排在后面更容易抽中，是这样吧？因为总觉得开始抽奖的时候，无奖签有很多，不中奖的概率就比中奖的概率要高得多。然而，随着不中奖的人越来越多，无奖签也会慢慢减少，所以越靠后面抽，中奖的概率就会越高。

因此，抽奖的时候排在后面更容易抽中。

▶ 幸运降临的时机是？

现在，有10支签，其中有3支是有奖的，A、B两人按先A后B的顺序来抽取。那么让我们来比较一下A和B各自的中奖概率吧。

3首先，A中奖的概率是[image: ]。接下来，算B的中奖概率时，有A中奖、B也中奖，以及A不中、B中奖这两种情况。因此，我们分别求出这两种情况的概率，将它们相加即B中奖的概率。

3 2 A中奖、B也中奖的概率是………[image: ]

A不中、B中奖的概率是…………[image: ]

只有B中奖的概率是…………[image: ]

结果，A和B各自的中奖概率都是[image: ]。所以，抽奖的时候不管是先抽还是后抽，中奖的概率都是一样的。

如果与抽签顺序有关系的话
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10支签中有1支有奖时
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第7个人的中签概率
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专栏　日常所讲的话也与概率有关

“万一”的意思是万分之一，“千载难逢”的意思是1000年中遇到1次都算难得，都是很少发生的意思。

另外，日语用成语“九分九厘”来表示几乎确定的事物。这个“九分九厘”的意思是概率为99％。

但是，大家可能会觉得这有些奇怪。因为在形容棒球的安打率时，日语通常说的“3割3分3厘”指的就是33.3％，同理，“九分九厘”不应该是指9.9％吗？

这个说起来也有一些复杂。本来小数的单位，1的[image: ]用“分”来表示，[image: ]用“厘”来表示，[image: ]用“毛”来表示。因此，“九分九厘”就是0.99，也就是99％。

1另一方面，“割”是用来形容比例的，表示[image: ]。而“分”也是“割”的[image: ]，所以“分”就是[image: ]。

另外日语中也有“五分五分”这样的说法，它的意思也和“概率为½”“50％”一样，“五分”就是0.5的意思。

另外，与概率相关的词还有“一か八か”（直译为“一还是八”），意思是听天由命。

对于为什么“一”和“八”会出现在词中，有很多种说法。比如，有说法认为词源是“一か罰か”（直译为“一还是罚”，日语中“八”和“罚”的发音是一样的）这种赌博用语，掷色子时点数1朝上就赢了，否则就输了。还有说法是选取了“丁”和“半”的上面的部分。

像这样，自古以来与概率相关的词在人们的日常生活中被频繁使用着。
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[1] 如无特殊说明，本书中用“以内”“以上”标示的数值范围均包含本数，如此处的“两局以内”就表示“少于或等于两局”。——编者注

[2] 大谷翔平，有“日本棒球王子”之称，2013～2018年加盟北海道日本火腿斗士队，后加盟洛杉矶天使队。——译者注

[3] 棒球术语，指每次击球能打出安打的概率为30％的球员。——编者注

[4] 阿弥陀签是日本常见的一种抽签游戏，具体玩法如下：竖着画几条平行线，在相邻的平行线间任意画一些横线，这些横线最好相互之间错开。确定一个竖线的下方的点作为中签点。每个人选一个竖线的顶点作为起点开始往下走，遇到横线则沿着横线走到隔壁的纵线，按照相同的规律继续往下走，最后到达的终点就是抽签的结果。——编者注

[5] 日本谚语。“姬”指女孩，“太郎”指男孩。这句话是说头胎生女儿、二胎生男孩是非常理想的。——译者注
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首先来了解一下彩票的原理吧！
买几次彩票才能中奖

[image: ]

▶ 如果中奖概率是[image: ]的话，买10次就一定能中奖吗

买10次中奖概率为[image: ]的彩票也不一定中奖。这就是“有奖彩票占全部彩票的[image: ]”的真实含义。

那么，到底要买几次才中奖呢？这个可以用以下的公式求出。

至少1次中奖的概率=1-全部都不中的概率

例如，买3次中奖概率为[image: ]的彩票时，至少中奖1次的概率是：

[image: ]

同样，买10次中奖概率为[image: ]的彩票，至少有1次中奖的概率为65％左右。

那么，像街上的福利彩票这样的大规模事件会怎么样呢？例如，买300次中奖概率为[image: ]的福利彩票时，至少中奖1次的概率约为63％。

▶ 即使增大分母，中奖的概率也依旧为63％左右

当分子是1，分母大于70时，如果我们只增大分母，分子不变，那么，买彩票次数与分母相等时，中奖率均在63％上下。比如，买100次中奖概率为[image: ]的彩票，至少有1次中奖的概率依旧约为63％。想不到会这么少呢。

彩票“numbers3”需要三位数字全部猜中才能中奖，它的中奖概率是[image: ]。所以一次性购买1000张时，至少有1次中奖的概率约1000为63％，购买2500张时，中奖概率约为92％，只有购买4500张的时候，中奖概率才接近99％。

如果是中奖率为[image: ]的巨额彩票的话，得买多少……想想就浑身发抖。
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梦真的能买到吗
买彩票能到手的奖金是？

[image: ]

▶ 一等奖的中奖概率竟然是……

2018年的夏日巨额彩票，1个单位（1000万张）的中奖金额如下所示：


[image: ]


所以平均每张中141日元以上的话就属于运气很好了。

一等奖（5亿日元）的中奖名额只有1个，所以中一等奖的概率是[image: ]。

▶ 买10张的话，可以期待的中奖金额是？

那么，只买1张夏日巨额彩票的话，可以期待的奖金（期望金额）是多少呢？

要计算期望金额的话，有两种方法。一种是用每一张的中奖金额乘以其中奖概率，再算出它们的和；另一种是用中奖金额的总和除以彩票张数总和。这里，我们尝试用后者，即“用中奖金额的总和除以彩票张数总和”的方法来算一下期望金额。

首先，算出中奖金额的总和。中奖金额的总和是14亿990万日元。此时，期望金额是用14亿990万日元除以1个单位的张数总和（1000万张）。

14亿990万÷1000万=140.99日元

也就是说，每张300日元的彩票对应的可以期待的中奖金额大约是141日元，占售价300日元的47％，竟然还不到一半。

通常很多人都是每次买10张（3000日元），所以按理来说，期望金额大约就是1410日元。当然，也有很多人总是只中300日元，但是如果长时间持续购买的话，平均下来差不多就是这个金额。

怎么判断你的运气好还是不好呢
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还有从概率的角度来判断运气是

好是坏的方法。

就是期望值。

期望值就是从概率的角度来形容

值得期待的程度。
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如何组合才能中头奖呢
很容易中奖的彩票号码是？

[image: ]

▶ 特殊的号码很少能中奖？

让我们来继续讨论前面彩票的话题。举个例子，如果你能得到下面3张彩票的其中之一，你会选哪张？


第11组　1　1　1　1　1　1

第77组　1　2　3　4　5　6

第53组　1　3　0　7　8　2



大多数人都会选择第53组，对吧？

为什么会这样呢？因为它是3张彩票中看起来最像能中奖的号码。另外两张和它相比，怎么都觉得中不了。

为什么大家会觉得中不了呢？因为大家通常都会有一种先入为主的观念，就是很有规律地排列的特殊号码，是不太可能会中奖的。

▶ 实际上不管是什么号码，中奖概率都是一样的

像巨额彩票这种奖券，每组有100000～199999这样的号码，号码不重叠，共计10万张。组数按1～100排列，共100组。

这10万张×100组=1000万张被称为“1个单位”。

在1000万张彩票中，的确，不规则的号码比规则的号码要多出很多很多。

第11组111111只是这1000万张中的1张而已。第53组130782也是这1000万张中的1张。

当然，当我们从1000万张中选1张时，无论哪个号码的概率都是[image: ]。这1000万张彩票中所有号码都有且只有1个。因此，无论哪个号码，中头奖的概率都是一样的。并不会由于号码的不同而有所差别。
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[1]“全国自治”是一家日本彩票发行机构的名称。——编者注
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从概率的角度来说，无论哪个数字，中奖的可能性都是一样的！
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让人可以连续地准确预测赛马结果的方法
连续3次猜中冠军马

[image: ]

▶ 收到了冠军马的预测邮件

A唯一的爱好就是赛马。在“第7赛事日”前夕，一封赛马预测邮件直接发送到了A的手机上，上面写着这个公司所预测的冠军马的编号。结果，次日，那个预测完美地应验了。之后，A先生的手机又收到了两封同样的预测邮件，两次也都猜中了。

因为冠军马的预测连续3次都猜对了，所以A就完全相信了那个预测的公司。

因为这3次的比赛都是由10匹马来完成的，所以连续3次猜中冠军马的概率是[image: ]。

那么，这家公司真的可以准确预测冠军马吗？

▶ 是什么使得连续3次预测都准确

实际上，按下面这种方法就可以连续3次猜中冠军马。

第1次时，给10000个人发邮件，每组1000人，按照马编号1～10是冠军马的顺序，分别给这10组人发预测邮件。那么收到的预测会应验的有1000人。

第2次，针对这预测应验的1000人，100人一组，同样按照马编号1～10是冠军马的顺序，分别给这10组人发预测邮件。这时，已经有100人连续两次收到应验的预测了。

第3次，针对这100人，再次分成10组，每组10人，按照马编号1～10是冠军马的顺序，分别给他们发预测邮件。结果就会有10个人连续3次收到的预测都应验。

刚好，A就被包括在这10个人当中。
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无论多低的概率，只要分母（目标人群）足够大，就一定会有猜中的人！
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持续的时间越长，越会输
用期望值来考量一下赌博

▶ 摇一摇色子就得到朝上点数100倍的钱

要想提高在赌博中的获胜概率，通常需要先想好期望值。

举个例子，假设你在玩这样一个赌博游戏，摇一下色子可以获得朝上点数的100倍的钱，点数1朝上时是100日元，点数2朝上时就是200日元。那么你每次最多下注多少，才会有赢的可能呢？

如果算出可获得的期望金额是多少，也就能知道比较有利的下注金额了。

色子的每个点数朝上的概率都是[image: ]，所以期望金额如下：


[image: ]


▶ 如果期望值高于下注金额，就可以获胜

期望金额是350日元，平均每次赌博可获得350日元。因此，如果每次的赌注均低于350日元的话，持续下去，获胜的可能性就会变高。反之，如果赌注是400日元的话，平均每次会输50日元。

而且，大多数赌博都是期待金额比下注金额低的。因此，持续赌博的时间越长，就越容易输。
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让我们来看看下方的图表基本上就明白了
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把100万日元变成200万日元的最可行的办法
在有可能会赢的赌博中取胜的方法

[image: ]

▶ 在赌博中想把100万日元变成200万日元

举个例子，假设你迫于需要，在24小时之内无论如何都要准备出来200万日元。但是，现在手头上只有100万日元。于是，你决定用赌博的方式，把100万日元增加到200万日元。
[image: 图像]
这时，如果在如下合法的赌博场所的话，下注多少，才最可能获得200万日元呢？

这个赌博场所中有获胜概率½到[image: ]不等的赌局。假设你在概率为½的赌局中获胜，你就可以获得下注金额的2倍，在概率为[image: ]的赌局中获胜，就可以获得下注金额的3倍。

通常大多数人都害怕一口气赌上很多钱，所以会先尝试着把10万日元下注在概率为[image: ]的赌局上。这样，赢的话，就能获得200万日元。

但是，实际上，像这样把钱分散在低概率的赌局上，越赌获得200万日元的可能性就越低。

▶ 获得200万日元的最佳方法是？

可能性最高的方法是，将100万日元一口气全部赌在概率为½的赌局上。就会有50％的概率把100万变成200万。当然，也有50％的可能会变成血本无归。除这个方法之外，你能获得200万日元的概率都会比50％低。顺便说一下，参与10次概率为[image: ]的赌局，获胜的概率是40％。

为了把100万日元的本金变成200万日元
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辨别对方是不是骗子
在有骗局的赌博中决定胜负的方法

[image: ]

▶ 用假硬币进行公平的赌博

大家约定用抛硬币的方式来赌博，但是对方用了容易显示正面或者反面的质地不均的假硬币。

即使在这种情况下，也有公平地进行赌博的方法。那就是抛两次硬币，对两次结果下赌注。例如，连续抛两次硬币，如果是先正后反，那么你获胜，反之，则对手获胜，如果两次都是正面或者两次都是反面的话，则平局。

▶ 抛两次就变得公平了

让我们来一起确认一下，这样是不是真的能进行公平的赌博。

如果使用了正面朝上概率为80％的硬币，那么反面朝上的概率就是20％。

这时，我们抛两次硬币，先正后反的概率是0.8×0.2=0.16（16％），先反后正的概率也同样是0.2×0.8=0.16（16％）。

如上所述，即使用了80％会正面朝上的假硬币，用这个方法也会变得很公平。

顺便说一下，两次都是正面的概率是0.8×0.8=0.64（64％）。

两次都是反面的概率是0.2×0.2=0.04（4％）。

这个结果提醒了我们，如果使用了质地不均匀的硬币，两次都是正面或者两次都是反面的概率就会变得极其高或者极其低。由此也就可以推测出对方是个骗子。
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在A发生的条件下，B发生的概率是？
想连续中奖

[image: ]

▶ 连续中奖的概率是？

现在有10支签，其中3支有奖，那么连续抽取两次（签不放回）都能中奖的概率是多少呢？

因为10支签中有3支是有奖签，所以第1次的中奖概率是[image: ]。

但是第2次抽的时候，已经把有奖的1支拿出去了，所以有奖签的数量以及签的总数都减少了1支。也就是说，现在9支签中有2支是有奖签，要从中抽取1支。

所以，第2次的中奖概率是。[image: ]

▶ 条件概率及乘法定理

就像算第2次抽签的概率一样，在事件A已经发生的条件下，事件B的发生概率叫作“条件概率”。而且条件概率也可以通过乘法定理（见“一姬二太郎”一节）计算求出。

A和B都发生的概率=A的发生概率×在A已经发生的条件下B的发生概率。因此，连续两次的中奖概率如下，是[image: ]。
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第1次
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专栏　奇迹般的概率

世上有很多可以被称为“奇迹”的事情。

但是，并没有规定要求概率达到什么程度才可以被称作“奇迹”。人们通常都是根据经验，把自己觉得很少会发生的事情称作“奇迹般的事情”。

例如，随机在52张扑克牌中抽出1张，如果成功猜出那张牌是什么，大部分的人都会很吃惊。

这个概率是[image: ]。连续两次猜中的概率约为[image: ]。连续3次猜中的概率大约是[image: ]。

不仅如此，抽中巨额彩票的一等奖的概率是[image: ]，简直是遥不可及。

从扑克牌的例子中也可以看出，人们面对概率性很小的事件，都会觉得很厉害。

那概率为[image: ]的事件，真的可以说是奇迹般的事件了。但是，在日本有1亿2000万人，所以即使是这样罕见的概率性事件，在所有日本人中的1个人身上发生也并不奇怪。

另外，这个世界上有超过75亿的人，所以[image: ]的奇迹事件发生在75人身上也不足为奇。

就算是发生概率为[image: ]的骇人听闻的事件，也有可能会发生在这世界上的某个人身上。

所以，即使一件事的概率是“几十万分之一”，如果实行的次数非常多的话，发生了也绝对不是什么稀奇的事情。
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了解概率的好处
看清事物的本质

[image: ]

▶ 与日常生活相关的概率

概率是数学中的一个领域，但同时也与日常生活紧密相关。

每天早上，人们大多会看电视上的天气预报，确认当天的降水概率，来判断是否要带伞出门。

不仅是降水概率，猜拳获胜的概率、冰淇淋的中奖概率也是如此，会经常出现在人们的生活中。像通过入学考试的概率、中彩票的概率、与命中注定的人相遇的概率等，这些都会影响到人的一生。

诸如此类，在我们的日常生活中，有很多和概率有关的事情。

也正因为如此，掌握概率学的知识才变得更加重要。

▶ 掌握了概率学的知识也能防止欺诈

了解概率，可以更好地理解事物的本质。

以前我们认为只是偶然的事情，现在明白了事实并非那样，加上理论上的解释说明，就能做出正确的判断了。而且，也会发现一些我们迄今为止认为是正确的事情，实际上是错误的。

例如，之前所讲的彩票号码话题，大多数人通常都会觉得，比起相同数字和连续数字，不按顺序排列的数字所组成的号码中彩票的概率更高。实际上，由于中奖彩票只有1张，所以中奖概率与彩票上的数字是否规则没有任何关系。但是有很多人是以这样的错觉来判断的。

除此之外还有很多这样的例子。如果不懂概率，可能就会遭受很多意想不到的损失，甚至还可能会被别有用心的人左右。
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学概率的目的是？

想稍微预测一下未来！



首先记住，概率在已经过去的时间里是没有价值的。
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始于17世纪的掷色子赌博必胜法的研究
从赌博中发展而来的概率论！

[image: ]

▶ 起源于对掷色子赌博的获胜方法的研究

概率与赌博有着密不可分的关系。

之所以这么说，是因为概率本身就是从研究赌博的获胜方法开始发展起来的。

17世纪，法国的嗜赌贵族德·梅勒曾向他的数学家朋友帕斯卡询问，关于用色子赌博时所遇到的一些问题。

帕斯卡在和他的朋友费马通信往来中，就梅勒与他商讨的问题展开讨论，并成功将问题解决。据说，这件事也成了概率论得以飞速发展的巨大契机。

德·梅勒和帕斯卡讨论的关于色子赌博的内容是：用多个色子进行赌博游戏，或者在游戏中将单个色子掷多次的时候，如何做才能获胜。以及，在中途停止游戏的时候，怎样才能公平地分配赌金（参照本章专栏）。

▶ 了解了概率就能在赌博中获胜吗

像这样，概率在发展历史上就和赌博及其必胜法等有了很深的关系。

但是，研究了概率，就真的能在实际的赌博游戏中获胜吗？

很讽刺的是，随着对概率的不断学习，人们会发现几乎所有的赌博都是玩的时间越长越会输。

对赌徒来说，概率是不可缺少的学问！
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概率究竟是什么
衡量事件容易发生程度的标准就是概率

[image: ]

▶ 概率是出现某个结果的比例

那么概率到底是什么呢？

一般来说，是出现某种结果的比例，或者是用来衡量事件容易发生程度的标准。

比如，我们来考虑一下抛单枚硬币时的情况。因为硬币有正面和反面，硬币被抛出后，会发生的是“正面朝上”或“反面朝上”这两种可能情况的其中之一。

因此，抛单枚硬币的时候，正面朝上的概率是两种可能性之一，也就是½（50％）。

▶ 概率可以通过简单的计算求出

概率用“所求概率的事件的数量（比如在抛硬币时，我们想计算正面朝上的概率，那么正面朝上这个事件的数量为1）”除以“所有可能出现的结果的数量（抛硬币的话，就是正面朝上和反面朝上两种）”即可计算得出。正面朝上的概率就是[image: ]。

同样，要想计算掷色子时点数1朝上的概率，就这样想：因为点数1朝上是6种可能出现的结果中的1种，所以就用1除以6，等于[image: ]。

但是，用上面这种方法计算时，很关键的一点是，该事件所有可能出现的结果，并不会同时发生（比如抛单枚硬币的时候，正面和反面不会同时朝上）。

并且，前提必须是“所有结果出现的可能性是均等的”（比如抛硬币的时候，抛质地均匀的硬币时，正面和反面朝上的比例是一样的，没有差别）。
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让我们回想一下概率的计算方法：
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但是，这种计算方式只适用于所有可能结果不会同时发生以及发生概率相同的情况

正确的例子
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不正确的例子
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通常情况下，概率是如何求出的呢
概率的范围一定是从0到1

[image: ]

▶ 让我们再来一起确认一下概率的计算方法

正如前面所阐述的，我们想要求得概率的那个事件，与其他可能出现的结果不会同时发生（在抛硬币的例子中，就是抛单枚硬币的时候，正面和反面不会同时朝上），并且所有结果发生的可能性是均等的（抛硬币时，正面和反面朝上的比例相同，没有偏差），这两个条件都满足的时候，我们可以用下面的方法来计算事件的概率：

[image: ]

在这里，让我们再次思考一下掷色子时，偶数点数朝上的概率。掷色子时，可能朝上的点数从1到6，共有6种。

其中偶数点数有2、4、6这3种，所以偶数点数朝上的概率为[image: ]。

▶ 不存在“120％”这种概率

概率一定是0～1（用“％”表示时，就是0％～100％）这个范围中的某一个。而且，概率为0（0％）的话，意思就是绝对不会发生。概率为1（100％）就是一定会发生。

也会有“120％的概率能做到！”这样的表达经常出现在我们的日常生活中。但是从概率学的角度来说，这样的事情是不存在的。这样的说法一般是人们用来强调某件事一定能做到或者一定能成功，只是一种夸张的表达方式。
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概率的计算方法
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数学概率与统计概率
概率有两种类型

[image: ]

▶ 类似抛硬币这种事件的概率叫“数学概率”

硬币有正反两面，所以，将单枚硬币抛出，可能产生的结果就是“正面朝上”或“反面朝上”这两种情况之一。

因为抛硬币正面朝上的情况是两种可能之一，所以其概率就是½。通过类似于这样的思考方式计算出的概率叫作“数学概率”。

同样，在掷色子的例子中，因为点数1朝上是6种可能结果中的1种，所以，它的概率就是[image: ]。

一副除去了大小王的扑克牌还剩52张，从中抽到红桃A的概率就是[image: ]。这些都是数学概率。

▶ 从实际的结果中推导出来的是统计概率

假设，单枚硬币被抛了10次，其中7次都是正面朝上，那么，正面朝上的概率就是[image: ]。以这种方法求出的概率叫作“统计概率”。

如果棒球击球员在100次击球中打出30个安打，那么这个击球员击中球的概率是[image: ]，即安打率三成。这也是统计概率（由于安打率的计算方法有些复杂，我们在此做了简化）。

综上所述，数学概率是理论上计算出的概率，统计概率是从实际结果中得出的概率。
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概率的大数法则是什么
重复的次数越多越接近理论值

[image: ]

▶ “½的概率”意味着什么呢

让我们更进一步来具体看看数学概率和统计概率是什么。

我们说抛单枚硬币，正面朝上的概率是½。这里指的是数学概率。但是，实际上大家知道，即使我们将单枚硬币连续抛出两次，也并不是其中一定有1次正面朝上。甚至也有可能连续抛5次，朝上的都是反面。

那么，所谓的“将单枚硬币抛出，正面朝上的概率为½”这种数学概率意味着什么呢？

这不是两次中会发生1次的意思，而是我们把硬币抛出很多次之后，将其结果平均下来，正面朝上所占的比例接近½。

▶ 次数多了，概率的准确度就会提高

将单枚硬币抛10次，7次正面朝上时，正面朝上的概率就是[image: ]。这指的是统计概率。但是一般来说，如果实行的次数少的话，统计概率就不容易接近数学概率。

例如抛硬币。当我们不断地抛，抛个上百次、上千次，甚至上万次，我们会发现，随着次数的增加，正面朝上的概率就会越来越1接近数学概率，即½。如果不断地重复很多很多次，就会按照几乎等于½的比例发生。

像这样，随着某件事被实行次数的增加，统计概率会越来越接近数学概率。这被称为“概率的大数法则”。
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求数学概率不需要数据，但是无法求出数学概率的，就要取大量数据，这样才能更接近理论值！
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发现事件中所隐藏的规律性
偶然事件与概率的关系是？

[image: ]

▶ 世界上尽是偶然的事件

这世上发生的事情可以说几乎都是偶然的结果。所谓“偶然的事件”，就是那件事情的发生是无法预测的。

“睡过头了，匆匆忙忙跑到车站，结果发现电车由于事故停了。”这是偶然的事件。

“在车站碰巧遇到了高中同学。”这也是偶然的事件。

同样的，抛硬币正面向上是偶然的。摇色子，摇出来的是点数5也是偶然的。

因为这些都是无法预测的结果。

▶ 在偶然中所隐藏的规律性

但是，我们发现在被认为是单纯的偶然事件中，也是有规律性的东西存在的。

这就是前面阐述概率的大数法则时所提到的，随着单枚硬币被重复抛出很多次，正面向上的结果所占比例就越来越接近于½。

像这样，用具体的数字来表示的偶然事件中所隐藏的规律性，就是概率。

掷色子时，我们无法预测后面哪个点数会朝上。因为哪个点数朝上是一个偶然结果。但是，通过反复多次掷色子，每个点数朝上的概率平均都是[image: ]，也就是说，我们了解了其规律性。

世界上的一切都是偶然形成的

例如试着把硬币抛10次


[image: ]


再来试着回顾一下过去发生的事情，

会发现一切都是以十分惊人的概率发生的。
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前面的结果会使后面的结果发生变化？这是错觉
概率通常是固定不变的

[image: ]

▶ 连续几次正面朝上后，反面朝上就容易出现了？

抛硬币的时候，如果连续好几次都是正面朝上的话，大多数人都会觉得“差不多该到反面了吧”。

这是因为连续多次正面朝上，人们不自主地就会觉得下次反面朝上的概率会更高。

但是，不管怎么连续出现正面朝上的情况，后面反面朝上的概率也不会变高。因为硬币不会随意变形，反面朝上的概率也不会发生改变。

正面和反面朝上的概率都是½，这是绝对不会变的。概率不会突然变高或者突然变低。

“差不多该反面朝上了”，这只不过是一种错觉。

▶ 绝不会受过去的结果所影响

“玩柏青哥[1]的时候，玩了好几轮也中不了。”“达到了所谓‘沉迷’状态的机器会相对中得更快。”“一旦中了，就会很容易连续中。”这些想法也是错觉。

即使连续生了5个男宝宝，接下来生女孩的概率也并不会变高。

因为，这就像抛硬币一样，在同样的条件下进行的事件，通常概率是不会发生变化的。后面的结果并不会被“前面连续出现正面朝上”这种已经过去了的结果影响，其概率也不会突然发生变化。
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不论结果如何，通常两个人抽到票的概率是一样的！

　尝试抛硬币
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如果你在犹豫要不要改变，最好改变！
改变最初的决定，成功概率会提高

▶ 决定从3个信封中选1个

让我们来一起看看下面这个游戏挑战：从分别写有“A”“B”“C”的3个信封中，抽取一个装有价值10000日元商品券的信封，中奖的概率是[image: ]。

假设你选择了C信封。在你的信封打开之前，B信封的内容会先公开。结果，B信封内的卡片不是商品券。这时，给你一个更换成A信封的机会。

那么，此时，你应该如何选择呢？

B是没有中奖的信封，意味着无论选A还是选C，中奖的概率都是½。因为你很珍惜最初的直觉，所以依旧想选择最初的C信封。那么，这样想是正确的吗？

▶ 如果改变主意的话，中奖的概率就会提高

首先，假设是A信封内有奖，如果选择不更换信封，那么只有在最初选择的就是A信封的情况下才能中奖，所以中奖的概率是[image: ]。

下面，依旧假设是A信封内有奖，如果选择中途更换信封，会是什么情况呢？

最初选择的是A时，因为更换了信封，所以就很遗憾，无法中奖。

最初选择的是B时，因为无奖的C被公开了，并且中途更换成了A，所以就中奖了。

最初选择是C时，因为无奖的B被公开，中途更换成了A，也中奖了。

结果就是，选择中途更换的话，3种情况中有2种是中奖的，所以中奖的概率就是[image: ]。也就是说，中途将C信封换成A信封的话，中奖概率会从[image: ]提高到[image: ]。
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A或者B发生的概率
不会同时发生的概率

[image: ]

▶ 想记住的概率用语：“试验”和“事件”

在概率中，我们把类似掷色子的这种行为叫作“试验”。其结果，比如点数6朝上，叫作“事件”。

那么，当我们掷单个色子的时候，点数6或者奇数点数朝上的概率是多少呢？

奇数点数朝上的概率是[image: ]，也就是½。而点数6朝上的概率是[image: ]。另外，6作为偶数，也并不会和奇数点数同时朝上。

像这种，求不会同时发生的事件的概率，可以直接做加法。也就是说，想算出点数6或者奇数点数朝上的概率，把点数6朝上的概率和奇数点数朝上的概率相加即可。

[image: ]

▶ 不会同时发生的互斥事件

就像掷色子时的点数6朝上和奇数点数朝上，我们把不会同时发生的事件称作“互斥事件”。

同样，从52张扑克牌中抽取1张时，抽到红桃和抽到黑桃也属于互斥事件。那么，抽中红桃或者黑桃的概率，如下面的公式，将各自的概率相加即可求出：
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运气与理论值的偏差
弄清“运气”的真面目

[image: ]

▶ “运气”到底是什么

在赌博的时候，很多人会有“走运”“不走运”这样的想法。

那么“运气”到底是什么呢？

在以概率为基础的赌博中，“走运”“不走运”是指，某事的实际发生情况与理论上的概率有偏差。比如抛硬币的时候，正面朝上的概率是½，这就是理论上的概率。而实际抛硬币时，正面朝上的概率总会与½有偏差。

这个偏差就叫作“方差”。

▶ 与理论值之间的偏差就是“运气”的真面目

举个例子，假设你在玩抛硬币的游戏，正面朝上的话就是你获胜，反面朝上就是对方获胜，结果，抛了10次有8次都是正面朝上的，那么就可以说你非常走运。反过来说，就是对方很不走运。

理论上的概率应该是，抛10次会有5次正面朝上、5次反面朝上，但是实际上完全不是这样。我们在介绍“理论值”时也做了解释，抛硬币时正面朝上的数学概率是½，而这个“½”是指在实行了无数次之后得出的接近值。

但是，如果实行的次数很少的话，会经常发生偏离数学概率的结果。

这种偏离的状态，放到我们自己身上的话，如果（当然是指好的事件）概率增加了就是“走运”，如果概率减少了就是“不走运”。

方差

简单地说，就是表示数据的分布状态
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用方差来形容多少人走运和多少人不走运的话
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专栏　中途停止赌博时，赌金的分配方法

我们在讲述概率发展史时阐述过，法国贵族梅勒和数学家帕斯卡讨论过的事情之一，就是在中途停止赌博时，公平分配赌金的方法。

例如，在抛硬币游戏中，规定如果正面朝上的话你获胜，反面朝上的话则对手获胜，率先取得3胜的一方可以获得全部赌金。下注金额每人1500日元，共3000日元。

抛了3次后，你胜了2局、输了1局，这时，又因为某些原因不得不中途停止游戏。

这时候该如何分配赌金呢？因为你胜了2局，对手胜了1局，所以你可以和对方以2比1的比例分享3000日元。这种情况下，你分到的是2000日元，对方分到的是1000日元。这听起来似乎很合理。

但实际上，你还差1次胜利就可以得到全部赌金即3000日元，所以上面的方法其实是不太公平的。针对这种情况，帕斯卡他们是这么想的：先思考如果这个游戏还继续下去的话，结果会是什么。再根据这个结果来分配赌金。你是2胜1负，对手是1胜2负的状态，如果你赢了，会是下面两种情况之一，将两种情况发生的概率相加，结果为¾。
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综上所述，你能获得的份额是3000日元的¾，也就是2250日元，对方的份额是3000日元的¼，即750日元。
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[1] 日本的一种非常流行的弹珠游戏机。——译者注
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无重复地列举出的结果就是“情况数”
概率是用“情况数”算出的

[image: ]

▶ 可能发生的情况的总数是“情况数”

为了求出概率，我们首先要弄清楚概率公式中的分母和分子分别代表着什么。

因此，我们需要了解“情况数”的相关知识。

将某件事的结果中可能发生的情况无重复地列举出来，这些情况的总数，就是所谓的“情况数”。

例如，掷单个色子时，朝上的点数共有6种。这6种点数的朝上状态，就是情况数。点数3朝上是其中1种情况。

所以，点数3朝上的概率是。[image: ]

另外，如果要算掷色子奇数点数朝上的概率，奇数点数有1、3、5，奇数点数朝上的情况数就是3，所以，奇数点数朝上的概率就是[image: ]，也就是½。

▶ 有了“情况数”就知道概率是多少了

当我们在算数学概率的时候，情况数是很必要的一个数字。只要知道了情况数，概率就能很快被计算出来。

计算数学概率的公式，我们在前面已经做了说明。无论是公式中的分母即“所有可能出现的结果的数量”，还是分子即“所求概率的事件的数量”，这些都被叫作“情况数”。
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重点
如果能够数出情况数，就能简单地计算出概率。




“有几种方式？”计算法①——加法法则
菜单的选择方式有几种

[image: ]

▶ 不同时发生的时候做加法

今天的午餐是在A日式餐厅吃亲子饭或者天妇罗套餐，还是在B西餐厅吃汉堡、烤肉套餐或者牛排呢？在日常生活中，我们在做类似的选择的时候，总是会有这样那样的纠结。

如果从上述菜品中任选其一作为午餐，那么总共有多少种选择方法呢？

这也是情况数。

A日式餐厅有亲子饭和天妇罗套餐两种。B西餐厅有汉堡、烤肉套餐和牛排3种。

那么，既然是任选其“一”，就不能同时吃两种以上。对于这类不会同时发生的情况数，可以直接做加法求出概率。

这叫作“加法法则”。也就是说，在这种情况下，菜单的选择方式共有2种加3种，等于5种。

▶ 求掷色子时点数的朝上方式也用“加法法则”

让我们来算一算，掷单个色子，“点数3或者偶数点数朝上”的情况数是多少。点数3朝上的方式有1种，偶数点数有2、4、6这3种。点数3和偶数点数不会同时朝上，所以可以直接用“加法法则”。

因此，“点数3或者偶数点数朝上”的情况数是1+3=4。

午餐的情况数
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掷色子时点数朝上的情况数
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“有几种方式？”计算法②——乘法法则
要注意抛硬币时正反面朝上的情况

[image: ]

▶ 如果同时抛两枚硬币的话……

如果同时抛两枚硬币的话，会有多少种正反面朝上的情况呢？可能会有很多人觉得是“正正”“正反”“反反”这3种，实际上这是错误的。

那么除此之外，还会有什么情况呢？为了让大家更容易理解，我们把两枚硬币想成一枚是5日元的，一枚是50日元的。这下就可以清楚地理解了，5日元硬币和50日元硬币可能出现的正反面朝上的情况是“正正”“正反”“反正”“反反”这4种。

因此，当我们抛两枚完全一样的硬币时，也同样会有4种朝上方式。假设一枚是A硬币，另一枚是B硬币，A、B硬币可能出现的正反面朝上的情况有“正正”“正反”“反正”“反反”这4种。

▶ “乘法法则”就是用乘法来做计算

求这类问题的情况数的时候，只要参照下图画一个“树状图”就能立刻弄懂了。第1枚硬币的正反面朝上的情况共有正、反两种。如果第1枚硬币朝上的是正面，第2枚朝上的有正、反两种。同样，如果第1枚硬币朝上的是反面，第2枚朝上的还是有正、反两种。因此，一共有4种正反面朝上的情况。

对应着第1枚硬币的两种结果，第2枚硬币也分别有两种结果，所以也可以用下面的乘法计算求出。这叫作“乘法法则”。

2×2=4种

抛硬币的情况数
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重点
在思考情况数的时候不要忘记事物的独特性
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“有几种方式？”计算法③——阶乘
去洗澡的顺序有几种？

[image: ]

▶ 画了树状图之后就会非常容易理解

A同学家是个三口之家（父母和A这个女儿）。一家三口一个接一个地去洗澡，一共有多少种排列顺序呢？因为是爸爸、妈妈和女儿3个人，所以有“爸爸、妈妈、女儿”“爸爸、女儿、妈妈”“妈妈、爸爸、女儿”“妈妈、女儿、爸爸”“女儿、爸爸、妈妈”“女儿、妈妈、爸爸”这6种排列顺序。如果我们用树状图来表示的话，就很容易理解了。

▶ 用阶乘也可以简单地求出结果

像这样的问题，虽然可以通过树状图将所有的情况不遗漏地、清楚地数出来，但是我们还可以想想更简单的计算方法。

现在是有爸爸、妈妈和女儿3个人。首先，可以第1个去洗澡的人是3个人中的任意一个。紧接着可以去洗澡的，是除第1个人之外的另外两人之一。最后去洗的就是剩下的那个人了。

那么，用下面的乘法算式就可以求出3个人去洗澡有多少种排序了。

3×2×1=6种

这种乘法计算就像下楼梯一样，从最大的一个数，逐一往下乘，乘到1为止，因此，被叫作“阶乘”。并且，我们会在数字的后面标记一个“！”来表示阶乘。将n个不同的数字按顺序排列，会有“n！”种排列方式。那么，A同学一家的情况，如果用阶乘来表示的话，如下所示：

3！=3×2×1=6种

去洗澡的顺序
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重点
一边想象树状图一边来计算吧！
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用“5！”来表示这个事件的情况数！




“有几种方式？”计算法④——排列
如何排列珍藏品

[image: ]

▶ 从5幅画中选出3幅来排列

从5幅画中选出3幅，挂在墙上作为装饰。有几种排列方法呢？

首先，挂在墙壁左端的画可以是5幅中的随便哪幅画，所以有5种选择方式。挂在中间的画，是除了已经挂在左端的画之外的4幅中的1幅，所以有4种选择方式。最后，挂在最右边的画就是剩下3幅中的1幅了，所以有3种选择方式。

因此，从5幅画中选出3幅，并排装饰在墙壁上的情况数，可以用下面的乘法算式计算求出。

5×4×3=60种

▶ 试着用排列来计算

从n个不同元素中选择出r个不同元素不重复、无遗漏地排列，叫作从n个元素中选择r个元素的“排列”。

通常我们把排列记为“nPr”这个符号，表示从n个元素中选择r个元素的排列。如上面的例子，从5幅画中选取3幅画排列时，我们用“5P3”来表示。

一般来说，从n个不同的元素中选择r个（不重复）元素的排列数，用下面的公式来表示：
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让我们尝试一边想象树状图一边来计算！
因为有3处挂画的位置
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排列的应用a：男女交替着排列入座
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▶ 7个人全部的入座方式是……

4个男生、3个女生一起去看电影，并排坐成1列，那么男女交替着排列入座的方式有几种呢？

首先7个人全部入座的方式如下，有7！种。

7！=7×6×5×4×3×2×1=5040种

▶ 男女交替着入座的排列方式是？

其中，男女交替着排列的入座方式是“男女男女男女男”。

要想求出这个排列，我们需要先分别求出，男生和女生各自的排列顺序有几种。

首先，先算出在排除女生的情况下，男生的排列方式“男〇男〇男〇男”有多少种。那么，也就是要求出4位男生的排列数，如下，有4！种。

4！=4×3×2×1=24种

同样，女生的排列方式就是“〇女〇女〇女〇”，那么，求出3位女生的排列数就好了，如下是3！种。

3！=3×2×1=6种

那么，针对男生的24种排列方式，女生也分别有6种排列方式与其对应，所以，男女交替入座的排列方式，就是将男生的排列数与女生的排列数相乘。

男女生交替着入座的排列方式如下：

24×6=144种
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重点
把情况拆解后，
将各自的情况数相乘就好！




排列的应用b：4张卡片的排列方法是？
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▶ 含有相同元素的排列

将写有“1”“1”“2”“3”的4张卡片按顺序排列时，会有多少种排列方法呢？首先，让我们来思考一下如果是4张完全不同的卡片会有多少种排列方式。计算方法如下：

4！=4×3×2×1=24种

因为实际情况中有两张“1”，所以我们把两张卡片“1”当成“1a”“1b”来分开考虑，“1a、1b、2、3”和“1b、1a、2、3”这两种排列方式都被计算在内了，但实际上它们都是“1、1、2、3”这同一种排列方式。

也就是说，上面的计算方法算出的排列方式比实际的要多出一倍。实际的排列数，要用4张卡片全部不同的情况的排列数（4！=24种）除以2！（=2种）。

4！÷2！=（4×3×2×1）÷（2×1）=12种

▶ 含有相同元素的排列的计算公式

共有n个元素，其中有p个相同元素的时候，如果求这n个元素排成1列的方法共有多少种，通常按以下公式计算可以求出：

n！÷p！

而如果5个元素中分别有2个和3个完全相同的元素时，按如下算式计算可以求出其总共有多少种排列方式：

5！÷（2！×3！）=（5×4×3×2×1）÷（2×1×3×2×1）=10种

也有不承认独特性来计算的情况！

我们在学习情况数的时候已经有所了解，“独特性”指的就是，像两枚硬币各自的正面一样，乍一看似乎一样，但实际上是不同的事物。
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“有几种方式？”计算法⑤——重复排列
Numbers 4[1]共有多少种选择方式

[image: ]

▶ 从0000～9999

可选择4位数字的彩票Numbers4的数字选择方式共多少种呢？

Numbers4是4位数字都可以在0～9这10个数字中选择的彩票。也就是说，其排列范围是0000～9999。

因为，4位数字都可以在0～9这10个数字中选择，所以4位数字的选择方式有多少种可以用下面的算式求出:

10×10×10×10=10000种

▶ 什么是重复排列

像这样，从n个不同元素中可重复地选取r个元素后，按照一定的顺序排成1列，我们把这个排列叫作“重复排列”。并且，可以用下面的公式算出重复排列的总数：

重复排列=nr

在上面的例子中，104=10000种。

同样，彩票Numbers3的选择方式就有103种，即1000种。

那么，如果用1、2、3这3个数字拼成一个5位数字，有多少种方式呢？

如果用重复排列的话，很快就能算出来。从3个不同元素中，重复选择5个，选择方式的数量如下。

35=3×3×3×3×3=243种

4位数字的排列方式有多少种
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①和②没有关联的时候，不管①上的数字是几，②上都有10种。

无论做多少次，原本的条件、元素都不变，这样的模式（排列）叫作

重复排列
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“有几种方式？”计算法⑥——循环排列（圆排列）
围圆桌而坐的入座方式是？

[image: ]

▶ 如果位置关系相同，排列方式也相同

5个人决定一起去最近很火的某个中餐厅吃饭。

刚好，那家店有张5个人的圆桌。那么，大家想一想，如果这5个人围着这张圆桌坐的话，会有多少种入座方式呢？

在这种情况下，如果位置关系相同的话，我们就认为排列方式（顺序）是相同的。
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这样的排列，叫作“循环排列”，也叫作“圆排列”。

▶ 循环排列的计算方法

在循环排列中，只要位置关系相同，即使位置发生了转动也没有关系。因此，我们可以先确定1个人的位置，以他为基准，再考虑其他人的排列顺序。以前面的图为例，如果以A为基准，那么只要求出其余4人的排列顺序就好了。所以，这个问题就简化成了“求4个人的排列顺序”，如下所示：

4！=4×3×2×1=24种

一般情况下，循环排列的计算方法，按以下公式计算即可：

n个元素的循环排列=（n-1）！

坐成圆圈的时候的排列，被称为“循环排列”（也叫“圆排列”）。
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重点
先把第1个入座的人固定下来，
再考虑剩下的人的入座方式。
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“有几种方式？”计算法⑦——项链排列
用5颗钻石来做手镯！

[image: ]

▶ 能做出几种样式的手镯？

大家想一想，如果用线把5颗形态不一的钻石串起来做手镯，能做出多少种样式呢？

这时，我们也可以利用循环排列的计算方法。按照循环排列来计算的话，总共能做出24种样式。

（5-1）！=4！=4×3×2×1=24种

但是，这是正确答案吗？实际上还有后续。用5颗形态不一的钻石做手镯的时候，如下方左图所示。

但是，如果把手镯翻过来，如下方右图，仍然是与左图完全一样的手镯。
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所以，用5种钻石做出来的手镯的样式数量，应该是循环排列所求结果的一半。

▶ 项链排列是循环排列的一半

因此，把5颗形态不一的钻石串起来做手镯的时候，可以做出24÷2=12种样式的手镯。

像这样的排列，叫作“项链排列”。



n个念珠的排列=循环排列所求结果÷2=（n-1）！÷2
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用5颗宝石做项链
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“有几种方式？”计算法⑧——组合
书的选择方式有几种？

[image: ]

▶ 从3本书中选2本

如果要从3本书中选择2本，让我们来一起想一想，共有几种方法。假设我们把3本书分别标记为“1”“2”“3”，那么就有“1、2”“1、3”“2、3”这3种选择方法。另外，如果把选择顺序也考虑进去的话，那么从3本书中选择2本就有“1、2”“2、1”“1、3”“3、1”“2、3”“3、2”这6种方法。

将这两种情况一比较，我们就不难看出，在不考虑顺序的情况下，“1、2”和“2、1”属于同一种选择方式。虽然在排列中，它们会因排列顺序不同而属于两种排列，但是，若不考虑顺序，这两种排列就没有区别，属于同一种。我们把它叫作“组合”。

所以，从3本书中选择2本书的方式，如下：

3P2÷2！=6÷2=3种

▶ 从10本书中选择3本的组合

同样，想要求从10本书中选择3本的组合时，如下所示，先求出从10本书中选择3本书的排列，再除以3本书的排列。

10P3÷3！=（10×9×8）÷（3×2×1）=720÷6=120种

求从n个不同的元素中选出r个元素时的组合，用以下公式计算：

从n个元素中选出r个元素的排列÷r个元素的排列数=nPr÷r！

另外，因为“组合”的英文是“combination”，所以上述公式通常写作“nCr”。

从10本书中选择3本共有10C3种组合。
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也就是说，最好想一下在60种排列方式中，有多少个这样的6种。
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组合的应用a：网球双打的组合方法

[image: ]

▶ 有几种配对的方式？

4个人进行网球双打比赛的时候，每两个人一组，共有几种组合方式呢？

假设4个人是A、B、C、D，每两个人配成一对的方法如下：

A、B-C、D　A、C-B、D　A、D-B、C

像这样，有4个人时，只要把与A配对的人先定下来，剩下的两个人就可以自动配对。因为与A一组的人可以是B或C，或D，所以一共会有3种组合方式。

▶ 试着用公式来计算一下

下面让我们来想一想还有没有其他方法可以求出结果。首先，我们假设两个组是有区别的。那么，如果把两个组定为1组和2组的话，只要选1组配对的人就好了，因为1组选好了人，2组就可以自动确定了。选择1组配对的人的方法，是从4个人中选择两个人配对。因此，算式如下，共有6种：

4C2=（4×3）÷（2×1）=6种

但实际上，没有必要去区分两个组，1组和2组的人有可能会颠倒过来。比如1组（A、B）、2组（C、D）与1组（C、D）、2组（A、B）是完全一样的。本来是同一种配对方式，结果由于将两个组换了一下顺序就变成了两种配对方式，这个排列（2！）相当于多算了1倍。因此，应该有6÷2=3种配对方式。



稍微动一下脑筋就可以很快地算出情况数。



例如，把A、B、C、D分成两两一组
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也就是说，从4个人中选2个人就好了，配对方式可以随意决定。
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组合的应用b：男女各选2名代表
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▶ 两男对两女

从5男4女的9个人中，男女各选2人组成4个人的代表团，有几种组合方式呢？

为此，我们先想一下男女分别选出两个代表有多少种方法。从5个男生中选出两个代表的方法：

5C2=（5×4）÷（2×1）=10种

从4个女生中选出两个代表的方法：

4C2=（4×3）÷（2×1）=6种

两名男代表分别对应两名女代表，所以算式如下：

10×6=60种

▶ 从100个人中选出99人的方法是？

那么，从100个人中选出99个人，有多少种组合呢？大家知道，可以用100C99来计算。但是在这种情况下，如果我们从相反情况的角度来考虑，可以更简单地将结果求出。

从100个人中选出99人和从100个人中除去1人，是一样的意思。所以，可以直接思考选择1个被除去的人有多少种情况就好了。

从100个人中选中1个人有100种方法。所以，从100个人中选择99人也一共有100种组合。

这种情况下，公式“nCr=nCn-r”就成立了。

100C99=100C（100-99）=100C1
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[1] 日本的一种彩票，暂无中文译名。——编者注
images/00187.jpeg





images/00186.jpeg





images/00189.jpeg





images/00188.jpeg
|~





images/00183.jpeg





images/00182.jpeg
3+

1





images/00185.jpeg
FrEYRELIINGRIVEE

o ) -atew)

0
WIRE750%212218] (0%~100% )





images/00184.jpeg
FkBERBYSHHBINE
FrEYRELIINERVEE

%

RERTE
AT TAVERIA R .

| | | peze

i | | S e

—HB6fp

AR/ StEAEDZZD?






cover1.jpeg
Qi BhizsREBO BREEOS

{awm qw
i

!
B9

B
s B O MR (=)
SHE %=

+e %

Bitrsrexss






images/00181.jpeg
PR E N E i

B =
FrE M I E BN E






images/00180.jpeg
(IRIZEFEBIBER )

T BRI ER 1
BE= T rrEREeEXER =72
e REHE R REIERIR AN

ki f&iE EHAEE





images/00176.jpeg





images/00175.jpeg
| +2=—





images/00178.jpeg
PR EERAIF RIS
PRE R REthINRYZE AV E

s =






images/00177.jpeg
BERETAY

BEEUREEEEENIRE igg&mﬁ%@ﬁ
SJo

REWL, WREHHFTN—TAFKENE, HERIEAFFNG,





images/00172.jpeg
MERBIBER Y, IEIEHA
REWEL, BEWF NG

RNfELOLE, REBARFUN—
TARE, HMEEEREIR, B
=l EE= T

NFELKENEE,
MRLBELTNE,






images/00171.jpeg
BRIB0%, B
HABR—EAET
SS[I






images/00174.jpeg





images/00173.jpeg
RERE
NERGFSE, BHTE
RERESHOERA 5 5!

RURT, EF1Z
| 1ZFRER S IE
=

EHREDRELER e
IR BRSNS AIRY





images/00179.jpeg
B FIHERS sz — BHEHER VBT (2. 4. 68 3F) . i _
Hea e HesFaxEER EavER (1~685 £ 6ft) 6

nEmeamn | BOESAREERLOBR ) ©@®
TR R e ——————realY

ELPRRN TR TRELEIBITEIER (44P)

©® ©0 0® G0

KEREEABENEEHTER





images/00170.jpeg





images/00165.jpeg
1
10000 000





images/00164.jpeg
1
130 000






images/00167.jpeg
1
100 000 000





images/00166.jpeg
1
100 000 000





images/00161.jpeg
RAERENNE
| R, ArblEes:
EEPRINE.

EHY!

BRIERBIETA
BET T,

SB2RHPREFNFIREWT A
MAETEN,.






images/00160.jpeg





images/00163.jpeg
2700





images/00162.jpeg





images/00011.jpeg
%X%X%=%(é’ﬂ7%)





images/00010.jpeg
S (=2 )x5(=0)=5 (422%)






images/00013.jpeg





images/00169.jpeg
BEFEXAPINTS
iE B E RSS!






images/00012.jpeg





images/00168.jpeg
I S
7500 000 000





images/00015.jpeg





images/00014.jpeg
= IBEEERERET L -ﬂ= lw
Tishe TR Rg= 0%





images/00154.jpeg
=80%IEE#A L
20% =EzA ERIR
fEm!

B
HefEmBTe!






images/00153.jpeg
FTE, D& ESRHOHERT, BF
ARDRIRE BERAEAER], B2
SRS B ERAMAFREN!

BU7 eEiE
X2 : 2%

Z R <1;> FHLW 4
HEfE sam— W2

AREIE :

57 :

TEE—AR R IR E L,
BERAIEEEE !

% BRNAT=E





images/00156.jpeg





images/00155.jpeg
#2)RE91ER

@@ 64%

@O 16% D yeyEHERERERRGE,
O D 16% <« DEREETERATE.

Q0 EnsueEatr ® 1@

FSERNE S EREEEX.

X SROERSRENIE, EREHL
13% EENR (REZHRES) o
13% BRSPS R EM AN AT !

3%

39 "SRPBIRZEENNE, SEEHLE
° EE/IR (BRIEZINETR) o 7

39% WX RREMATNERATH!

e

1%

00G9ERE®
(= o (@ (@) (@G
9E00EEA®

WREBXAEIPITE
2—iE, BATH
SEHTIE!

R R IHX LRI AIIE,
FRARFTREFRI R IRIET






images/00150.jpeg





images/00152.jpeg
B7iXEHNET!

TR T H
B(E, AR
T5ECHY

TETERYIRES





images/00151.jpeg
Nl=





images/00158.jpeg





images/00157.jpeg





images/00159.jpeg
S x 2 = 6 =1 (w79
10 9 90 1§ AEE)

FLRM F2Rky EEWRMN
Xk ¥k ¥R






images/00002.jpeg





images/00001.jpeg
L (8

4

<

Z 3 i & ® B w 2 @ % E o #F

99

W B
ws BIND R

St o4k BB

S

+ it &

BEitewrexsn





images/00004.jpeg
1
10 000 000





images/00003.jpeg





images/00006.jpeg





images/00005.jpeg
1
1 000 000





images/00008.jpeg
1 XLEFTISHED

50% 3 100:REFE50R

100 RPBEIRELZESN
99% 2% <o






images/00007.jpeg
MRt SRSl

Z&%‘Fﬂﬁﬂdjab
H{Exo

Tme'm%j(
80%0






images/00009.jpeg
6 _ 2 ue79
9—3(2’7674)





images/00143.jpeg





images/00142.jpeg





images/00145.jpeg





images/00144.jpeg
(100+200+300+400+500-+600) X é —2100% 1

‘ =350 H 7T





images/00141.jpeg
MNECHRERE MNFMATRRERE






images/00140.jpeg





images/00031.jpeg
WRFFRBI00R, FH—ERE
HEIZAR!

BRINEZ0RNE, R’EZ :
DR HIERZO,






images/00030.jpeg
HobEmey ohEmey EhiEENE
[EEaR R RES LR = 2

A A =
Qq}agcﬂ

M—ESBARDREAER: “WORE EX 0
B, METBFZE, REBIETEAN? "

BRPBTHEATEERBIE! WRIR
RARNIBFENG, BXTMERLE
AT “EX" 7!

Rk, AuBHE— T SHIVA LR,
BLERBHHNREMERBRELFRT

HeFns HEFHRE WEFH1 S

REEAEHIER [l 22 REEA CAEE

5

—

BURESGARMR, HERNARNEMY,
WERA “ARIEREML o






images/00033.jpeg





images/00032.jpeg
ETAR— SRR rOT, DREN—— ,
) 10000 000
O

MBEEFIRKE, K23005ENE, B

90%HIEARREPR |

23005 FE eI AT SR
B, BRAXRER, WIRBLH
E£TA612FE, 23000 FERSEHD

BY0.5%, #ERESHY, HEFSHY!






images/00035.jpeg
~0.017 (1.7%)





images/00147.jpeg
REPDEFIRENHEES L RIEEER

EIXEHERT!

I HEE,
FrUZIBREY

JEEBIZRE

ETXERERT !

TEEEIREL
% BFERNIATEE






images/00034.jpeg





images/00146.jpeg
B ZNERLBICEHI

WRHE1000RET,
AESB500R21B
HREBLE, BER

| | |_1000% | meseor

REURDEVBHE REZ2 T ZIELEH)
tERISEIEED MESLREAHLE (50%) EFF

REGED, FhikiETEIE(E!

100%

50%
(HABE)





images/00037.jpeg
BIBIERMAE
BRESNF!

O
B © &
® @ ®
QN @N 7M
D DDA
oo oo oo
=2 = =
I 0 10
[ B R e
WO
Wow W
@ @

& m 2 2 =
= © © ®
® © @ F #
Gﬁua S» 4» s“” QQ&
oo &l oo wjo op
X 2 2 2
I 0 0 1 1
A A A A
o R R W
TR T TR R
@ M &F ©® W





images/00149.jpeg





images/00036.jpeg
(BRT=8SHRA)

| = |2BESEE || EoEMEED
BV S | i

108 =% 108=%AE R /DB ETN
EXEOSH | =tEnvmek LR

1-(2)° = 0.8
B1a%) (98 .3%)






images/00148.jpeg





images/00028.jpeg





images/00027.jpeg





images/00029.jpeg
HRSm “1” HR?

AMRAVHERE, A 1 (100%) " RRRENSKENSB.

HeFE HeFhREIUI HesHaERE
A= HYREER LR Il ) 2
I . 5 -

B B





images/00132.jpeg
1
10000 000





images/00253.jpeg





images/00131.jpeg
114129900 H7T I 0 k1000012

20184
EE EgﬁKJT

1T eI

e JHZ990T5 —
:Figﬁgk—]oooﬁgﬁ =140.998 7T/





images/00252.jpeg
g g%ﬁﬁﬂﬁﬂﬂliﬁ#ﬁﬁiﬁ NE %Q THRREVOFPEIETITN

g g Q ? BARNSBREROVESHI0H

BTLAHETS 10 x 6=60FPIEHE T3\

MIOADR, EFIIABZ/DIPES?

SHEE
100X99X 98 -+ x 1 | RIRG

100 C 99 = o garnons

MI00 ATPEHE99 1 AFIMI00 A TPiE

BITAR—HN,

H @@\
RS

MI00APHERRII T AFIMI00ADHEZRT T A —HHY !
81 166 C 90 =106 C 1 =100






images/00134.jpeg





images/00133.jpeg
EXIT1HBETHEE,
IRy 3 2587T!

115, B
SRiES /R

rasiAl

KRS TMRIETG, RO ITNEREESA S,






images/00130.jpeg
HEETRESHTEE!

ABASEIR EREDZZ/DIB?
%55 Y4 )% Voo Moo
Vo ommnst, mornmgs *£963%

63%EREET S0 |

E’ﬁo
B#ooR, 1
63%HIBERIEZ,





images/00251.jpeg
RRRRB:.  BRBB«

BN BB LZR22HREZ DO
1EEIAD R

N\

BB ysiammmr BB parAmmz

_ 5x4 _ _ 4X3
502 T Hx 10% 402 T Hx = 6%





images/00250.jpeg
==y (B2, ¥iFA. BAIC. DAYAIIE,
P 2EEE HERNE B, B
LEEEBRE2,

C. D -A. BZ2—1¥8Y RE2EBBERE—T!

ERPEANSBEIR—T, WAHEDE
ESIERME S






images/00020.jpeg
(@)

- 1653408
lol'iﬂﬂ i (1000%)

Q 2 7

1000% Oh (/)\t) 24h





images/00139.jpeg





images/00022.jpeg
27/\8F465340%>
)

100 000FHh





images/00021.jpeg
2/\B$465340%

DC> (10000%)
h

100007 0 24h

e






images/00024.jpeg
Xbr L, 2 RBIMERISZ 8 WRRANEZAHEEZ_H
EBITTK, FTAZ B3R P—ABER, S—TABR
EBRUTMFEEZ—, MERFA R ik — ?o






images/00136.jpeg
1
10 000 000





images/00023.jpeg
3





images/00135.jpeg
KT3HBTHFE
% 32087t

TVHOHTR 5
i BEEX MR
RFARE! AL, @i





images/00026.jpeg





images/00138.jpeg
HET53KER
HEBIHE Sk !

na
111111

ERksE DI





images/00025.jpeg
R 2% R% 2%

TEEER  SBHyHER THWEER SBHER





images/00137.jpeg
HHREIEIEF

s@ma’” EEA I
£000 & £000 & £000 &
114 774 534

111111 123456 130782






images/00017.jpeg





images/00016.jpeg





images/00019.jpeg





images/00018.jpeg
TTM Trrm

RIS,
AEENHRES!

SHMASEE S T
Bl aome

N W s 00 O

AR EREIE!






images/00121.jpeg





images/00242.jpeg
LSOO R LB RIMN T8

ML SkBNE,
M2 —HINFE





images/00120.jpeg





images/00241.jpeg
WRZEBH FHVATEEAIHY
AU S TG -

nTABSMALEER, RBEEEZITA,
BEERTH (n-1) ABHSIARATUT .

NN/ ES= (n=1) | b





images/00123.jpeg
1= 2 X2 X2 =10 = 22 (£970%)





images/00244.jpeg
2ABIRTEIAT S REEEEESNVAIISI

® A
O
9. ® OO

24 = 2=12%h






images/00122.jpeg





images/00243.jpeg
STEWAFPIRM, £—TE LR ITBIRFSIS TV 0UE
“TBEHES]” |8

EEFMEHHTI—1, IR, DUHEEERE I LIS,
B—1TSYBENERET—TF. | | BMEREMELIR, HERE—FP
WEFE—FPHBIS Ao

B E R — ST ARIHES
BRESSH, FTBEIRES
BiREOVETRL S |
BRI HEBIATEL






images/00051.jpeg
F—NRPERBARUL!
EiPERMERRESIE?





images/00240.jpeg
BAREEZ/DIPHS
HIN? ZAHTEEIR?

EITALEMEERT

REVE
‘ 2080 l
2N
W 2B, FoL
BEBEHTLL






images/00050.jpeg
1-0.065=0.935 (93.5%)





images/00053.jpeg
1=0.085=0.985(98.5%) &
EASRIBE/DRRIMEE

NEEEDBR.





images/00129.jpeg





images/00052.jpeg
E20AMNEE L, ZINESB10RET,
FREZANENFERR2OERZ

20 19 . 18 gp (B5%)
W N W KX g N°°° g - 006E
3 3 8 3

EIA EVIN EXIN Z10A
2WET BREIANZON  BREEI. 2A28h BRERBEIIEI~9 T AZIH






images/00128.jpeg
1
10 000 000





images/00249.jpeg
R RBWRESADT
A, FTBIR T AR





images/00055.jpeg
b musms,
b TR

MIR90%FFIA
V'

90%

35%
0%

1R 10X nZR





images/00054.jpeg
o| s || - oo
2R OREVEER 1ROV





images/00057.jpeg





images/00125.jpeg





images/00246.jpeg
MOEARFOELIARHS, RPITSIES x 4 x 3=6014,

P StoRD BUHEBITTS

Op
0 Oele @eE .12
) ) & ) ) & ) ) & R BNE
BEE ™





images/00056.jpeg
HERLHDS DR RINREZI9%H “BRUFR" |

BB 99%/ID!

2o BXAEIS?
WEEBTRIRT

0 BRE

BRIRNR.






images/00124.jpeg





images/00245.jpeg
® O s2
B

AESIAT HESVFNIEEEA—HERY!

prites 7-15

F’ ‘ ‘ RRBH AR —HENE
A A B

B A C

A B C

C

B

C

* HEBIA, 8'5 WAEAL 8'5
B\ ATH B. A*ﬁn

B

A

cl| s
A |
C

B





images/00059.jpeg
JELIR EA—EAERER

ESRRU EE—EALEMER 308 £994%

ISR — T BT 4 REBT R :
ELRM EE—EEHLENER 37.5%
ELEFRRU FE—EBLNER  87.5%

BE &% 6y
BERBERERES
REWR,





images/00127.jpeg
1000





images/00248.jpeg
" B
e
[Sp]

[agayal
U m <t

[

o0 O U
< < M





images/00058.jpeg
&

AE

EENRERSBHE
HERREMP!

IEENELEER CRYESR





images/00126.jpeg





images/00247.jpeg
MSEBDBEHI RGBT R,
X BB
oX4X3 _ 60  _ o EI TR
3IX2X1 6

BT ABHVHBIS I

HOREFISEVERE, BRE5SCIRRR

F [ASE B PRSI |
SX4X3

_ 5X4X3
Cs 3X2X1

PRI A BAHBITS T

MO FZ3A BV R
1 O X 9 X 8 . - “ AN
10(:3 TR ] =noft XN [





images/00049.jpeg





images/00110.jpeg
SITA

N 16 A
B2TA ReDBUEERS

(]

° .. 688._.7.868._5_5&8 &
s | BRTRERTREXTE
27T 7 ADREIEER %

1037 55 BIREY LR 3% 2 iR
@D, 1 1 iE, BEP AR LAIBEEEE
= == = = PEHVRRBNNEEZEHE
10 &x — @ —FrEAsRRERg—

0

RES2M!

16T A
AOpEHIMEER






images/00231.jpeg
O BNHBIARE?

Pk T ITEREY
HBo






images/00230.jpeg
nPr = n! Eh (A—E) 1

ITRETLEE 0 AT HOR T HE5 AL b %
HEAANTE H HE 7 £ N (FER) TE
B HE 7 B HEBEFRANEE





images/00112.jpeg





images/00233.jpeg
38884 228

7T ABVHEBI S T2 ? 71 =5040%t
BB T AN RN HB AR ELEIB?





images/00111.jpeg





images/00232.jpeg
5X 4 x3 = oot

B3 B TRRIEE 2 R @ SR T St —

BR 3 SRRV E ZSMVAtE 2 —

FﬁSP3 KRR

M5/I\¢’iﬁ?¥3’l\/‘\ MO T OERFE2 T /-\

=5X4X3 =6X5
Pagiax (P> =5
3THERA 2MRE

RER—TRIRIFREIMSRE

50 _ 51 _
sPs 20 sPy=ggr="5r="5-=60

—RABATRRTENG

__nl K
nPr (D! N






images/00040.jpeg





images/00042.jpeg
1 364__1
365 365





images/00118.jpeg





images/00239.jpeg
MARNRBERE, 2R—T4

. ZEBAHBID . AR
SN e A e Mem sk LXK
we—fm | () CP

DM






images/00041.jpeg
x 204 _ 264
365 365





images/00117.jpeg





images/00238.jpeg
(A) (E)
WP =
mﬁmwmﬁ &





images/00044.jpeg
208 5y 2107
1><365 ><365





images/00043.jpeg
563
365





images/00119.jpeg





images/00046.jpeg
REEBEE 82" B "EA
HAE, HMEROSKETK.





images/00114.jpeg





images/00235.jpeg
X3FHAAH
HIHGHE?
BHBITST,

FERTEMFTENER,

LIEABREFR A BEIHBIS .

%%% .E:'EI*E\%UEB’Q%E ]
2N

sio-£r (1)) 1) [@) 7EE. TameHsmEE,
IS SIESIRER-RAEOE, 41 =248

ez
.
1)) f @) | ecinse N
LERd |
] A —
B

AMEOTTEEVHEBI AT





images/00045.jpeg
304 363 343
]. X365 365 """ %"VO 49 (49/)





images/00113.jpeg
1000





images/00234.jpeg
82328882 ¢
r \ FRER.
BRA 228

Ehr.s: 2L B RASIT AR
4 X 3 X2 X 1=24% 3X2X1= 6fb

2288 222

S5 EMRPHBI S T AEX R8Y BT AERVABIET

|;'> S4H247HEFIHE T, SiPEFB M TAENHRIE NS 23N,
HEE2 . 7524 x 6=144FH5I 5 X,





images/00048.jpeg





images/00116.jpeg





images/00237.jpeg
EREE g
@

DTURE, X TEEIAFRGHD
THMHEST, FUEsTT

RNESHIFRISTPTR. FHFHAR
THVESE, P ~9BIEEPHENANR,
HBIHSRE

eal, FMUNTERNARR
KIBEFHEST

e ESHES

X 9x8x7x6
©® 9%x9x9x9





images/00047.jpeg
BEEBHER
B ABIREZ

10T AR EEBEENASIREE

e,
356

365 364

" 365 * 365

~ 1-0.88=12%

&S "Be” £H
E[CilEOPNE ) 72

R B2 T AZH
S82£BRE8ME

~A

364 °
1-(355)

~1-0.98=2%






images/00115.jpeg





images/00236.jpeg
0 0 0 0
§ § S 9
9 9 9 9
10 x 10 x 10 x 10=10 000Fh





images/00039.jpeg





images/00038.jpeg
=
@
mF ko

Up oocco © (5]
(S

o3
=

S

1=(2) = 0.95(95%)
92%
90%

ErlERD, BHFEKER
EHETHBENE (58
A) , EXEBINE, e
RL76%BMERBER/DE NS
ERE!





images/00220.jpeg
REMERNIHEREZHANR

W= — PRIEERAIE RIS
PRERIREHERAYSRAVE S
O REEXRE

@ FTEYRESRNAEMETHEE





images/00101.jpeg
F11 g g
g2 g Q

5% 5% 25% Z5%

q} 4? %;%%%
2 2

17hiE5R

=25%

AFPiER
EENEp





images/00222.jpeg
A 27
+

Bra3fd

RERE LS
BRI, Q8
BARERRE






images/00100.jpeg





images/00221.jpeg
X

© FEERE :| ST
@ ERHIRE (R) TRE

(#1)

HFR BT @@ 1
BBERHI @ ==
@@ :
47 @@ 3 unfeﬁmﬂsﬂ
®@® ¢
mmmﬁ@ﬂiﬂt e ‘=‘
QEIRE
a@r%»aﬁz @® :| &7
@@





images/00071.jpeg
Wz 1 11 21 31
8% | 3 13 23 33
05

- --------- 1B AR AIR S
|:| --------- ISR 2 IR A





images/00070.jpeg
9950 A

I ERTE=E R 56X

1A \
i -
9751\ L
= =
53 199+49=248 A\ 199A

£920%

SENADPE0%ZE
RV,

LHEANREZ T, EMEARESIA98% th—ERHEA!

[:’> BV R HERIB% LRI

E4(15XEEERE EIBZE100%898iwmms H!





images/00073.jpeg
Il
—|

— | N





images/00072.jpeg
50% 20%

AR NG EEHIRER N
MEEEROHERE 129
50%

ZHRIE1/\E AR
EEIT e B Ep =R





images/00075.jpeg
ENEREGRHIERRONEREE, MABRERFANET
HeiRRS.

BIfER—TTHBENIE, (RREFVEE.






images/00107.jpeg





images/00228.jpeg
BARZHESE
EE.

S oilEy

ARASIRIE 2, HERCRREES.
B DBt AB - B TS 2 St SR A S R -





images/00074.jpeg
234

23
EBNAEERE50% MIFFIeRE), F23K4AT
BVAER BIRERZ50%

4

,






images/00106.jpeg
21_27_

o0 ' 90 90 10





images/00227.jpeg
S|ITA  E2TA

E3ITA





images/00077.jpeg
MrEIERIR PR AR —FHiemiitPEARY

20,70 5 % 50
160 9010~ 160 floo
© O 6

[yt MR RERIEE,
pEGEES RS R —HE|






images/00109.jpeg
U

SRR g .
FATEEHDIE.

f0F, HIEBIEE T AR EHDNNE
ﬂB%VFMEHEPB’SmEﬁ%E%., B





images/00076.jpeg
fREEATEIA,

%ﬂ%xﬁo
= Taﬁr
Eaﬂr g | | T g
D=

'} & NFSENEEEREAE,
: ERRNSEA RIS LARBERE,





images/00108.jpeg
bES
% )y a0
%\ /& AR RSN IHRERA S L LD
o\
oY ﬂ :

&R BEOPME” B—PAHIAE, BN
SRAFLESEN, BEFEEENES
BINBKITREVERSE !

3 g2 7TE

2 3R ‘&





images/00229.jpeg
REBST AR

R EX PR E
DENLEEEZTLH






images/00079.jpeg
IrElERE248

NEBIRR

RIEMA

NBIRE

2999999999099
99999999999
99909 CDDDDY
29990990099 DD
PDPHPDDDYYYYYD

@ ) @ ) Bmu Bﬁ @ ) @ 4 D Aﬁ
999CL00LD 99D
LLDIYIDIDDDDIYY
9999990

‘EE......

FRELREE T,

BN MREERAIARIE,

FeB5DXEMRIEE,
SAZFHRTREERK!

21%
8%
0%
25%

32
©
<
o
%
=
o

ESMR
27
Z0MME
26HMR

A
B
Cc
%






images/00103.jpeg





images/00224.jpeg
ey SRR R« v [— w ] ©

A LRV A
s (B - 470

soEmEms SOLEEIEHER L (PR e z$¢:| X
ViERE S o £
T mseeAr » 5%

BNRHeRESH,
BT BEE #4810,

@ 5ULE 2%t
@ EH 3
@ 5DLEMBE 17

(ERELHEND )

(5D FEREEBH) 2+3-1=4%h





images/00078.jpeg
X EIREELE XY
ENESELE?

4
t F5% N
S,





images/00102.jpeg
FARPRERBE,
NESZERET





images/00223.jpeg
{BEHREREEIZARID L EHR X

1235453 RGZPESENE!





images/00105.jpeg
S

O |

o

\O
o





images/00226.jpeg
o & | BREEEmMEHEFEER,

5, FENEIEr ey e
<L 0 | Zam. =
T

WNREBRBAVENENE AR EESSHIRRRING -
BATVB2OSHSI—TINE

T 0| a88 mmw)
%% BRR (rro mrzen =

ERUAENZE, FFU—
HBofp!

LRI ERE— TRRE! X
BEEREEY, BRENNSEHSNIAE

URBR—THRREHN
ia, RIBRERRER






images/00104.jpeg
=le

\O‘l\)

2 o





images/00225.jpeg
58 . 88
" D 06

S8R AEE 1F R EEB BYIE R a3Fh?





书名b.jpg
nztxy A IEEEH B Er





images/00211.jpeg
o BFHLH
Y RlRE

BIEHR

2@ BFPLHO[E
EOHIEFR

BAREFET—HEHT
DL, BrRASMEIDA!

?
R T2
B B
4 ZzE AN\ Al 3 Ei @ = ~
REEE—THRNEEE = ¢ 2 P s o =183%2)

BENERENSBONERZESH, FIUREEREEN (NEHH) |

\

OBARE[BEEINBHAT DR B MILE SRR





images/00210.jpeg
RIe e

MIES HMESENER
(1) ()
Hex WEFHLHIREES
HeFHLHRMEEE

BEMENER, TUBRRECEREEZM TR (SH) . 3
oh VS S EARR





images/00060.jpeg
AHER| B C BIBENAVER 50
BHEI B CHIREIHME R 50

2850 A I SHIRE AR -





images/00062.jpeg





images/00061.jpeg
7 % BVMERT,
50 P APEDEF—A
S DS HREREEES

FIFANARS
BEAPIE
9351 O

ARSI R —
BRI AL R 00

00N A BB IMER

700

oB
o=
P =]

7 7o BUBER T,
100N ABDE—TA
S EIB AL YRER S (}

2091
L) DX
E=
f 42
; srbrmseEnst, | %5
§ TEHRIHERENEL |






images/00064.jpeg
BERIR0%ET
ABRRRENRIG?

F RN
)

|
e

(T

e

R
RN

—
S

HRBETE, BB THNS, BIfE "M R,
REREMT ! CHER”T HERSIEN!  RBEVRENSD,
SEGVBIRES S A |





images/00217.jpeg





images/00063.jpeg
TR=E

m [o=[m
m |m[]| m

10%

HXZ

o
D [Oo[m
m |m[| m

409%

D [oo[m
m |m[| m

20%

RXZ

€]
D [oofm
m jm[| m

50%

D |oofm
m jm[| m

30%





images/00216.jpeg





images/00066.jpeg
MLR=FT JHEALE
D fgf(;;“iﬁ B
JGC

}gggtmoooam E> it'ﬂ'é’\ﬁﬂ’ﬂﬁ“a{é
& 550055 2000 x +500 x 3=1250 ( Bt )






images/00219.jpeg
BER=FrRENSHNME AR OISR E
(&R ED (152 %)






images/00065.jpeg
_ MEHONE,
: IEE$A 45200085,
K@ E4550085T,

<> Y

NFKESSENSE, RITRE—BeHHEBSERZD,





images/00218.jpeg





images/00068.jpeg
BIERBLE, FIASEFEAEEIIET.
BENLERK, FUSERNEEHT/REEE,

WRBRECNEAEFAE, WRENE—E, BLRESERES.





images/00213.jpeg
(H2E) KIKF (HiEEE) RIKF =Y

e hREH
EEHA. EENA, FEE
S FEEX  BALED PG
~esises SR TiARS

RONBIERLAERE
A RSKEIE TS,





images/00067.jpeg
)y FRESTRNHEE
100087

Hzggggﬂ’—‘zoooaﬁ o FROSTRIEEE
SE LA 2000 x 3+0x3=1000 ( Ht)






images/00212.jpeg
3K TRZHIN
NEFNRERE

A

RaT0a @ 2=
(LY Ty T
e —a D DRYD Das P eI
DG G PP BITIITIICAD

aa'saleValalalataba'saaa’'ala’davaa

08T 14185t (HEE) RIKFER
PR T

T EEEE T R
C=>| wi== >





images/00215.jpeg





images/00069.jpeg





images/00214.jpeg
T—IRGBEIE T B e
(% L)
T AERARLE, B RN R

(M3





images/00209.jpeg





images/00091.jpeg





images/00200.jpeg





images/00090.jpeg





images/00093.jpeg
13,4 _1 _1lo_4
P " B2 52 £2 113






images/00092.jpeg





images/00095.jpeg
HRIERZIPEA
WELTHK  HEIA HEEIEE |y o\ asomi

@9 > Gl 2

By KEESNTS o

pEEEE LS 4 S o ﬂ@ ENSEEEN

3
B = mp DT, WeEE
B2 52 52 Lioinss





images/00094.jpeg
M3hsehRchHER 15K





images/00097.jpeg
— | <
— | O\

— | O\





images/00206.jpeg





images/00096.jpeg
HRZIE HEIA

ENREODHRESH,
BT 3 I0E 2 e BiERIZBVER DR |
B, & 1_18
52 52 52 52
y IR
e AT RIENNE R |





images/00205.jpeg
BREDR, T
USRI

O

IBAIBR EHRIB?

EHEIZN—LBEE,
B MEANES BEES

TEE
] o [ [
o[ [ [m

IKBEUZSHDEPEBT
E#H, RNAJUARR,

BT BIART 6\
@
> ]9 (/:

u:ﬁﬁgizelﬂﬂ'ﬂﬁﬁm% , BRNTIBRBERITEN~2, 4~1008HF=R!

RS EE SRR g -






images/00099.jpeg
— | QO
— |
— |

— |





images/00208.jpeg
—i|w





images/00098.jpeg





images/00207.jpeg





images/00202.jpeg
wl—





images/00201.jpeg





images/00204.jpeg
DIEE]

JZiprids





images/00203.jpeg
w(n





images/00080.jpeg





images/00082.jpeg
ARl Bﬁ%gg@ﬁ@ﬂﬁﬁ?ﬁi% BRILESK S 5 ARDBAESBMALAYHEER
6%x2=12

ez _ 1

cmm o gd | 2 (50%)






images/00081.jpeg
T
OBREHAY

VYV

(S

%

&

0000000000000

0000000000000 2

X
@@ nooco @
X





images/00084.jpeg
g PRINEERR30%,

‘ B 4






images/00083.jpeg
10T ABIHBIIS TN ARIBAESRETBIRFSIS TV

10%OnBuTnBrbnlineBxDx]  nBxTrBuBulinBx2x] x 2

B TheBreSssneBx@xll %2 _

103S)5Bs T BreBre D32l ﬂ@ «2@%»





images/00086.jpeg
ERmeF

100KPEAXR TR ) 0%
100XPEI6R T ) 100%

XHAZ—THERNES, M2
—MEALRBZEHEIHF,






images/00085.jpeg
FEKBEER100% 2R N S REEBMBIB T E T/,
BRLR EAR—ESTR!

RIEEBLEB S
T T 2ORSHIRT

BORPFM o

00X 80%





images/00088.jpeg





images/00087.jpeg





images/00089.jpeg
15, 3 _16_
o TEr TTtr =73





images/00198.jpeg
% Q|0 s
®@0e606a0

T—xat | @) 4
AN,

Al
BoEREINEN!
ZIRSKEE @ .

g W EBAR !

UBNQ— ARSI,

MR ESFELENSEILTX.

E:) FZE-5780 @ @BRBEXFK.

REEERNE. @ @ mx%zas%% .





images/00197.jpeg
RFIKARBEBD
TIBI FRWIZ
BRI






images/00199.jpeg





images/00194.jpeg





images/00193.jpeg
BrxE—TF

HEHE Gt

FlanfuiEm 10RPIEEER 7R

EmELmE & <> rEnrwms L
2 s wep lo

WERE—T
GiE

100RPIEEER =572k

WEBRS—T
ZIrE

1000 RPIFEER 512K

TEE oV % < rmem oz D2,
ST 1000





images/00196.jpeg
D %

= <J
HHHOEOEDED
=

REOREOOER@ | :
S —

A BE— SRR
L S BEBENL

KTRR, HARRENSE, AMI—HERE,

a

ERARRE, BEAPRIR
e ecalid





images/00195.jpeg
1203 |4]s]ef7]8]of10]

DEIQEIRREIGEE

©0 PSR, WEEFMR. -

R, I FEPEREERDE ot o 0L %,





images/00190.jpeg
&
#

,
L TR
4 |, T

P SiiEaaRA! F P mI=
B | 2asz it | Lo TR
(81) ‘%. 5 sﬁ’ .-
e e W, i
EEHAVE R REHH

IR %E%ﬂﬁﬂcﬂﬁ

e, EAT : RE%, BETE
TIRMEE : R ermen

O RES TR i@ pEESRmSEY,

W I OBpMiEeErnERD
O TLINiFIHE P REetER
LSS i D
OEHISRTH, | @ mEABITINIE,

i REefeEATAE | BREAENE

| @ EAREmUENEIENE
P ORLE, rEnEES s
Bige






images/00192.jpeg
FEI— TR 2EPATHEEINR,
BEERHBVEN, MRSERUETIER
B8 (BEE) .





images/00191.jpeg





