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前言
序章　统计学概述
0.1　何谓统计学　
统计学
统计学的分类
0.2　统计学可以做什么
描述统计学
推断统计学
实验设计法
多元回归分析、多变量分析
贝叶斯统计学
第 1 章　描述统计学
1.1　各种平均数　
算术平均数
几何平均数
调和平均数
1.2　数据的离散程度①：～分位数和方差～　
分位数
四分位距
偏差
方差
离群值
1.3　数据的离散程度②：～变异系数～　
变异系数
1.4　变量的关联性①：～相关系数～　
皮尔逊积矩相关系数
1.5　变量的关联性②：～等级相关～　
斯皮尔曼等级相关系数
肯德尔等级相关系数
第 2 章　概率分布
2.1　概率和概率分布　
现象
概率
随机变量
概率分布
2.2　概率相等的分布：～均匀分布～　
离散均匀分布
连续均匀分布
2.3　抛硬币的分布：～二项分布～　
2.4　钟形分布：～正态分布～　
从二项分布到正态分布
生活中的正态分布
2.5　无单位的分布：～标准正态分布～　
标准化
2.6　掌握数据的位置：～σ 区间～　
2.7　分布的形态：～偏度和峰度～　
偏度
峰度
2.8　随机事件的分布：～泊松分布～　
2.9　同时处理多个数据：～卡方分布～　
卡方统计量和卡方分布
2.10　卡方值的比：～F 分布～　
2.11　代替正态分布：～ 分布～　
第 3 章　推断统计学
3.1　通过样本获取总体的特征：～推断统计学～　
推断统计学
描述统计学
大样本和小样本
误差
3.2　巧妙估计总体参数：～无偏估计～　
统计量的偏差
统计量的偏差
无偏估计（修正）的方法
无偏估计量（总结）
3.3　不受限制的数据个数：～自由度～　
自由度
无偏方差的自由度
自由度不一定是 n-1
3.4　样本统计量的分布①：～平均数的分布～　
样本分布（样本统计量的分布）
样本均值的分布（正态分布）
标准化后的样本均值的分布（z 分布）
标准化后的样本均值的分布（t 分布）
3.5　样本统计量的分布②：～比例的分布～　
样本比例的分布（正态分布）
3.6　样本统计量的分布③：～方差的分布～　
样本方差的分布（卡方分布）
3.7　样本统计量的分布④：～相关系数的分布～　
相关系数的分布（正态分布）（ 的情况）
相关系数的分布（t 分布）（ρ=0 的情况）
3.8　与真值的差异：～系统误差和随机误差～　
误差
误差产生的原因
系统误差和随机误差
标准误差（样本均值的情况）
3.9　关于样本均值的两大定理：～大数定律和中心极限定理～　
大数定律
样本均值中的大数定律
中心极限定理
第 4 章　置信区间估计
4.1　有范围的估计①：～总体均值的置信区间～　
区间估计
置信系数（置信度、置信水平）
使用了正态分布的总体均值的区间估计
使用标准正态分布（z 分布）的总体均值的区间估计
使用 t 分布的总体均值的区间估计
4.2　有范围的估计②：～总体比例的置信区间～　
总体比例的区间估计（正态分布）
4.3　有范围的估计③：～总体方差的置信区间～　
总体方差的区间估计（卡方分布）
4.4　有范围的估计④：～总体相关系数的置信区间～　
总体相关系数的区间估计（正态分布）
4.5　通过模拟来估计总体参数：～自助法～　
小样本时的总体分布
重复抽取样本
自助法
第 5 章　假设检验
5.1　判断是否存在差异：～假设检验～　
指定的值和样本均值的检验
指定的比例和样本比例的检验
指定的方差和样本方差的检验
不相关检验
平均数差异的检验
等方差检验
比例之差的检验
5.2　两种假设：～零假设和备择假设～　
零假设
备择假设
5.3　假设检验的步骤　
5.4　指定的值（总体均值）和样本均值的检验　
假设的思路
检验的思路
判断的思路
显著性水平
双侧检验和单侧检验
计算临界值（正态分布）
判断零假设（正态分布）
z 检验
t 检验
p 值（概率值）
5.5　假设检验中的两类错误：～第一类错误和第二类错误～　
第一类错误
第二类错误
统计检验能力
5.6　指定的值（总体比例）和样本比例的检验　
假设的思路
检验统计量（正态分布）
判断零假设
5.7　指定的值（总体方差）和样本方差的检验　
假设的思路
检验统计量（卡方值）
判断零假设
5.8　真的有相关关系吗？：～不相关检验～　
假设的思路
检验统计量（ 分布）
判断零假设
5.9　平均数差异的检验①：～两独立样本的情形～　
两独立样本
两配对样本
样本均值差异的分布与假设
方差的加和性
检验统计量（z 分布）
检验统计量（t 分布）
判断零假设（t 检验）
Welch 检验（不假设等方差的检验）
等方差检验（F 检验）
判断零假设
5.10　平均数差异的检验②：～两配对样本的情形～　
检验统计量（t 分布）
5.11　比例之差的检验：～两独立样本的情形～　
假设的思路
检验统计量（z 分布）
判断零假设
5.12　检验非劣效：～非劣效性试验～
目的
假设的思路
检验统计量
第 6 章　方差分析和多重比较
6.1　用实验确认效应：～单因素方差分析～　
单因素方差分析
方差分析的思路
总变异的计算
组间变异的计算
组内变异的计算
检验统计量（F 值）
假设的思路
判断假设
6.2　多个样本的等方差检验：～Bartlett 检验～　
假设的思路
检验统计量
6.3　考虑个体差异：～配对的单因素方差分析～　
计算受试者间变异
计算（配对情况下的）组内变异
检验统计量和零假设的判定
6.4　找出交互作用：～双因素方差分析～　
交互作用
计算由因素效应引起的（组间）变异
计算由因素 A 的主效应引起的（组间）变异
计算由因素 B 的主效应引起的（组间）变异
计算由交互作用引起的变异
计算由误差效应引起的（组内）变异
检验统计量和零假设的判定
6.5　不可以重复检验：～多重性～　
方差分析的缺点
多重比较
检验的多重性问题
6.6　可重复的检验（多重比较法）①：～Bonferroni 校正法和 Scheffe 法～
多重性问题的校正类型
Bonferroni 校正法（校正显著性水平）
Scheffe 法（校正检验统计量）
对比
Scheffe 法的检验统计量
6.7　可重复的检验（多重比较法）②：～Tukey 法和 Tukey-Kramer 法～
Tukey 法的检验统计量
临界值（q 值）
Tukey 法的判定
Tukey-Kramer 法的检验统计量（可以应用于数据不平衡的情况）
Tukey-Kramer 法的判定
6.8　可重复的检验（多重比较法）③：～Dunnett 法～
假设的思路
检验统计量和判定
第 7 章　非参数方法
7.1　不依赖于分布的检验：～非参数方法～　
参数方法和非参数方法
7.2　品质数据的检验：～独立性检验（皮尔逊卡方检验）～　
期望频数
检验统计量（卡方值）
独立性检验的缺点与修正
关联系数（独立系数）
7.3　2×2 交叉表的检验：～Fisher 确切概率法～　
假设的思路
能够获取指定频数分布的概率
零假设的判定
7.4　独立的两组定序数据的检验：～曼 - 惠特尼 检验～　
检验统计量（U 值）
U 分布（小样本）
U 检验（小样本）
U 检验（大样本）
相同等级
7.5　配对的两组定序数据的检验：～符号检验～　
检验统计量（r 值）
符号检验（小样本）
符号检验（大样本）
7.6　配对的两组数值型数据的非参数检验：～威尔科克森符号秩检验～　
检验统计量（T 值）
威尔科克森符号秩检验（小样本）
威尔科克森符号秩检验（大样本）
7.7　独立的多组定序数据的检验：～Kruskal-Wallis 检验～　
秩和的偏差
检验统计量（H 值）
H 检验（小样本）
H 检验（大样本）
7.8　配对的多组定序数据的检验：～Friedman 检验～　
秩和的偏差
检验统计量（Q 值）
Friedman 检验（小样本）
Friedman 检验（大样本）
肯德尔和谐系数 W
第 8 章　实验设计法
8.1　费歇尔三原则①：～重复～　
费歇尔三原则
重复原则
重复的优点
伪重复
8.2　费歇尔三原则②：～随机化～　
随机化的原理
随机化的对象
8.3　费歇尔三原则③：～局部控制～　
局部控制原则
进行局部控制后的实验的检验
细分（区组化）的对象
8.4　各种实验配置　
完全随机化设计和随机化区组设计
拉丁方设计
裂区设计
8.5　减少实验次数：～正交实验法～　
正交实验法的作用
什么是正交表
各种正交表
正交表的原理
分配到 L8 型正交表中
分配到 L8 正交表中（续）
检验正交实验法所得实验数据（L8 表的情形）
8.6　正交实验法的应用①：～质量工程学（参数设计）～　
质量工程学
参数设计的目的
参数设计的概要
8.7　正交实验法的应用②：～联合分析～　
联合分析
8.8　样本容量的确定方法：～功效分析～　
样本容量与功效分析
显著性水平和统计检验能力（复习）
决定统计检验能力的三个要素
效应量
计算效应量
计算统计检验能力
计算样本容量
第 9 章　回归分析
9.1　探究因果关系：～回归分析～　
回归线
9.2　将数据套用到公式中：～最小二乘法～　
9.3　评估回归线的精确度：～决定系数～
9.4　检验回归线的斜率：～t 检验～
t 检验
9.5　判断分析的准确度：～残差分析～　
残差图
临时变量
9.6　原因有多个时的回归分析：～多元回归分析～　
偏回归系数
标准偏回归系数（β *）
自由度调整后的决定系数
9.7　自变量之间的问题：～多重共线性～　
自变量之间的关联
VIF（方差膨胀因子）
9.8　选择有效的自变量：～变量选择方法～　
9.9　解释实质区别的变量①：～截距虚拟变量～　
9.10　解释实质区别的变量②：～斜率虚拟变量～　
9.11　二值变量的回归分析：～Probit 分析～　
选择概率
Probit 模型
边际效应
虚拟变量的边际效应
拟合优度
9.12　分析事件发生之前的时间①：～存活曲线～　
删失数据
存活曲线
Kaplan-Meier 法
9.13　分析事件发生之前的时间②：～比较存活曲线～　
比较两组存活曲线
9.14　分析事件发生之前的时间③：～Cox 回归模型～
Cox 回归模型
风险比
比例风险性
第 10 章　多变量分析
10.1　收集信息：～主成分分析～　
主成分
因素负荷量和特征向量
主成分的解释
主成分得分和主成分得分图
10.2　发现潜在因素：～因素分析～　
共同因素
轴的命名与旋转
双标图
10.3　记述因果结构：结构方程模型　
路径图
总效应
拟合优度指标
各种模型
10.4　对个体进行分类：～聚类分析～　
层次聚类和非层次聚类
树状图（层次聚类分析）
链锁
创建聚类①（距离的测量方法）
创建聚类②（合并方法）
K-means 算法（非层次聚类分析）
10.5　分析品质数据的关联性：～对应分析～
上表头与左表头的对应关系
成分得分和对应映射
第 11 章　贝叶斯统计学和大数据
11.1　活用知识和经验的统计学：～贝叶斯统计学～　
经典统计学（检验的情形）
贝叶斯统计学
11.2　万能公式：～贝叶斯定理～　
联合概率
条件概率
乘法定理
贝叶斯定理
11.3　根据结果找原因：～后验概率～　
后验概率
先验概率
似然
全概率
有关分布的贝叶斯定理（应用篇）
11.4　使用新数据提高准确性：～贝叶斯更新～　
贝叶斯更新的结构
11.5　大数据分析①：～大数据～　
样本数据和大数据
11.6　大数据分析②：～关联分析～　
交易数据的关联性
11.7　大数据分析③：～趋势预测和SNS 分析～　
将现在的趋势反映到预测中
根据 SNS 数据把握流行趋势
从分析行为到确定灾区
附录 A　R 的安装和使用方法
统计软件 R
下载 R
安装 R
启动 R
输入 R 命令
创建数据文件（Excel）
读取数据文件
安装包
附录 B　统计数值表（分布表）、正交表、希腊字母
1　标准正态（z）分布表（右侧概率）
2　t 分布表（右侧概率）
3　卡方分布表（右侧概率）
4-1　F 分布表（右侧概率为 5%）
4-2　F 分布表（右侧概率为 2.5%）
5　学生化极差分布的 q 值表（右侧概率为 5%）
6　曼-惠特尼 U 检验表（双侧概率为 5% 和 1%）
7　用于符号检验的概率为 1/2 的二项分布表（左侧概率）
8　威尔科克森符号秩检验表
9　Kruskal-Wallis 检验表（3 组和 4 组）
10　Friedman 检验表（3 组和 4 组）
11-1　正交表（2 水平型）
11-2　正交表（3 水平型）
11-3　正交表（混合型）
12　希腊字母
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前言
前些年，《纽约时报》曾面向大学毕业生刊登了一篇文章。文章的名字是《统计学：致大学毕业生的一句话》1。
1原文章名为“For Today's Graduate, Just One Word: Statistics”。—译者注
谷歌的首席经济学家在这篇文章中提到：在未来 10 年内，统计学家将会成为非常受欢迎的职业。不仅是谷歌，微软和 IBM 等世界一流企业也在互相争夺统计学人才。
日本也是如此。最近，我经常受邀开办统计学讲座，听众都是社会人士。他们很懊悔当年上学的时候没有好好学习统计学，并屡屡和我强调企业有多么需要懂统计分析的人才，以及这类人才是多么匮乏。
本书主要面向在学习或工作中需要用到统计分析，但不知该如何学习的人，以及虽然了解统计分析的基础知识，但在实际使用时，不知道该选择哪种方法的人。针对这部分人群，本书从基础部分到应用部分都进行了详细的讲解。
2011 年经欧姆社出版的拙著《统计学入门——从检验到多变量分析和实验计划法》2意外受到了好评。本书并不是那本书的续篇（尽管有“蹭热度”的嫌疑），却是以那本书的内容和结构为基础的，同时使用大量图表，以图鉴的形式供读者任意翻阅，让读者学起来更加轻松。另外，本书也介绍了如何使用免费软件 R 来实现电子表格软件中无法实现的分析方法。读者可以从图灵社区本书主页下载本书中使用的数据。
2原书名为『入門統計学―検定から多変量解析·実験計画法まで―』，暂无中文版。—译者注
多亏丸山敦史老师的帮助，本书才能以一种简单易懂的形式呈现在读者面前。
让我们打开统计学之门，开始学习数据分析吧！
 
作者代表　栗原伸一
2017 年 8 月
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	未经出版社书面许可，禁止复制本书的全部或部分内容。禁止通过代理等第三方对本书进行扫描。

 







序章　统计学概述




0.1　何谓统计学　

除了自然科学领域，统计学在心理学等社会科学领域中也是一门必不可少的学问。
统计学
 
	统计学是一门将数据汇总为统计量（平均数等）或图表，以获取其特征的学问。



统计学的分类
 
	统计学分为用于获取手头数据特征的描述统计学，通过样本获取总体特征的推断统计学，以及在市场营销中备受关注的贝叶斯统计学等。



统计（statistics）…用于掌握分析对象总体特征的数据集合，也指统计学。
统计学（statistics）…是将用于掌握对象总体特征的方法系统化的一门综合性科学，分为描述统计学和推断统计学。
专栏　统计学的历史
统计学这门学问并不是某天由某个人突然提出来的。后面的专栏中会介绍一些为奠定现代统计学基础做出重大贡献的统计学家。在此之前，笔者先来简单介绍一下统计学的发展历史。
① 统计的起源：国情调查
“统计学”是一门学问，“统计”一词强调的则是收集数据。统计（学）起源于国家在征税时进行的国情（人口）调查。古埃及就有为建造金字塔而实施种种调查的记录，日本在飞鸟时代（592 年 ~ 710 年）也就田地面积进行过调查。

② 早期的统计分析：源于流行病学的描述统计学
17 世纪中叶，伦敦鼠疫肆虐。约翰·格朗特（John Graunt）着手调查鼠疫时期的人口情况，并在历史上首次开展了统计分析。格朗特通过教堂保存的统计资料（死亡记录）发现了婴幼儿的死亡率较高、城市人口死亡率高于农村等现象。这表明只要进行充分的观察，我们也能从偶然发生的社会现象中发现一定的规律。这种描述统计学后来被卡尔·皮尔逊（Karl Pearson）发扬光大。

③ 采用概率论来推断整体：推断统计学
进入 20 世纪，罗纳德·A. 费歇尔（Ronald Aylmer Fisher）和威廉·S. 戈塞（William Sealy Gosset）开始通过小样本（较少的数据）来推断总体特征（总体参数）。近年来，主张参数本身服从某一概率分布的贝叶斯统计学也受到关注。与现代生活和研究息息相关的推断统计学从诞生到现在还不到 100 年，真是令人惊叹。




0.2　统计学可以做什么
统计学在我们的生活中扮演着非常重要的角色。下面，我们通过一些具体示例来看看它到底能做些什么。
描述统计学
 
	帮助我们掌握手头数据的特征（平均数、离散程度）或趋势。
	是以大量（样本容量很大的）数据为对象的统计学。



推断统计学
 
	根据样本信息来推断总体的特征。
	主要内容有无偏估计、置信区间估计和假设检验等。



描述统计学（descriptive statistics）…通过平均数、方差等统计量或者图表来获取数据特征的学问。
推断统计学（inferential statistics）…根据数据来推断或检验其背后总体特征的学问。
实验设计法
 
	让实验成功的方法集。
	包含节省时间和空间的方法。



多元回归分析、多变量分析
 
	一次性处理大量变量的方法的总称。
	使用简单的模型对复杂的问题进行预测和评估。



贝叶斯统计学
 
	贝叶斯统计学是一种可以灵活吸收知识、经验和新数据的统计学。
	可通过慢慢学习提高精确度。



实验设计法（experimental design）…确定空间和时间的配置方法和样本容量，提高实验效率的方法论。
贝叶斯统计学（Bayesian statistics）…可以灵活吸收知识、经验和新数据的统计学，其核心是贝叶斯推断。
 







第 1 章　描述统计学




1.1　各种平均数　

平均数表示一组数据的中心数值。
算术平均数
 
	 的算术平均数的计算公式如下所示。 是变量， 是数据个数。


	下图显示了一年中每个月的电费数据。我们可以通过求算术平均数来了解平均每月电费是多少。



算术平均数（arithmetic mean）…数据总和除以数据个数所得到的结果，易受离群值的影响。又称算术平均值。
几何平均数
 
	 的几何平均数的计算公式如下所示。


	几何平均数适用于计算年增长率和同比值等数值的平均数。



调和平均数
 
	 的调和平均数的计算公式如下所示。


	我们在计算移动某段距离的平均速度时可以使用调和平均数。



几何平均数（geometric mean）…用于计算增长率或平均利率。几何平均数又叫几何平均值。
调和平均数（harmonic mean）…用于计算平均速度或电阻的平均数。算数平均数≥几何平均数≥调和平均数。



1.2　数据的离散程度①：～分位数和方差～　

只看平均数并不能得知数据的离散程度。
因此，我们需要使用最大值、最小值、分位数、四分位距和方差（标准差）等指标来掌握数据的离散方式。
分位数
 
	将  个按从小到大的顺序排列的数据分为  等份，此时处于分割点的数值就称为分位数。
	四分位数（）比较常用。四分位数按照数值从小到大的顺序分别称为第一四分位数、第二四分位数和第三四分位数。第二四分位数位于所有数据的中间位置，也叫中位数。



四分位距
 
	四分位距是第三四分位数与第一四分位数的差。数据越向中位数集中，四分位距就越小。

偏差
 
	偏差是数据的值与平均数的差。如果数据集中有很多偏差（绝对值）较大的数据，我们就可以说该数据集的离散程度很大。



四分位数（quartile）…将数据按从小到大的顺序排列并分成四等份时，位于各个分割点的数值。
中位数（median）…按顺序排列的一组数据中位于正中间的数。不易受离群值的影响。
方差
 
	偏差表示的是每个数据与平均数的差，而方差是衡量离散程度的指标。方差的计算公式如下页所示。


	公式右边的第一项是偏差的平方和。方差的算术平方根叫作标准差（）。


离群值
 
	大幅偏离平均数的值称为离群值。



方差（variance）…用于衡量数据在平均数周围的离散程度。方差是偏差平方和的平均数。
标准差（standard deviation）…方差的算术平方根。标准差的单位与数据的单位相同，便于计算。



1.3　数据的离散程度②：～变异系数～　

变异系数
 
	用于比较两个数据的离散程度。
	变异系数的计算公式如下所示。


	哪一种肉的价格变动较大呢？


	牛肉价格的标准差更大，但二者的变异系数是一样的。由此我们可以知道，牛肉价格和猪肉价格的离散程度相同。


变异系数（coefficient of variation）…标准差与平均数的比。用于比较单位不同的样本之间的离散程度。
　如何使用次数分布表来计算平均数和方差
当数据以次数分布表（下表）的形式给出时，我们可以使用“组代表值”（组中数值的中位数）来计算平均数和方差的近似值。

　
专栏　伟人传①

当今的描述统计学是由卡尔 • 皮尔逊发扬光大的。1857 年，皮尔逊出生于英国伦敦的一个律师之家。他从小体弱多病。进入大学后，潜心研究数学，毕业后又前往德国学习物理学。留学期间，皮尔逊对文学、法学和社会主义理论产生了兴趣。据说，他把自己的名字由 Carl 改成了 Karl，就是受到了当时著名的经济学家卡尔 • 马克思（Karl Marx）的影响。1880 年回国后，他继续学习法学，但不久之后又回到了数学领域，先后在伦敦的多所大学担任应用数学教授。
将应用数学家皮尔逊领入统计学世界的是他的大学同事——动物学家瓦尔特 • 弗兰克 • 拉斐尔 • 韦尔登（Walter Frank Raphael Weldon）。韦尔登受到弗朗西斯 • 高尔顿（Francis Galton）的影响，打算利用统计来弄清生物演化的机制。于是他请擅长数学的皮尔逊来协助研究。就这样，皮尔逊与韦尔登一起尝试使用统计方法来解决遗传和演化的问题。在这个过程中，他们提出了许多近代统计学中必不可少的概念和方法。这些研究也得到了认可。1911 年高尔顿去世，皮尔逊作为接班人，成为伦敦大学学院优生学系的第一任教授，创立了世界上第一个（应用）统计学系。
在皮尔逊的诸多成就中，最重要的成就是创建并发展运用了卡方分布的检验方法。拟合优度检验与本书第 7 章将要介绍的独立性检验基本相同。在拟合优度检验中，皮尔逊提出了将遵循卡方分布的统计量作为衡量观察频数与期望频数之间差异的标准〔不过，卡方分布本身是由测地学家弗里德里希 • 罗伯特 • 赫尔默特（Friedrich Robert Helmert）发现的〕。除了整理出第一张完整的统计表，皮尔逊还提出了一个参数估计方法——矩估计。
因费歇尔和皮尔逊的儿子埃贡 • 皮尔逊（Egon Pearson）等人提倡的推断统计学登上历史舞台，皮尔逊在晚年的存在感较弱，但近几年他的著作《科学的规范》1 在世界范围内再次受到关注。该书是一本科学哲学书，主张“如果把科学比作语言，那么统计学就是对语言来说必不可少的语法”。据说爱因斯坦和夏目漱石也受到了这本书的影响。
1原书名为 The Grammar of Science，中文版由商务印书馆于 2012 年出版。——译者注



1.4　变量的关联性①：～相关系数～　

我们把两个变量（如广告费和销售额，气温和收成，玩游戏的时间和成绩等）之间存在的“一个变量增大，另一个变量也会增大”“一个变量增大，另一个变量会减小”这种线性关系称为相关。
皮尔逊积矩相关系数
 
	表示相关程度的指标，其值在 -1 和 1 之间。
	变量  和变量  的相关系数的计算公式如下所示。


	 越接近 1，正相关的程度就越高（一个变量增大，另一个变量也会增大；一个变量减小，另一个变量也会减小），散布图上的点由左下朝右上分布。


	相反， 越接近 -1，负相关的程度就越高（一个变量增大，另一个变量就会减小；一个变量减小，另一个变量就会增大），散布图上的点由左上朝右下分布。


	 接近 0 表示没有关系（不相关），散布图上的点呈圆形分布。



相关系数（coefficient of correlation）…表示两个变量之间的关联（相关）程度的指标。相关系数越接近 1，正相关就越强；越接近 -1，负相关就越强；0 表示不相关。
专栏　伟人传②

将相关系数确定下来的人是皮尔逊，但最先想到这个概念的人是他的师父——优生学家高尔顿。
1822 年，高尔顿出生于英国伯明翰一个富裕的银行家庭。虽然他遵从父亲的意见进入医学院学习，但后来还是去了剑桥大学学习数学。大学毕业时，高尔顿的父亲过世了。自此之后，他便经常去非洲探险，接触不同人种，这让他走上了优生学的道路。
1875 年，高尔顿试图证明人类的身高与遗传有关，进而为优生学提供佐证。他首先使用易于收集数据的香豌豆来调查种子的重量是否会遗传。与预想的一样，比较重的香豌豆种子在成长后结出的种子也比较重。不过，他发现了另一个非常有趣的现象—与父代相比，子代的重量离散程度较小。高尔顿认为，生物的性状之所以没有出现极端变化，是因为各代逐渐趋向于祖先的平均类型。这种现象称为“回归”。通过在英国对大量父母和子女的身高进行调查，高尔顿确认该现象也会发生在人类身上。为了衡量父母和子女间身高的相关程度，他提出了相关系数。
高尔顿留下许多著作。他还提出了四分位距、中位数，以及预测天气时需要用到的多元回归分析的基本思路。另外，在使用指纹搜查罪犯方面，高尔顿也做出了贡献。他是一名多产、多才的科学家。晚年，以和远亲弗洛伦斯 • 南丁格尔（Florence Nightingale）的一次谈话为契机，他在大学设立了统计学专业。诸如此类，高尔顿的一生对近代统计学做出了巨大贡献。1911 年，高尔顿病逝，享年 89 岁。




1.5　变量的关联性②：～等级相关～　

在只能使用定序数据或者两个变量之间非线性相关（散布图呈曲线形状）时，需要用到等级相关系数。
斯皮尔曼等级相关系数
 
	对定序数据进行计算的皮尔逊积矩相关系数就是斯皮尔曼等级相关系数。
	如果数据是连续变量（变量值连续），要先将其转换为定序数据。



肯德尔等级相关系数
 
	肯德尔等级相关系数着眼于  的等级和  的等级是否一致，用于衡量它们的相关程度。
	关于消费者 1 的定序数据  与消费者 2 的定序数据  ，判断如下。
①当  且 ，或者  且  时→等级一致
②当  且 ，或者  且  时→等级不一致



等级相关系数（coefficient of rank correlation）…测量两个定序变量之间相关程度的指标。等级相关系数中有斯皮尔曼等级相关系数和肯德尔等级相关系数。具体使用哪一个，没有明确的基准。
 
	关于 3 位消费者的定序数据，“等级一致”时标记为○，“等级不一致”时标记为×。


	当  ＝○ 的个数， ＝× 的个数， ＝数据对的个数（该示例中为 4）时，肯德尔等级相关系数的计算公式如下所示。存在相同等级时，计算公式不同。



　关于组合数
 
	将 A、B、C、D 两两组合，可得到 (A, B)(A, C)(A, D)(B, C)(B, D)(C, D) 这 6 种组合方式。这时，(A, B) 与(B, A) 是相同的。
	在 A、B、C、D、E 的情况下，组合方式有 10 种，分别为 (A, B)(A, C)(A, D)(A, E)(B, C)(B, D)(B, E)(C, D)(C, E)(D, E)。
	通常，从  个元素中取出 2 个元素的组合数可通过公式  求出。另外，从  个元素中取出  个元素的组合数的计算公式是 。〔 表示  的阶乘，计算公式为 。〕

组合（combination）…从  个不同的元素中取出  个元素的方法。
 







第 2 章　概率分布




2.1　概率和概率分布　

掷骰子和抛硬币的结果只有在实际投掷之后才能知道。不过，就像抛硬币时正面出现的概率有 50% 一样，我们可以对结果进行预测。
虽然结果是随机的，但结果的确定方式是可以预测的。在预测时，我们需要使用概率和概率分布。概率分布是推断统计学的基础。
现象
 
	现象是实验或观测等行为（试验）所产生的结果。在掷骰子的例子中，“出现的点数”就是现象。

概率
 
	概率是某种现象发生的可能性（随机程度）数值化后的产物。无论什么样的现象，其概率总和都是 1（100%）。

随机变量
 
	试验之后才知道结果的变量称为随机变量。变量值是 1、2、3 这种分散的值的随机变量是离散型随机变量，身高、体重、销售额这种可在某个范围内取任意值的随机变量是连续型随机变量。



随机变量（random variable）…用概率定义要取的值有多容易出现的变量。
概率分布
 
	概率分布用于表示随机变量的取值和这些值出现的概率之间的关系。概率分布包含以下几种类型。



　总体
 
	要想了解日本人的身高，就要以所有日本人的身高为研究对象。这种研究对象称为总体。
	总体的分布（本例中为日本人的身高分布）称为总体分布。
	总体分布的平均数和离散程度分别称为总体均值（）和总体方差（），二者统称为总体参数（）。


概率分布（probability distribution）…用于表示随机变量的哪些值容易出现，哪些值很难出现。对象为人数、个数等时使用离散型随机变量，对象为身高、体重等时使用连续型随机变量。



2.2　概率相等的分布：～均匀分布～　

均匀分布是各现象发生的概率相等的分布。
离散均匀分布
 
	掷骰子时各个点数出现的概率，飞镖游戏中命中各个编号的概率……这些示例中各种情况发生的概率是相同的，而且随机变量取的是 1、2、3 这种离散的值。因此，这类示例中的随机变量遵循离散均匀分布。
	当值为  时，平均数为 ，方差为 。



连续均匀分布
 
	我们来测量从飞镖盘的固定位置（下图中的基准）到飞镖命中位置的角度，并将该值作为随机变量。该随机变量可以连续取 0~360 的值，因此它遵循连续均匀分布。
	当  位于  上时，，。



均匀分布（uniform distribution）…整个样本空间中每一个样本点对应的概率都相等的分布。均匀分布分为离散型和连续型，用于求解投掷一颗骰子时出现的点数、飞镖射中圆盘的位置（圆心角）等的概率分布。



2.3　抛硬币的分布：～二项分布～　

二项分布是关于成功/失败现象的分布。
只会出现两种结果（成功/失败）的试验（实验或者观测等行为）称为伯努利试验。
 
	在抛硬币时，假设出现正面为“成功”（记为 ），出现反面为“失败”（记为 ）。


	单次试验成功的概率是 。　　　　　　　Pr 指 Probability

	单次试验失败的概率是 。
	第 1 次成功且第 2 次和第 3 次失败的概率是
。

	3 次试验中，1 次成功 2 次失败的概率是



二项分布（binominal distribution）…用于求解抛硬币时正面（反面）出现次数的概率分布，以及通过某种治疗改善病情的人数的概率分布等。又称伯努利分布。当试验次数非常多时，二项分布就会趋近于正态分布。



2.4　钟形分布：～正态分布～　

正态分布是以平均数为中心的“钟形”分布。
许多检验以正态分布为前提。正态分布可以说是统计学中最重要的分布。
从二项分布到正态分布
 
	增加二项分布的试验次数后，二项分布就会趋近于正态分布。
	这里我们模拟抛硬币，看一下分布情况会随着试验次数的增加发生怎样的变化。
	假设成功（出现正面）时记 1 分，失败（出现反面）时记 0 分。抛 10 枚硬币，记录总分数，然后重复抛这 10 枚硬币。



正态分布（normal distribution）…是一种左右对称且易于观测平均数附近的值（离平均数很远的值不容易被观测到）的概率分布，又称高斯分布。二项分布在试验次数非常多的情况下趋近于正态分布。
生活中的正态分布
 
	下面我们来制作 10 岁男孩身高的次数分布图。
	纵轴是相对次数（次数除以总数），因此该图也称为相对次数分布图。可以看出，次数分布与正态分布十分相似。
	在正态分布这种连续型概率分布中，我们可以思考  位于 [144, 148] 等特定区间的概率。



　正态分布的公式（概率密度函数）
正态分布函数可用以下公式表示。

 是随机变量  的平均数， 是  的标准差，e 是自然常数（2.718...）。
对该函数求积分就可以计算出概率。
概率密度函数（probability density function）…用于表示随机变量的值（）与概率（）之间的函数关系。如果变量是连续型的，概率密度函数可以用来表示微小区间（）的概率。概率密度函数和横轴围起的区域的面积为 1。



2.5　无单位的分布：～标准正态分布～　

所谓标准化（standardization），就是让数据的平均数变为 0，让标准差（方差）变为 1。变换后的数据称为标准化变量，我们在使用这类数据时可以忽略单位。标准化的正态分布称为标准正态分布（ 分布）。
标准化
 
	标准化的公式如右所示。

其中  是平均数， 是标准差。



标准正态分布（standardized normal distribution）…将平均数标准化为 0、方差标准化为 1 的数据（标准化变量 ）的正态分布。又称  分布。

 
	如果直接比较分数，我们会认为图中人物的英语成绩更好。但是，将数据变换为标准化变量后，我们就会发现图中人物的数学成绩在班上排名更靠前。（请参考后面专栏中的内容。）

标准化变量（standardized variate）…指执行了“( 变量值 • 平均数 )/ 标准差”这一变换的随机变量，用  表示。标准化变量的平均数为 0，方差为 1。在比较变量时，标准化变量不受单位影响。
专栏　偏差值
在日本，人们在考高中或者大学时，经常会听到偏差值一词。大家知道这是什么吗？
由于每次考试的难度不同，所以单纯比较分数很难判断自己的成绩有没有提高。为了知道 80 分的成绩是在较难的考试中取得的还是在简单的考试中取得的，我们需要用到偏差（80 分－平均分）。平均分越低，偏差越大。在偏差较大的情况下，我们可以得知自己在较难的考试中取得了高分。
另外，同样是平均分为 30 分的考试，在大部分考生的分数在 30 分左右的情况下取得的 80 分，与在有的考生考了满分，有的考生考了 0 分的情况下取得的 80 分相比，含义并不同。
偏差值兼顾了这种差别，它可以更加准确地衡量成绩的好坏。

在这个公式中，括号内的式子是  的标准化变量。给这个标准化变量乘以 10，再加上 50，偏差值的平均数就会变为 50，标准差就会变为 10。
前面示例中的偏差值如下所示。

通过偏差值，我们可以直观地看到哪一种考得比较好。




2.6　掌握数据的位置：～σ 区间～　

对数据实施标准化之后，我们就可以知道数据在标准正态分布中的大概位置了。

 
	当  的值位于 
区间以外（小于 -3 或者大于 3）时，该数据基本不会在正态分布下出现，也就是说，该数据很可能是离群值。

专栏　六西格玛

六西格玛是一种品质管理理念（方法），具体来说就是将错误率或瑕疵品的出现概率控制在 3.4/1 000 000 以下，即  区间之外。该理念源于 20 世纪 80 年代后半期的美国摩托罗拉公司。



2.7　分布的形态：～偏度和峰度～　

正态分布左右对称，呈钟形。不过，许多分布的形状并不是这样的。
偏度和峰度是用来衡量样本的分布形态偏离正态分布多远的指标。
偏度
 
	偏度是衡量分布偏斜情况的指标。分布可能左右对称，也可能右尾长（偏左）或左尾长（偏右）。
	根据样本数据计算偏度的公式如下所示。 是数据个数， 是  的平均数， 是标准差。



偏度（skewness）…表示非对称性的指标，用来衡量与正态分布相比左右偏斜的程度。若随机变量的值较小的一侧尾部较长，偏度则为负值；若值较大的一侧尾部较长，偏度则为正值。
峰度
 
	峰度是衡量分布尖度的指标。
	根据样本数据计算峰度的公式如下所示。



　检查离群值
如果偏度和峰度的值与 0 相差较大，很可能是混入了极大（极小）的值。

峰度（kurtosis）…用于衡量相对于正态分布的尖度（峰值的尖度和尾部的陡缓程度）。正态分布的峰度为 0，峰度小于 0 的分布称为低峰态分布，峰度大于 0 的分布称为尖峰态分布。



2.8　随机事件的分布：～泊松分布～　

泊松分布是试验次数非常多（ 很大），但事件发生的概率（发生概率 ）非常低时的二项分布。
该分布用来表示随机事件的概率分布，如某月生产的物品中瑕疵品的个数、某个路口发生交通事故的次数、某个地区的落雷数等。
 
 
	泊松分布的概率函数如下所示。



泊松分布（poisson distribution）…指单位时间内随机事件的平均发生次数（瑕疵品的个数、事故的发生次数、罕见疾病的患病人数等）的分布。
 的阶乘就是从 1 到  的连续整数（正整数）的积。例如，3! = 3 × 2 × 1 = 6。
假设某工厂生产电灯泡，已知在该工厂生产的电灯泡中每 500 个会出现 1 个（0.2%）瑕疵品。
因此，当生产 1000 个电灯泡（）时，瑕疵品的平均个数（）为生产个数（）×瑕疵品出现概率（）= 1000×0.002 = 2。
我们使用泊松分布来计算瑕疵品为 0 个（）的概率。

瑕疵品为 1 个（）的概率如下所示。

瑕疵品为 2 个（）的概率如下所示。

通过以上计算可知，该工厂生产的电灯泡中瑕疵品不超过 2 个的概率为


阶乘（factorial）…从 1 到某个数（）的连续整数的积称为  的阶乘，记作 。另外，0 的阶乘（0!）为 1。



2.9　同时处理多个数据：～卡方分布～　

卡方分布可以同时处理多个遵循正态分布的数据，可用于方差分析等。
其形态根据求平方的数据的个数发生变化。
卡方统计量和卡方分布

卡方分布（chi-squared distribution）… 的概率分布（ 遵循标准正态分布）。卡方分布用于独立性检验、拟合优度检验等。

 
	自由度为  的卡方分布记为 

 
	从标准正态分布中抽取  个变量的卡方统计量（卡方值）如下所示。


	通常，在从正态分布中抽取  个变量  进行计算时，如果变量  的平均数为 ，标准差为 ，卡方统计量就可以用下面的公式表示。

当原始的正态分布的平均数和方差相等时，卡方统计量如下所示。


	卡方分布中存在如下关系。

因此，在自由度增加的情况下，卡方分布图会向右移动，趋于平缓。


（sigma）…表示总和的符号。基本用法是在  时，
（a 为常数）
 



2.10　卡方值的比：～F 分布～　

 值是两个卡方值的比。该统计量的分布就是 
分布。
因为使用了各个样本的卡方值，所以自由度为 2。

　方差比的分布
我们先来思考一下关于两个变量  的公式 。正如前面介绍的那样，公式中的分子和分母都遵循卡方分布。因此，这个公式就是卡方值的比。也就是说，它遵循  分布。
然后，假设  和  取自同一个总体。由于 ，，所以该公式可以变形为 。最后得到的结果是  和  的方差比。
通过以上内容我们可以看出，变量  的方差比遵循  分布。
 分布（）…遵循卡方分布的两个独立概率变量的比的分布，又称方差比分布。用于等方差检验、方差分析等。



2.11　代替正态分布：～ 分布～　

当总体方差未知且样本容量很小时，使用正态分布（ 分布）进行推断和检验会产生误差。
在这种情况下，我们可以使用准标准化变量遵循的  分布。

在反复抽取样本并计算样本均值的情况下，该样本均值会遵循平均数为 、标准误差  的正态分布。因此，样本均值的标准化变量可以使用  进行计算。但是，当总体标准差  未知时（通常都是如此），我们需要使用遵循  分布的准标准化变量
。

 分布（）…在总体方差未知时可以用来代替正态分布。在样本规模很小的情况下，与正态分布相比， 分布的尾部距离横轴较远，而当  时， 分布就与正态分布基本一样了。
专栏　各种概率分布的关系
人们通常会认为概率分布各不相关，但实际上许多分布之间是相互关联的。

 
专栏　伟人传③

近代统计学之父凯特勒于 1796 年出生在比利时的佛兰德。凯特勒从小擅长数学，19 岁就成为根特大学的数学讲师，4 年后获得数学博士学位。之后，他在首都布鲁塞尔向政府提议建立天文台，并为了筹备工作而出访法国。当时的法国有让 • 巴普蒂斯 • 约瑟夫 • 傅里叶（Jean Baptiste Joseph Fourier）、皮埃尔 - 西蒙 • 拉普拉斯（Pierre-Simon Laplace）等优秀的数学家，关于概率论和误差的研究已经很先进了。在那里，凯特勒受到了概率论的影响（1823 年）。
比利时独立后，政府出于行政需要，于 1846 年委托凯特勒负责指导人口调查工作。正是这一举动大大推进了统计学的历史进程。在这之前，人们只知道天文学领域中的测量误差遵循正态分布，而凯特勒通过各种大规模的调查，证明了人的身高等身体特征以及犯罪率和死亡率等社会现象也遵循正态分布。
 
专栏　伟人传④

南丁格尔被公认为现代护理教育的奠基人，而她也是一名充满热情的统计学家。1820 年出生于一个英国上流社会家庭的她，因参加慈善活动，立志成为一名护士。她在德国和法国的医院积累了许多经验，于 1853 年回到伦敦。在克里米亚战争期间，她就任英国陆军医院的护士长。
当时，英国陆军医院收集的统计数据非常混乱，这令南丁格尔感到非常震惊。敬仰凯特勒的南丁格尔深知统计学的重要性，因此她主张必须收集准确的数据进行统计分析，并在此基础上采取对策，以防止医院内部感染，减少不必要的死亡。她的思想和行动为现代医疗卫生体系打下了坚实的基础。
 







第 3 章　推断统计学




3.1　通过样本获取总体的特征：～推断统计学～　

推断统计学是通过观测数据（样本）来推断其背后总体特征的学问。
为了在数据较少的情况下也能保证分析结果的准确性，推断统计学中引入了误差这一概念。这一点与描述统计学有所不同。
推断统计学
 
	使用样本来推断总体的特征（总体参数）。
	总体参数指总体的平均数或方差等决定总体分布形态的值，也称为参数（parameter）。



描述统计学
 
	描述统计学（第 1 章）一般以获取手头观测数据的特征为目的，不会推断总体参数（参考本节专栏）。



总体（population）…样本的来源，也就是整个目标群体。
样本（sample）…从总体中随机抽取的数据集合，观测数据即样本。
大样本和小样本
 
	如果将描述统计学的方法直接用于数据量较小的小样本，那么推断的精确度会很低，检验结果可能会出错（小样本的问题）。



误差
 
	为了在使用小样本时也能保证结果的准确性，推断统计学中引入了误差这一概念。在本章后半部分，笔者会对误差进行详细的讲解。



专栏　描述统计学中的样本和总体
人们通常认为描述统计学中没有样本和总体的概念，但实际上并非如此。描述统计学在 19 世纪和 20 世纪不断发展，在此过程中，人们也试图利用描述统计学从样本中获取总体的特征。可惜的是，当时对小样本采用了和大样本同样的方法，因此没有得到准确的结果。由此，费歇尔等人认为描述统计学不可行。



3.2　巧妙估计总体参数：～无偏估计～　

所谓无偏估计，就是根据样本来估计一个与总体参数的真值相比既不偏大也不偏小的统计量。
对于离散程度，可使用自由度来修正描述统计学的样本统计量；对于平均数，可直接将样本均值作为总体均值的无偏估计量。[image: 图像]
统计量的偏差
 
	如果使用描述统计学的方法来计算统计量，得到的结果就会大于或小于总体参数的真值。
	无偏估计用于获取修正了该偏差的统计量（无偏估计量）。



统计量的偏差
 
	实际上，使用描述统计学的方法计算出的方差（样本方差）会比真值（总体方差）小一些。当然，其平方根——样本标准差也会小于总体标准差。



无偏估计（unbiased estimate）…根据样本来估计总体参数，保证总体参数既不偏大也不偏小。
总体参数（parameter）…指总体的平均数和方差，用于决定总体分布的形态。可通过样本估计该值。
无偏估计（修正）的方法
 
	将样本方差  公式中的分母 （样本容量）减去 1，让样本方差的值变得大一些，这样样本方差就接近于总体方差了（无偏方差）。
	这里的  称为自由度（3.3 节）。



无偏估计量（总结）
 
	无偏估计量是只使用样本信息，对总体参数进行无偏估计的统计量。
	关于符号，样本统计量中使用拉丁字母，总体参数中使用希腊字母，无偏估计量中使用加了“^”的希腊字母来进行区分。
	由于不知道样本均值是大于还是小于总体均值，所以无法进行修正，只好将其当成无偏均值。



　方差出现偏差的具体示例
假设有 1、2、3 这 3 个观测数据。这时，样本均值  一定是 2，但总体均值不一定是 2，也有可能是 2.1（只有确认全部数据才能知道）。我们试着用这些值来计算偏差平方和，并进行比较。使用样本均值（2）算出的值是 2.0，使用总体均值（2.1）算出的值是 2.03。
无偏方差（unbiased variance）…因为样本方差比总体方差小，所以需要使用自由度让统计量变得大一些。
无偏估计量（unbiased estimator）…与总体参数相等的统计量，可通过无偏估计求得。



3.3　不受限制的数据个数：～自由度～　

自由度指的是用来计算统计量的观测数据（变量）中可以自由取值的数据的个数。
自由度的值等于样本容量减去限制条件数。
限制条件数就是使用了样本数据的计算公式的个数。
自由度
 
	自由度用于计算无偏估计量和检验统计量。



自由度（Degree of Freedom，DF）…指计算统计量时可以自由取值的数据个数，其值为样本容量  减去限制条件数。 分布和卡方分布有 1 个自由度， 分布有 2 个自由度。
无偏方差的自由度
 
	每次使用样本来计算平均数等值，自由度都会减 1。
	例如，使用 1 个样本均值的无偏方差的自由度是 。



自由度不一定是 n-1
 
	计算统计量时使用的平均数等的限制条件不一定只有 1 个。
	例如，方差分析和独立性检验中就存在更多的限制。

　相关系数  的公式如下所示。公式中使用了  和  这2 个样本均值。因此，不相关检验（5.8 节）中需要使用自由度  来计算统计量（ 值）。

限制条件（limiting condition）…决定自由度的条件的个数，即统计量用到的平均数等的运算值（计算公式）的个数。在  检验和独立性检验中为 1，不相关检验中为 2，方差分析（ 检验）中为组数。



3.4　样本统计量的分布①：～平均数的分布～　

除了个别观测数据，样本的统计量也遵循概率分布。
不过，分布的形态因统计量而异。下面笔者来介绍比较有代表性的样本均值的分布、样本比例的分布、样本方差的分布和样本相关系数的分布。
样本分布（样本统计量的分布）
 
	可以抽取无数次样本。这些样本统计量的值各不相同，因此它们是离散（分布）的。
	样本分布的离散程度（标准差）称为标准误差，它用来预测误差的范围。



样本分布（sample distribution）…反复从总体中随机抽取的样本统计量（样本均值等）的概率分布。为了求误差，不考虑个别数据的值，而考虑样本统计量。
样本均值的分布（正态分布）
 
	当样本容量变得足够大时，样本均值  的分布就会遵循正态分布。



标准化后的样本均值的分布（z 分布）
 
	标准化后的样本均值  遵循标准正态分布（ 分布）。



标准化后的样本均值的分布（t 分布）
 
	因为总体方差未知，所以使用无偏标准误差进行标准化后的样本均值  遵循  分布。



标准误差（standard error）…用于表示通过样本得到的评估量的误差（精确度）大小。例如，样本均值的标准误差等于标准差除以样本容量的平方根。



3.5　样本统计量的分布②：～比例的分布～　

样本比例的分布（正态分布）
 
	具有某种性质的元素的个数 （样本比例  的分子）遵循二项分布 。
	因此，如果样本容量  很大（试验超过 100 次），那么样本比例也遵循正态分布。



　样本比例及其离散程度
 
	具有某种性质的元素（人等）在总体中所占的比例是总体比例 ，在样本中所占的比例是样本比例 。
→例如，在针对某政党的支持率进行抽样调查时（），如果有 30 个人回答“支持”，那么样本比例  为 0.3。
 

	将具有某种性质的元素的个数  作为随机变量的二项分布，其平均数为 ，方差为 。
→样本比例的平均数（总体比例的真值）是 ，由  除以总体的元素个数  求得。同样，总体方差为 ，由  除以全部元素个数  求得。
→总体方差为 ，因此总体标准差为总体方差的平方根,，总体标准误差为总体标准差除以 ，即 。
 

	当  足够大时（100 以上），二项分布趋近于正态分布，因此我们可以认为样本比例  遵循平均数（总体比例）为 、总体标准误差为  的正态分布。


样本比例（sample ratio）…具有某种性质的元素在样本中所占的比例。由于分子遵循二项分布，所以当样本容量很大（）时，样本比例基本遵循以总体比例为中心的正态分布。



3.6　样本统计量的分布③：～方差的分布～　

样本方差的分布（卡方分布）
 
	样本方差  不遵循概率分布，为了让它遵循卡方分布，我们需要将其变换为与样本方差  或无偏方差  成比例的统计量 。
	样本方差的分布用于总体方差的区间估计和检验。



　将样本方差变换为与自身或无偏方差成比例的统计量的方法
①由于总体均值  是未知的，所以用样本均值  来计算的卡方值，其自由度要减去 1，即 。

② 的分子与下面的样本方差和无偏方差的分子相同。

③根据①和②，以下关系式成立。2
　或　
④解出  后就可以分别得出与样本方差、无偏方差成比例的统计量了。这类统计量遵循卡方分布。
　或　
样本方差的分布（sample variance distribution）…因为样本方差不遵循概率分布，所以我们要把它变换为与样本方差成比例的统计量。变换后的统计量遵循自由度为  的卡方分布。



3.7　样本统计量的分布④：～相关系数的分布～　

相关系数的分布（正态分布）（ 的情况）
 
	如果总体相关系数  为非 0 数值，样本相关系数  就会遵循下图这种歪斜的分布，这种样本相关系数无法直接使用。
	不过，如果进行 
变换
，样本相关系数  就会遵循正态分布，于是我们就可以用它来估计总体相关系数的置信区间（4.4 节）了。



　
变换和自然对数
 变换使用的反双曲正切函数是与三角函数相似的函数，不过在高中阶段我们没有学习该函数的相关知识。使用该函数进行变换时，样本相关系数  会趋近于正态分布，标准差（还有方差）只依赖于 （比较稳定），所以这个方法也适用于区间估计。另外，进行  变换后的  虽然使用了与标准化统计量相同的符号 ，但它并未实现标准化（如果  是已知的，则可以进行标准化）。
另外，ln 表示自然对数（即 ）。所谓自然对数，就是以自然常数 e（无限不循环小数 2.71 ...）为底数的对数，是指数函数  的反函数。例如， 表示 e 的多少次方是 。
相关系数的分布（distribution of the sample correlation coefficient）…在总体相关系数等于 0 的情况下，样本相关系数遵循自由度为  的  分布。在总体相关系数不等于 0 的情况下，样本相关系数要进行遵循  分布的  变换。
相关系数的分布（t 分布）（ρ=0 的情况）
 
	如果总体相关系数  为 0，也就是不相关，我们就可以通过将样本相关系数  准标准化来让它遵循  分布。
	这类相关系数的分布可用于相关系数的检验（不相关检验）。



专栏　Excel 中的E 是“ 错误”的意思吗
有时候学生会在课上反馈 Excel 总是发生错误的问题。
Excel 中经常会出现“2E-08”“3.5E+08”等内容，但这并不是错误的意思。该内容表示数字所在单元格宽度有限，位数较多的数用 10 的  次幂，即指数形式表示（E 是指数的英文 Exponent 的首字母）。
例如：2E-08 表示 ，即 0.000 000 02；3.5E+08 表示 ，即 350 000 000。




3.8　与真值的差异：～系统误差和随机误差～　

总体参数和统计量之间的差异称为误差。误差分为偏离方向（偏大、偏小）固定的系统误差和偏离方向不固定的随机误差。
误差
 
	总体参数真值和根据样本计算的统计量之间通常会有差异，该差异称为误差。



误差产生的原因
 
	例如，夏天在外面使用金属尺子来测量物体长度时，尺子会因天气炎热而变长，所以无论测量多少次，测量的值都会比真值小。这种偏离称为系统误差。
	即使不存在系统误差，出于其他各种原因（尺子的精度较低等），测量的值也不会与真值完全一致。这种偏离称为随机误差。



误差（error）…指测量值（统计量）与真值（总体参数）之间的差异，分为系统误差和随机误差。
系统误差（systematic error）…因测量仪器或测量环境的问题（习惯等）而产生的误差，偏离方向是固定的。
系统误差和随机误差
 
	系统误差：如果原因和偏离程度是明确的，我们就可以消除或修正系统误差。另外，我们也可以通过随机化（8.2 节）和区组化（8.3 节）来避免对结果造成负面影响。
	随机误差：虽然无法消除或修正随机误差，但由于样本均值的随机误差与样本容量紧密相关，所以样本均值的随机误差可以作为标准误差来判断随机误差的大小，或通过反复测量（8.3 节）使误差变小。



标准误差（样本均值的情况）
 
	标准误差体现了样本分布的离散程度，它是样本均值的随机误差的指标。
	标准误差等于标准差除以自由度的平方根，所以样本容量越大，标准误差越小（精确度越高）。
	样本均值的标准误差相当于样本均值的标准差。



随机误差（random error）…由测量仪器的精度限制等问题产生的误差，偏离方向不固定。因此，我们无法完全消除该误差，但可以通过重复测量使误差变小。



3.9　关于样本均值的两大定理：～大数定律和中心极限定理～　

随着样本容量变大，样本均值的变化如下所示。
①样本均值趋近于真值，即总体均值。（大数定律）
②样本均值与总体均值的差异（随机误差）趋近于正态分布。（中心极限定理）
大数定律
 
	在重复进行大量试验的情况下，经验概率趋近于理论概率。



样本均值中的大数定律
 
	随着样本容量变大，样本均值也会趋近于总体均值。
	进行大量试验并观测许多数据可以提高估计的精确度（减小误差）。



大数定律（law of large numbers）…试验次数较少时的经验概率比较片面，但随着试验次数的增多，经验概率会趋近于理论概率。
中心极限定理
 
	即使个别数据的总体不遵循正态分布，只要从中抽取的样本足够大（至少 30 个），样本均值就会遵循正态分布。
	例如，大样本下的二项分布趋近于正态分布，这就是中心极限定理的一个很好的示例。
→许多统计方法以数据遵循正态分布为前提，所以这个定理非常重要。


	笔者使用误差来重新解释一下。如下图所示，样本均值和平均数的真值之差，即误差是没有方向性的随机误差，如果样本很大，误差就会趋近于以 0 为中心的正态分布。



中心极限定理（central limit theorem）…在大样本的情况下，误差的分布趋近于平均数为 0、方差为  的正态分布。因此，即使总体不遵循正态分布，只要是大样本，样本均值就会遵循正态分布。
 







第 4 章　置信区间估计




4.1　有范围的估计①：～总体均值的置信区间～　

总体均值或总体方差落入的区间要通过样本来估计。
由于采用区间范围来表示误差大小，所以精确度一眼就能看出来，这一点与用一个值表示的无偏估计（点估计）不同。
区间估计
 
	根据样本的统计量来估计总体参数的范围。
	除总体均值之外，还存在总体比例、总体方差、总体相关系数等的区间估计。


置信区间（confidence interval）…指总体参数（真值）可能存在的范围，在置信下限和置信上限之间。
区间估计（interval estimation）…估计总体参数的范围。我们可以根据这个范围轻松知道估计的精确度。
置信系数（置信度、置信水平）
 
	在进行 100 次抽样和区间估计的情况下，如果总体参数有 95 次落入估计区间，我们就可以说置信系数为 95%。
	置信系数一般为 95%。当然，99% 更好，但请注意，如果区间太宽，区间估计就变得没有意义了。


	区间估计的大致步骤。



步骤①：由于总体均值  的值是未知的，所以我们将通过实验得到的样本均值  作为总体均值。
步骤②：以样本均值为中心，计算两侧的误差，求总体均值落入的区间。误差大小根据置信系数和样本容量发生变化。
置信系数（confidence coefficient）…指估计的区间中包含总体参数的概率，也称为置信度或置信水平。置信系数一般为 95%，但在误差较大的社会科学领域，置信系数有时也为 90%。
使用了正态分布的总体均值的区间估计
 
	这是区间估计的基本方法，但不可以用于大样本或总体方差未知的情况。


	当总体方差已知时，总体均值  的置信系数为 95% 的置信区间如下所示。



总体均值的置信区间（confidence interval for mean）…在总体方差已知的情况下，我们可以使用正态分布或者  分布估计总体均值的置信区间，在未知的情况下，由于要使用  分布进行估计，所以在小样本中，区间会变宽。
使用标准正态分布（z 分布）的总体均值的区间估计
 
	由于标准化后的样本均值的离散程度（标准误差）为 1，所以区间估计变得更加简单。


	使用了标准正态分布的、总体均值 （等于 0）的置信系数为 95% 的置信区间如下所示。



使用 t 分布的总体均值的区间估计
 
	在样本较小且总体方差未知的情况下，我们使用  分布进行估计。
	由于预测的误差比  分布大，所以估计的区间也会更宽。



练习
当  且总体方差未知时，总体均值  的置信系数为 95% 的置信区间如下所示。

置信区间的宽度（confidence interval width）…虽然较窄的置信区间更实用，但如果使用较高的置信系数（在  分布的情况下也会受到小样本的影响）进行估计，置信区间就会变得更宽。



4.2　有范围的估计②：～总体比例的置信区间～　

与总体均值一样，我们也可以对总体比例和总体方差（4.3 节）进行区间估计。
总体比例的区间估计可应用于预测收视率等。
总体比例的区间估计（正态分布）
 
	与平均数的情况一样，总体比例的置信区间就是在样本比例的两边各取标准误差的 1.96 倍（置信系数为 95% 的情况）所形成的区间。


	如果总体比例  未知，则无法计算总体标准误差，但如果样本的数据个数非常多（），我们就可以使用样本比例  进行近似计算。



总体比例的置信区间（confidence interval for proportion）…用来预测收视率、选举得票率等。在大样本的情况下可以使用正态分布进行估计（Wald 方法），如果是小样本，则使用 Agresti-Coull 方法。



4.3　有范围的估计③：～总体方差的置信区间～　

总体方差的区间估计（卡方分布）
 
	总体方差的置信区间可以根据“与样本方差或无偏方差成比例的统计量遵循卡方分布”（3.6 节）这一点间接进行估计。



例如，当样本容量（数据个数） 时，使用样本方差  来估计总体方差  的置信系数为 95% 的置信区间，结果如下所示。

练习
假设有如下 5 只瓢虫。请使用这些瓢虫的身长，以无偏方差  来估计总体方差的置信系数为 99% 的置信区间。

总体方差的置信区间（confidence interval for variance）…用于重视质量稳定性的质量管理等领域，它利用“与样本方差或无偏方差成比例的统计量遵循自由度为  的卡方分布”这一点间接进行估计。



4.4　有范围的估计④：～总体相关系数的置信区间～　

总体相关系数的区间估计（正态分布）
 
	总体相关系数的置信区间可以根据“对样本相关系数  进行  变换（3.7 节）后的统计量近似遵循正态分布”这一点进行估计。



总体相关系数的置信区间（confidence interval for correlation coefficient）…由于样本相关系数的分布不是左右对称的，所以我们可以通过  变换让统计量遵循正态分布，然后估计总体相关系数的置信区间。
专栏　Excel 的函数
Excel 中有一个非常方便的功能—函数。函数中有很多按照目的事先定好的公式。函数的使用方法十分简单，我们只要在单元格中输入“= 函数名 ( 参数 )”就可以进行各种计算，无须编写公式。

笔者以 EXP 函数为例进行介绍。该函数返回 e 的  次方。
①在“公式”标签页中选择“插入函数”，然后搜索并选择“EXP”。当然，我们也可以直接在单元格中输入“=EXP( 数值 )”。

②在“Number”处指定次方的值（e 的几次方）。我们可以直接输入值，也可以输入值的单元格地址，或者使用鼠标来指定。

③按回车键（Enter）或点窗体中的“确定”按钮，值（答案）就出来了。输入的参数是 2 就表示求 e 的平方，这时函数会返回 7.389 ...。



4.5　通过模拟来估计总体参数：～自助法～　

自助法是即使无法假定总体的概率分布也能进行总体参数估计的方法。
对手头的数据有放回地重复进行抽样，从而形成大量重采样后的数据，然后根据该统计量来估计总体参数。
自助法属于统计学中的蒙特卡洛法（计算机模拟），估计分布时使用的是实际数据，不是随机数。
小样本时的总体分布

自助（bootstrap）…原指靴子后面的圈形吊带，方便穿靴子时用手指往上提。比喻不可能的行为。
重复抽取样本
 
	原始样本（观察到的手头数据）具有总体特征。
	这样一来，从原始样本中抽取的新样本（重采样后的数据）也应该具有总体特征。



自助法
 
	自助法是根据重采样的统计量（平均数等）来估计总体参数的方法。
	采用重置抽样（放回抽取的值）的方法大量创建与原始样本大小相同的样本。重复 1000~2000 次，统计量的值就稳定了。
	使用新获取的平均数和样本标准差可以估计出更准确的区间。


自助法（bootstrapping）…布拉德利·埃弗龙（Bradley Efron）提倡的一种蒙特卡洛法（模拟方法）。从手头的  个数据中多次有放回地抽取相同大小的样本，然后根据这些样本的统计量来估计总体参数。
练习
总体均值的置信系数为 95% 的置信区间如下所示（上述示例：）。

 







第 5 章　假设检验




5.1　判断是否存在差异：～假设检验～　

假设检验用来判断观测到的多个平均数或方差之间的差异在总体中是否也存在。
根据比较的统计量的类型，假设检验可以划分为多种类型。
指定的值和样本均值的检验

指定的比例和样本比例的检验

指定的方差和样本方差的检验

指定的值与样本统计量的检验（one sample test）…比较“观测到的 1 个样本统计量”与“已知的指定统计量”（平均数、方差、比例等），使用概率来判断它们的差异在总体中是否也存在。
不相关检验

平均数差异的检验

等方差检验

比例之差的检验

双样本检验（two sample test）…在根据条件或处理把样本划分为两组时，使用概率来判断观测到的两个样本统计量（平均数、方差、比例等）的差异在总体中是也否存在。



5.2　两种假设：～零假设和备择假设～　

在检验时，因为需要通过概率来判断关于总体的假设是否正确，所以建立什么样的假设非常重要。
零假设
 
	与研究中主张（希望采用）的内容相反的假设称为零假设。
	内容为“无差异”或“处理无效”等。
	检验方法是尝试反证该假设。



备择假设
 
	拒绝零假设后，作为替代品被接受的假设称为备择假设。
	备择假设是研究中真正主张的内容。



假设（hypothesis）…预先建立的关于总体的假设分为希望假设内容错误的零假设（研究中不主张的），和拒绝该零假设后采用的备择假设（研究中主张的）。
专栏　伟人传⑤

现在使用了零假设和备择假设的假设检验程序是由耶日·内曼和皮尔逊创立的。这里所说的皮尔逊并不是描述统计学的集大成者卡尔·皮尔逊，而是他的儿子埃贡·皮尔逊。埃贡·皮尔逊出生于英国伦敦，早年在剑桥大学学习天文物理学，后来对统计学产生兴趣，加入了父亲的研究室。出生于摩尔多瓦的内曼非常崇拜卡尔·皮尔逊，为了接受他的指导前往伦敦留学，但比起年迈的卡尔·皮尔逊，内曼与年龄相仿的埃贡·皮尔逊更意气相投。除了假设检验，内曼和埃贡·皮尔逊还建立了区间估计等现代推断统计学的框架。另外，内曼还是最早在美国的大学设立统计学专业的人。
实际上，现代假设检验的基础—对总体的假设进行反证是费歇尔先想出来的。但是，他并未设置在假设被拒绝的情况下作为替代品被接受的另一个假设。内曼和埃贡·皮尔逊通过设置备择假设，让检验的内容变得更加容易理解。除此之外，他们还实现了统计检验能力（5.5 节）的计算。换句话说，通过设置零假设，人们可以选择最好的检验方式。这真是划时代的思想。
虽然内曼和埃贡·皮尔逊大幅改进了费歇尔的检验，但他们的成果并未得到费歇尔的认可。由此，内曼对假设检验失去信心，在后半生的研究中基本未再用过假设检验。不过后来，设置了备择假设的假设检验被人们重新认识到价值所在。除在学术研究中用作统计工具之外，假设检验在新药审批、工厂抽检等领域中也成为一种必不可少的统计手段。



5.3　假设检验的步骤　

根据获取观测数据的难度（实验结果发生的概率）来判断预先建立的关于总体的假设是否正确。

假设检验（hypothesis testing）…指以获取样本的难度（观测到该数据的概率）来检验预先建立的关于总体参数的零假设不成立的过程。
　
　不可以接受零假设（判断零假设为“无差异”）
零假设（无差异）在被拒绝时表示该零假设不正确，即并非没有差异（= 有差异）。我们要注意的是零假设没有被拒绝时的含义。
即使没有拒绝零假设，也不可以就此接受零假设，认为该内容（无差异）是正确的。之所以这么说，是因为在重做实验或增加数据的情况下，零假设可能被拒绝，只不过在这次实验中观测到的数据未检测出显著的差异而已。因此，即使无法拒绝零假设，我们也不要接受它，要将这种情况理解为暂且保留零假设。
假设检验是拒绝零假设的过程，不是证明零假设正确的手段。不过，在呼吁削减成本的今天，许多领域的厂家也想就此主张“无差异”。例如：生产仿制药的公司就想主张自己的产品效果与原研药没有很大差异；生产塑料瓶的厂家想主张使用廉价原料生产的产品，其强度也不会很差等。在这种情况下，我们要将零假设定为“仿制药的效果比原研药的效果低一成”等，然后进行单侧检验（5.12 节）。
 
专栏　为什么不对主张的假设进行检验
不熟悉假设检验的学生常会问为什么不从一开始就对主张的假设进行检验。费心思去考虑明明就想拒绝的假设确实像是在绕远路。但是，我们思考一下检验两个平均数的差异的情景。在不知道实际的差异程度时，我们该建立什么样的假设呢？是假设差异较小，还是假设差异较大呢？
也就是说，由于可以建立无数个要主张（有差异）的假设，所以我们永远也到不了检验那一步。因此，建立不主张（无差异）的假设（内容唯一）并对其进行反证的做法更加合理。



5.4　指定的值（总体均值）和样本均值的检验　

本节介绍的是将观测到的样本均值与指定的值（已知）进行比较，然后通过概率来判断它们是否存在差异的检验。
这是最基本的假设检验，回归系数的  检验也是该假设检验中的一种。
这种假设检验也称为单样本检验或总体均值的检验等。
假设的思路

总体均值的检验（one sample ）…是一种将观测到的样本均值与指定的平均数进行比较的检验方法。如回归系数的  检验等。
检验的思路
 
	思考作为比较对象的“指定的值”与“观测到的样本均值”之间的差异是否在误差范围之内。



判断的思路
 
	根据显著性水平来计算临界值（或阈值），即计算“如果样本均值大于该值，则拒绝零假设”的值。
	比较临界值和观测到的样本均值 。



零假设（null hypothesis）…关于总体参数的假设，内容为“假设无差异”或者“假设没有效果”等否定形式。
备择假设（alternative hypothesis）…零假设被拒绝时所采用的假设，通常是研究中主张的内容。
显著性水平
 
	显著性水平（概率用  表示）表示在原假设为真时拒绝原假设的概率。通常置于分布的两侧，为 5%（即每侧各为 2.5%）。
	换句话说，显著性水平就是允许在检验中犯第一类错误（5.5 节）的概率。
	作为判断基准的临界值设置在显著性水平的临界处。



双侧检验和单侧检验
 
	上图那样的双侧检验比较常用，但在下面两种情况下，我们也可以使用仅将一侧的概率作为  的单侧检验。
①已知备择假设（样本均值）的分布比零假设（指定的值）的分布大（或小）。
②仅对一个方向的显著性差异感兴趣。（5.5 节的非劣效性试验等）
另外，单侧检验的备择假设  为 （或者 ），与双侧检验相比，更易于拒绝零假设。



显著性水平（significance level）…决定临界值的基准，需要在检验之前确定。它是检验中犯第一类错误的概率，用  表示。
计算临界值（正态分布）
 
	在总体方差已知的情况下，临界值要根据正态分布来计算。
	不过，在大样本的情况下，样本方差可以用来代替未知的总体方差。
	与使用正态分布进行总体均值的区间估计中的置信界限的计算相同。



判断零假设（正态分布）
 
	关于显著性水平 （双侧）的检验，下图只显示了上侧（右尾）的情况。



双侧检验（two-tailed test）…是概率分布两侧的概率合起来为  的一种常见的检验方法，比单侧检验更严格。
临界值（critical value）…由设置好的显著性水平  导出，用于表示零假设的拒绝域，也称阈值。
z 检验
 
	我们也可以使用  分布来进行同样的检验。与前面介绍的正态分布一样，总体方差必须是已知的。
	由于标准误差已经标准化为 1，所以临界值的计算也变简单了。（不过，检验并没有变简单，因为还要计算检验统计量 。）



t 检验
 
	通常，总体方差是未知的。因此，我们要使用  分布来进行检验（自由度 df 为 ）。
	自由度越小，零假设越难被拒绝。
	回归分析系数的  检验也是一样的步骤。



 值（）… 值越小，观测数据越不符合零假设的内容。因此，如果  值小于已经设置的显著性水平 ，零假设就会被拒绝。 值也称为概率值或显著性概率。
p 值（概率值）
 
	
值就是在零假设的分布中，观测到比检验统计量（下图中的样本均值）更极端（外侧）的值的概率（深色部分的面积）。
	换句话说， 值就是可以拒绝零假设的最低显著性水平，通常我们希望它越小越好。
	在论文中用到统计时，除检验结果外，最好能提供  值。（在双侧检验的情况下，一般软件会自动输出双尾合计的概率。）



专栏　再见，p 值至上主义
显著性这个词总给人一种非常重要的感觉。
因此，经常有学生想方设法得到小于显著性水平的  值（通常，双侧一共为 5%）。但是，检验中的显著性只表示“在这次实验中观测到了在零假设条件下很难出现的值，所以零假设不成立”。 值只表示出现的概率，即数据和零假设不一致的程度。它不能表示实际效果的大小，更不用来衡量实验结果的重要程度或结论的科学性等。因此，将  值解释为“显著性概率”可能并不准确。
为防止  值至上主义进一步泛滥，美国统计协会在 2016 年 3 月发布了关于  值的六项使用原则。感兴趣的读者可以在网上查阅相关资料。



5.5　假设检验中的两类错误：～第一类错误和第二类错误～　

假设检验使用的是样本，因此会出现判断错误的情况。
错误内容可分为两类。
第一类错误
 
	所谓第一类错误，就是将实际没有差异（零假设是正确的）的两个值判断为有差异。
	犯第一类错误的概率（风险率，即检验中的显著性水平）用  表示。



第二类错误
 
	所谓第二类错误，就是虽然无差异的假设是错误的（零假设是不正确的），但忽视该错误，将两个值判定为“无差异”。
	犯第二类错误的概率（通常不称为风险率）用  表示。



第一类错误（type I error）…指拒绝了正确的零假设的错误。在未进行检验时，犯第一类错误的概率就是显著性水平，因此它们都用  表示。第一类错误也称为生产者风险。
统计检验能力
 
	统计检验能力是指在有差异的情况下能判断出有差异的能力，表示检验的优劣程度。
	统计检验能力是不犯第二类错误的概率，用  的补数  表示。
	统计学家雅各布·科恩（Jacob Cohen）认为统计检验能力至少要达到 0.8（80%）。也就是说，在 100 次检验中要有 80 次能够检验出真正的差异。



　应该采用什么样的检验方法？
我们当然希望采用第一类错误的风险率  和第二类错误的概率  都很小的检验方法。不过，从第二类错误相应的展示图中可以看出，如果  变小， 就会变大，反之亦然。也就是说，在样本容量、效果量不变的情况下，无法设置一个能让两个概率同时变小的临界值。
在这种情况下，假设检验中的方针是，关于会带来许多严重的社会性问题的第一类错误，我们预先确定能够接受的风险率（也就是显著性水平 ），然后从中选择犯第二类错误的概率  最小的拒绝域，也就是选择统计检验能力  最强的检验方法（最强能力的检验）。该方针称为内曼 - 皮尔逊准则。
近年来，为了了解检验方法的统计检验能力，论文中除了要求要有检验结果，还要有犯第二类错误的概率  的值和统计检验能力的值。
另外，因为统计检验能力会受样本容量的影响，所以它也可以用来确定收集多少数据。笔者会在 8.8 节对相关内容进行讲解。
第二类错误（type II error）…指备择假设是正确的，却接受了零假设的错误。这类错误用  表示。它也称为消费者风险。



5.6　指定的值（总体比例）和样本比例的检验　

将观测到的样本比例与指定的比例值进行比较，并使用正态分布来判断它们之间是否存在差异。
假设的思路

检验统计量（正态分布）
 
	在样本容量较大（）的情况下，样本比例  遵循正态分布（3.5 节）。



判断零假设
 
	如果检验统计量在分布图的右侧大于上限值，在分布图的左侧小于下限值，或者  值小于 ，则拒绝零假设，接受备择假设（下图展示的是右侧的情况）。



总体比例的检验（testing for ratio）…具体来说就是将观测到的样本比例与指定的总体比例进行比较。该检验用于赞成率、发病率、成品率等方面。



5.7　指定的值（总体方差）和样本方差的检验　

将观测的样本方差与指定的方差值进行比较，并使用卡方分布来判断它们之间是否存在差异。
假设的思路

检验统计量（卡方值）
 
	由于不存在方差的分布，所以我们将样本方差变换为遵循卡方分布的统计量。（3.6 节）



判断零假设
 
	如果检验统计量在分布图的右侧大于上限值，在分布图的左侧小于下限值，或者  值小于 ，则拒绝零假设，接受备择假设（下图展示的是右侧的情况）。



总体方差的检验（testing for variance）…具体来说就是将观测到的样本方差与指定的总体方差进行比较。该检验可应用于重视稳定性的质量管理中。



5.8　真的有相关关系吗？：～不相关检验～　

将观测到的相关系数与 0（不相关）进行比较，并使用  分布来判断它们之间是否存在差异。
假设的思路

检验统计量（ 分布）
 
	在零假设（不相关）的情况下，准标准化的样本相关系数  遵循自由度为  的  分布。（3.7 节）



判断零假设
 
	如果检验统计量在分布图的右侧大于上限值，在分布图的左侧小于下限值，或者  值小于 ，则拒绝零假设，接受备择假设（下图展示的是右侧的情况）。



不相关检验（testing for no correlation）…将根据观测数据计算出来的相关系数与总体相关系数  进行比较。除小样本的情况外，不相关的零假设很容易被拒绝。
专栏　罕见的零相关与选择效应
大部分软件在计算相关系数时会自动进行不相关检验，因此大家会毫不怀疑地将检验结果写到论文中。不知各位有没有发现，不相关的零假设在很多情况下是被拒绝的。
正如笔者在 3.7 节介绍的那样，由于样本相关系数  的无偏标准误差是 ，所以检验统计量 （的绝对值）能够轻易变大。例如，在样本相关系数  为 0.4 的情况下，如果样本容量为 25， 值就为 2.1，当显著性水平为 5% 时，零假设就会被拒绝，结果判定为相关。样本容量越大，这种倾向就越强。当  时，就算 ，零假设也会被拒绝。
因此，像对待水户黄门的印笼 1 那样对待不相关检验的结果，把它太当回事可不好。
虽然与不相关检验并无直接联系，但在使用了相关系数的分析中，我们经常能看到一种叫作选择效应的错误。这里，笔者也想对该内容进行简单讲解。
选择效应，具体来说就是虽然只观测到偏差范围内的数据，但还是计算了相关系数或实施了不相关检验，从而遗漏本来存在的相关关系，或者在原本不相关的情况下得出了相关的结论。下图是高考成绩和大学成绩之间是否存在相关关系的分析。该示例可以说是选择效应的一个典型示例。

1印笼是一种小型盒式漆器，原用来收纳印章，到江户时代演变为在腰间存放药物的容器。水户黄门的印笼是惩恶扬善的象征，恶人见到印笼就会乖乖就范。正文中用来比喻过度重视不相关检验的结果。——译者注



5.9　平均数差异的检验①：～两独立样本的情形～　

比较两组（群体、条件、处理）的平均数，利用概率来判断它们之间的差异是否
也在总体中存在。独立（使用不同个体进行测量）的情况和配对（使用相同个体进行测量）的情况在检验统计量的计算方法上是不一样的。
两独立样本
 
	在两个条件下观测不同的个体（检验对象的受试者等），并比较它们的平均数。本节将讲解两独立样本的相关内容。



两配对样本
 
	在两个条件下观测相同的个体，比较它们的平均数。
	在个体差异较大的情况下，该检验可以提高判断的准确度。



平均数差异的检验（testing for difference in means）…比较两组样本的平均数，根据数据被观测到的概率来检验它们之间的差异在总体中也存在，也就是检验它们来自不同的总体。
样本均值差异的分布与假设
 
	由于总体均值未知，所以我们取两组样本的样本均值的差异，思考该差异的分布。



独立数据（unpaired data）…在各种条件下观测不同的个体所得到的数据。观察性别差异的实验等得到的数据就属于独立数据。
配对数据（paired data）…在各种条件下观测相同的个体所得到的数据。配对数据的优点是考虑到了个体差异。
方差的加和性
 
	在计算检验统计量时，有一点需要多加注意。那就是在样本均值差异的分布中，总体均值等于样本均值的期望，总体方差等于样本方差的期望。



检验统计量（z 分布）
 
	在总体方差已知或者样本容量较大的情况下，我们使用  分布。
	样本均值  的标准化变量  是 ，因此，样本均值  和  的差也可以进行标准化（只需注意误差方差）。



方差的加和性（additivity of variance）…当 A 组的方差为 ，B 组的方差为  时，两组之和（A + B）的方差为 。另外，两组之差（A - B）的方差也是 。
检验统计量（t 分布）
 
	在总体方差未知且样本较小的情况下，我们使用  分布。
	与  值的不同之处是总体方差  变成了无偏方差 。
	无偏方差  既可以通过组 1 计算又可以通过组 2 计算，因此，我们可以使用通过组 1 和组 2 的自由度获取的加权平均值（合并方差）。


	如果两组样本的容量都是 ，公式则变为下面这种简单的形式。



判断零假设（t 检验）
 
	使用检验统计量（ 或 ），按照与指定的值和样本均值的检验相同的步骤进行检验。这里笔者使用  分布进行讲解。



合并方差（weighted average of variance）…在根据两组独立样本计算  值时，我们使用的是两组样本的无偏方差的平均数，但在样本容量不同时，计算的则是根据两组样本的自由度进行加权后的合并方差。
Welch 检验（不假设等方差的检验）
 
	两组独立样本的平均数差异的检验统计量（、）是以两组样本的方差相等为前提的，所以在等方差检验等无法假设等方差的情况下，我们需要使用 Welch 检验。
	检验本身与普通的  检验相同，只是自由度的计算稍微有点复杂。



专栏　一开始就进行 Welch 检验？
统计学的教材一直都是这么介绍的：在检验两组独立样本的平均数差异之前，先进行等方差检验，如果等方差的零假设被接受，则进行  检验，如果被拒绝，则进行 Welch 检验。
但是，在检验平均数差异之前进行等方差检验，会出现第一类错误的风险率  变大的多重性问题（6.5 节），因此近年来不再进行等方差检验，而是使用了新的方法。具体来说就是在两组样本的容量接近的情况下，使用普通的  检验；如果两组样本的容量相差较大，则忽略等方差，直接进行 Welch 检验（特别在药学中，后者成为主流方法）。
尽管如此，现在市面上的软件只要进行  检验，就会自动进行等方差检验和 Welch 检验。对此，我们可以采取两种对策：一是在最开始就声明使用哪一种检验，忽略等方差检验的结果；二是像之前那样在等方差检验之后进行  检验，同时考虑多重性，严格设置和判断两种检验（等方差检验和  检验）的显著性水平（例如，显著性水平由 5% 改为 2.5%）。不过，在使用第二种方法时，出现第二类错误的概率  会变大。
等方差检验（F 检验）
 
	等方差检验用来判断两组样本的方差是否相等。
	在等方差的条件下，两组样本的无偏方差的比值遵循  分布（见第 36 页 ）。



　 值的分子必须比分母大，所以我们只考虑临界值右侧的检验。不过，为了保证检验的准确性，有的软件会从 （在显著性水平为 5% 的情况下， 为 2.5%）的  分布表中取临界值，有的软件会输出两倍的  值。
判断零假设
 
	如果检验统计量大于临界值或者  值小于 ，则拒绝零假设，接受备择假设。

Welch 检验（Welch's test）… 检验的改良版，可用于两组样本的方差不同的情形。
等方差检验（test for homogeneity of variances）…将方差相等作为零假设的  检验。如果在  检验之前进行等方差检验，最好先接受零假设。



5.10　平均数差异的检验②：～两配对样本的情形～　

在两个条件下观测相同的个体时已经考虑到了个体差异，因此检验结果更加准确。

检验统计量（t 分布）
 
	因为仅根据  的分布无法预测误差，所以我们来思考样本  的  分布。



配对样本  检验（paired t test）…用于判断在两个条件下观测的相同个体的平均数差异在总体中是否也存在。在个体差异很大的情况下进行检验可以得到精确度更高的结果。
练习　试着对前面降压药的示例（显著性水平双侧加起来为 5%）进行检验。

 
专栏　正确的图形绘制方法
在统计分析中，绘制图形十分重要。不过，即使是两组样本的平均数差异，在独立情况下的绘制方法和在配对情况下的绘制方法也是不同的。尤其在配对的情况下，比较的是两组样本的差异（即变化量）。因此，如果不按照右图那样绘制，将无法估计检验结果。




5.11　比例之差的检验：～两独立样本的情形～　

比例之差的检验用于判断总体比例在两个条件（组、群体）下是否存在差异。
在小样本的情况下请使用 Fisher 确切概率法（7.3 节）。
假设的思路

检验统计量（z 分布）
 
	当样本足够大时，两组样本比例的差异  遵循正态分布。
	这里笔者用该样本比例差异标准化后的  统计量进行讲解 。



比例之差的检验（testing for difference in proportions）…用于判断两组样本的样本比例的差异在总体中是否也存在。在样本足够大的情况下，比例的差异近似遵循正态分布，这时比例之差的检验相当于  检验。
判断零假设
 
	如果检验统计量在右（上）侧大于上限值，在左（下）侧小于下限值，或者  值小于 ，则拒绝零假设，接受备择假设（下图展示的是右侧的情况）。



练习　试着对前面液晶屏成品率的示例进行  检验。（双侧合起来的显著性水平为 5%。）

 
　方差加和性和合并方差
试着比较比例之差的检验统计量的公式与两独立样本平均数差异的检验统计量（ 或 ）的公式，确认它们的结构基本相同，即都使用了比例差异的分布。注意到这一点后，就可以理解检验统计量中代替总体比例  使用的样本比例  是计算无偏方差  时使用的合并方差，而  是遵循方差加和性后，在零假设下将相同的值  提出来并整理的结果。
分布的上侧（upper tail）…概率分布的右侧，左侧称为下侧（lower tail）。也有只使用一侧的概率进行判断的检验（例如，在有三组样本以上的独立性检验中只使用右侧的概率）。



5.12　检验非劣效：～非劣效性试验～
在统计检验中，我们不可以接受“无差异”的零假设。不过，在呼吁削减成本的当代社会，很多时候人们想要证明仿制药的效果与原研药的效果没有很大差别。由此便采用了单侧检验的方法，证明仿制药与原研药之间的差异保持在允许范围之内。
目的
 
	例如，在销售低成本的仿制产品之前，将它与评价较好的原创产品进行比较（有效率、强度等），证明二者之间差异不大。



假设的思路
 
	以仿制药的效果与原研药的效果相比仅差△为零假设。通过单侧检验拒绝该假设，接受备择假设，即仿制药与原研药之间的差异不会超过△。



非劣效性试验（non-inferiority trials）…虽然仿制药会比原研药差，但不会差过某种程度，对此进行检验的方法就是非劣效性试验。
检验统计量
 
	从两组样本的平均数之差（ 值）或比例之差的检验统计量（ 值）的分子中减去△，得到的值就是检验统计量。不过，比例之差的检验统计量计算起来会稍微复杂一些。
	我们用 1 代表原研药，用 2 代表仿制药。



　使用置信区间的非劣效性试验
我们也可以使用置信区间估计来确认非劣效性。
如果是平均数，则计算 原研 - 仿制 的置信区间；如果是比例，则计算 原研 - 仿制 。如果置信界限的下限值大于 -△，我们就可以得出“仿制药与原研药之间的差异不会超过△”的结论。

非劣效性界值（non-inferiority margin）…指是在非劣效性试验中设置的△，表示可以接受的平均数差异或比例差异。不同的领域，设置的值也不一样，日本厚生劳动省发布的《统计解析指南》（『統計解析ガイドライン』，暂无中文版）中记述了在药品的情况下该值通常为 10%。
 







第 6 章　方差分析和多重比较




6.1　用实验确认效应：～单因素方差分析～　

方差分析用于判断作为实验目标的因素是否对实验结果造成了影响。
由于平均数差异的检验对象扩展到了 3 组样本以上，所以我们使用  分布进行检验。
笔者通过示例介绍完方差分析的特征后，会对独立的单因素方差分析进行讲解。
单因素方差分析是只有一个因素的最基本的方差分析。

方差分析（analysis of variance）…针对 3 组以上的样本检验平均数的差异，利用了当作为研究目标的因素效应比误差效应大时，方差比例  值也会变大这一特点。该方法是实验设计法的支柱。
单因素方差分析
 
	单因素方差分析是只有一个因素的最基本的方差分析，是独立样本的方差分析。
	单因素方差分析用于确认被人为改变处理条件（水平）的因素是否对实验结果造成影响。


　对照组的设置
实验中最好设置一个“对照组”（不设置也可以分析），t 检验也是如此。
在前面的示例中，如果不设置“无肥料”那一组，而是用肥料 A、肥料 B 和肥料 C 进行实验，就算通过方差分析检测出显著性差异，我们也无法推断出施肥的有效性。尤其在以人为对象检测药品效果时，我们需要设置一个服用安慰剂（无治疗效果的药）的对照组（不是“未服药”），将心理作用的效果添加到检验水平中。
 
　重复实验
在方差分析的情况下，数据如果不离散就无法进行分析。因此，我们需要针对各个水平重复进行多次独立实验。关于应该重复多少次实验，笔者会在 8.8节进行讲解。为方便计算，本节示例中选择让实验重复 2 次（）。
单因素方差分析（one-way ANOVA）…只有一个目标因素的方差分析。有数据独立和数据配对 2 种情况。
对照组（control group）…指不加处理的实验组。它是对照实验的基本元素，又叫控制组。
方差分析的思路
 
	数据整体的差异（总变异）可分为由目标因素造成的差异（组间变异）和由误差这一目标之外的因素造成的差异（组内变异）。



总变异（total variation）…指实验中观测数据整体的差异（偏差平方和），包含目标因素造成的差异（组间变异等）和误差造成的差异（组内变异）。总变异也称为全变异。
总变异的计算
 
	所谓变异就是偏差平方和，即各个值与总均值的偏差的平方和。总变异不可以用于检验。



组间变异的计算
 
	如果误差不起作用，那么各组内的值应该是相同的。
	组间变异的方差是检验统计量（ 值）的分子。



组间变异（variation between subgroup）…指由目标因素造成的差异（偏差平方和）。其值除以自由度（组数 - 1）得到的无偏方差是检验统计量（ 值）的分子。
组内变异的计算
 
	组内的值本应该是相同的，但误差使它们之间出现差异。
	组内变异的方差是检验统计量（ 值）的分母。



检验统计量（F 值）
 
	组间变异的无偏方差除以组内变异的无偏方差的结果，就是方差分析的检验统计量（F 值）。



组内变异（variation within subgroup）…指由误差产成的偏差平方和。其值除以自由度（数据个数 - 组数）得到的无偏方差（误差方差）是检验统计量的分母。
假设的思路
 
	假设的内容与两组样本时的一样，用“有/无”因素效应来表示组间的总体均值有没有差异更容易理解。



判断假设
 
	如果检验统计量大于临界值，或者  值小于 ，则拒绝零假设，接受备择假设。



练习
试着对前面示例中施肥对收成的影响进行显著性水平为 5% 的检验。
结果，根据观测值计算出来的检验统计量（19）比临界值（9.55）大，由此我们可以说施肥是有效果的。我们通过计算  值（1.98%）也能确认其小于 。

方差分析的检验统计量（test statistic for ANOVA）…即  值，其分子是目标因素造成的数据的无偏方差，分母是误差造成的无偏方差（误差方差）。该检验统计量仅可以用于右侧概率的单侧检验。



6.2　多个样本的等方差检验：～Bartlett 检验～　

方差分析也以等方差为前提，我们最好进行事前检验。
假设的思路

检验统计量
 
	我们将遵循卡方分布的“全组方差的偏离程度”作为检验统计量。
①计算方差的偏离度。 是组  的数据个数， 是组  的无偏方差， 是自然对数。

②随着数据个数增多，偏离度也会变大，因此，我们需要计算补正系数。

③偏离度除以补正系数，得到的值就是遵循自由度为  的卡方分布的统计量。


练习
试着检验一下示例（肥料与收成）的等方差性（显著性水平为 5%）。
①方差的偏离度：
②补正系数：
③检验统计量：零假设条件下的卡方值 = 0.5232 ÷ 1.4444 ≈ 0.3622
④检验结果：在自由度为 2 的卡方分布中，右侧概率 5% 的临界值为 5.991，所以各组的方差相等这一零假设不能被拒绝（ 值 = 0.8343）。
因此，我们可以对示例中的数据进行方差分析。
Bartlett 检验（Bartlett's test）…方差分析中会假设各组之间的方差相等，因此最好先进行 Bartlett 检验，将等方差作为零假设。除此之外，还存在正态性前提比较宽松的 Levene 检验。
专栏　伟人传⑥

如果问学习统计学的人“谁是最伟大的统计学家？”大家一定会选费歇尔吧。除本章介绍的方差分析之外，假设检验、 值、自由度等现代推断统计学中必不可少的方法和概念，以及总体参数估计法之一的极大似然估计法都是由费歇尔提出来的。
1890 年出生于英国伦敦郊区的费歇尔，从小便擅长数学。他身体羸弱，眼睛也高度近视，被医生建议不要在晚上读书，但从 6 岁开始，他便对数学和天文学感兴趣，整日埋头破解数理统计学的难题。1909 年，尽管父亲事业失败，费歇尔还是靠奖学金进入英国剑桥大学学习，在校期间发表了许多优秀的论文。1918 年，费歇尔拒绝了卡尔·皮尔逊的邀请，决定去英国洛桑实验站工作。任职期间（1919~1933 年），他在统计学领域取得了很大的成就。在洛桑实验站，费歇尔主要负责选择收成较高的农作物品种和效果良好的肥料。他调查了实验站保存的 90 年的数据，发现与肥料的效果相比，天气等因素的影响更大，并且各个因素间有混淆作用，无法帮助人们得出清晰的结论。所谓混淆，就是无法分辨是哪个因素对结果造成了影响。由此可见，胡乱收集数据并不可取，必须事先对实验进行设计，以便确认效果。
费歇尔的性格极具攻击性。他与卡尔·皮尔逊一生不和这件事尤为有名。据说二人产生分歧的导火索是费歇尔向卡尔·皮尔逊等人创立的《生物统计学报》投寄的第二篇论文迟迟没有发表，未发表的原因是该论文涉及的数学知识过于高深，皮尔逊无法理解。
费歇尔是一名烟民。他在晚年对主张抽烟与肺癌有因果关系的研究提出了质疑，指出该研究在数据和实验次数上存在不足，而且很可能把容易患癌的遗传基因和吸烟上瘾的遗传基因弄混了。不过，据说费歇尔不断提出质疑的真正原因是那些研究使用了他十分不喜欢的贝叶斯统计学，还有一说是他得到了烟草公司的资助。当然，现在已经证实吸烟和肺癌之间存在因果关系了。



6.3　考虑个体差异：～配对的单因素方差分析～　

在各个条件下观测相同的个体时，进行配对的单因素方差分析能够实现考虑个体
差异的检验。不过，如果个体差异很小，因素效应就很难被检验出来了。

独立情况下的组内变异（由误差造成的差异）包含由个体差异造成的变异（受试者间变异），但在配对的情况下这个受试者间变异可以去除，以此提高精确度。

配对的单因素方差分析（one-way ANOVA, repeated measurement）…针对在各个条件下观测相同个体得到的数据实施的方差分析，只有一个目标因素。在个体差异很大的情况下，该方差分析能够帮助我们得到精确度更高的结果。
计算受试者间变异

 
	可以认为受试者之间的平均数差异是由个人差异导致的。（自由度为“受试者数量 - 1”。）
	将受试者均值（13 和 11）减去总均值（12），然后平方。因为只是个人差异的变异，所以平方后求得的值对所有的组来说都是相同的。



计算（配对情况下的）组内变异
 
	用独立情况下的组内变异减去受试者间变异，可以得到去除了个体差异的组内变异。注意，自由度的计算也要用到减法。



检验统计量和零假设的判定
 
	示例中作为因素效应的组间变异（114）与独立情况下的组间变异相同，因此基于零假设的检验统计量  值为 114 ÷ 6 = 19，与显著性水平为 5% 的临界值  相等。保守来看，最好接受零假设，得出药效不明的结论。

受试者间变异（intersubject variation）…由个体差异造成的数据差异（偏差平方和）。一般我们不将它作为检验对象。



6.4　找出交互作用：～双因素方差分析～　

在目标因素不少于两个的方差分析中，除了各因素的主效应，我们还可以检验它们之间是否存在交互作用。

总变异可以分为由因素效应引起的变异（组间变异）和由误差效应引起的变异（组内变异）。另外，由因素效应引起的变异可以分为由各个主效应引起的变异（都是组间变异）和由交互作用引起的变异。

双因素方差分析（two-way ANOVA）…要经过实验验证的因素有两个时的方差分析。与单因素方差分析相比，其特征是可以检验两个因素的交互作用。
交互作用
 
	交互作用指一个因素的水平变化对另一个因素产生影响，由此产生的组合效应。分为相乘效应和相抵效应。
	我们通过绘图来看一下交互作用。如下所示，其中纵轴为观测值，横轴为一个因素。存在交互作用（橘色背景部分）时的线段不会处于平行状态。



交互作用（interaction effect）…指在多个因素之间组合指定水平时产生的相乘效应和相抵效应。
主效应（main effect）…各个因素独自产生的效应。主效应是在有两个以上的因素时使用的术语。
计算由因素效应引起的（组间）变异

 
	首先计算结合了主效应和交互作用的“因素效应”所引起的变异。为此，我们需要考虑由误差之外的因素引起的变异。
	如果没有误差，那么因素 A 和因素 B 的各水平组合内的值应该都相同。



可重复方差分析（ANOVA with replication）…为了检验交互作用，我们需要在各个水平组合下进行两次以上的实验。注意不要与“配对”的英文 repeated measurement 弄混。
计算由因素 A 的主效应引起的（组间）变异
 
	如果数据只是因为因素 A 的主效应而出现差异，那么因素 A 的各水平下（各行中）的值应该是相同的。



计算由因素 B 的主效应引起的（组间）变异
 
	如果数据只是因为因素 B 的主效应而出现差异，那么因素 B 的各水平下（各列中）的值应该是相同的。



计算由交互作用引起的变异
 
	由因素效应引起的变异中包含由因素 A 和因素 B 的主效应引起的变异，所以用由因素效应引起的变异减去由因素 A 和因素 B 的主效应引起的变异就是由交互作用引起的变异 。
	自由度的计算也是如此，即用因素效应的自由度减去因素 A 和因素 B 的主效应的自由度。



平方和的类型（types of sums of squares）…由因素引起的变异减去由主效应引起的变异，剩下的就是由交互作用引起的变异，因此在数据不平衡的情况下，减的顺序也会影响结果。平方和的类型指的就是调整方法的类型（参照本节专栏）。
计算由误差效应引起的（组内）变异
 
	误差效应导致各个水平组合下的值不同。



检验统计量和零假设的判定
 
	我们对因素 A 和因素 B 的主效应，以及交互作用这 3 个效应进行检验。它们的零假设都是“无效应”。
	3 个统计量（ 值）的分子和分母的自由度都是 1，因此显著性水平为 5% 的临界值为 7.7。


	该示例中的因素 A 和因素 B 的主效应在显著性水平为 5% 的情况下都被认定为存在，但交互作用是否存在未能得到确认。



集中（pooling）…如果将可以判断为无效应的交互作用的变异和自由度算到误差中，就能增大主效应的检验统计量。在正交实验法中，主效应也是实验对象。
 
　用其他方法计算由交互作用引起的变异
前面，我们用由因素效应引起的变异减去由各主效应引起的变异来计算由交互作用引起的变异，用下面的公式也可以达到同样的目的。我们来试着用一下这个公式吧。

 
专栏　平方和的类型
虽然示例中的组合都有 2 个数据（重复次数为 2），但实际上在很多情况下，它们的大小并不一定相同（大小不同的情况称为不平衡或不均衡）。
在处理不平衡的数据时，我们需要多加注意。这些数据在很多时候不满足方差分析的前提条件——各个因素是正交的（不相关的）。说得详细一点就是，如果因素之间是相关的，先计算的因素或交互作用的平方和（变异）就会比后计算的因素或交互作用的平方和（变异）大一些。也就是说，各个主效应或交互作用的检验结果会根据计算的顺序发生改变。为了不受计算顺序的影响，人们想出了一些调整方法，也就是平方和的类型（type）I 到 IV。这里笔者简单介绍一下这 4 种类型的使用方法。
 
	类型 I：该方法会受计算顺序的影响，因此不怎么常用。
	类型 II：该方法只调整主效应，不调整交互作用。
	类型 III：该方法既调整主效应又调整交互作用，是软件中默认指定的方法。
	类型 IV：该方法用于存在空白单元格（完全没有数据的组合）的情况。




6.5　不可以重复检验：～多重性～　

在方差分析中，我们会因为不清楚哪组和哪组之间的平均数存在差异而想重复进行两组样本的平均数检验（如  检验），但这种做法是不可取的。如果对同一个实验中得到的数据重复进行检验，即使每次检验都以 5% 的显著性水平进行，从整体来看，一些检验中还是会出现错误，导致结果为显著的概率变高（检验宽松）。
方差分析的缺点
 
	方差分析中会比较多组样本的平均数，但我们并不清楚哪组样本和哪组样本之间存在差异。（即使只有一对存在差异，零假设也会被拒绝。）



多重比较
 
	为了找出哪组样本和哪组样本之间的平均数存在差异，要在各组间反复进行“两组样本的平均数差异的检验”（多重比较），但我们不可以对同一个数据重复进行检验。



多重比较（multiple comparison）…方差分析中会检验多组样本间的平均数差异，但我们并不清楚哪组样本和哪组样本之间存在显著性差异。这时就要通过逐对比较平均数来确定哪些样本之间存在显著性差异。
检验的多重性问题
 
	所谓重复检验，就是希望零假设被同时拒绝。在概率论中，同时就是乘法的意思。
	检验的基准是不犯第一类错误的概率 ，重复进行  次检验，基准  也会自乘  次，数值会变小。
	如果检验基准  变小，作为显著性水平的  的补数  就会变大，零假设更容易被拒绝。



多重性问题（multiplicity problem）…如果对相同的数据集重复进行检验，犯第一类错误的概率就会变高。换句话说就是以大于预想的显著性水平进行了检验。



6.6　可重复的检验（多重比较法）①：～Bonferroni 校正法和 Scheffe 法～
我们可以使用多重比较法对相同的数据重复进行检验。
按照多重性问题的校正对象进行划分，多重比较法有 20 多种，大致可分为 3 类。
多重性问题的校正类型
 
	在重复进行检验时，为了防止检验统计量轻易落入拒绝域，我们需要使用能让检验更加严格的校正方法。校正方法可根据校正对象分为 3 类。



Bonferroni 校正法（校正显著性水平）
 
	Bonferroni 校正法是使用事先除以重复次数（比较的次数）的显著性水平进行检验的方法。
	如果有 A、B、C 这 3 组样本，就要比较 AB、AC、BC 这 3 对样本。因此，我们用  除以 3 得到 ，然后用  进行检验（右图）。
	该方法十分简单，能够手动完成，而且不会对统计量本身造成影响，因此可以针对配对数据或品质数据使用。
	该方法的缺点是当样本超过 5 组时，检验会变得过于严格。



Bonferroni 校正法（Bonferroni's method）…事先除以重复次数，使显著性水平变小。这样一来，即使重复进行检验，显著性水平也会保持在最初预想的基准范围之内。
Scheffe 法（校正检验统计量）
 
	Scheffe 法不是像 Bonferroni 校正法那样对各组样本逐对进行比较（两两比较），而是将多组样本汇总到一起分成 2 组，然后对这 2 组样本进行比较（对比）。
	用检验统计量（ 值）的分子除以“组数 - 1”，以此提高检验的严格度。
	若临界值为 ，那么 Scheffe 法也可以针对定序数据使用。

对比
 
	在组数为 、各组样本的总体均值为  的情况下，对比的定义如下所示。



Scheffe 法的检验统计量
 
	将检验统计量与临界值  进行比较。其中  是组数， 是  组样本的平均数， 是无偏误差方差， 是第  组的样本容量， 是总样本容量。



Scheffe 法（Scheffe's method）…将多组样本汇总起来分成两组进行比较的方法。因此，该方法可以针对无数个组合使用。它通过将检验统计量（ 值）的分子除以“组数 -1”来提高检验的严格程度。



6.7　可重复的检验（多重比较法）②：～Tukey 法和 Tukey-Kramer 法～
Tukey 法是能够将两组样本的  检验应用于多个样本中的方法。
这里将检验统计量  值与从学生化极差分布中取出的  值（临界值）进行比较。
Tukey-Kramer 法在 Tukey 法的基础上进行了改良。该方法可以在数据不平衡的情况下使用。
Tukey 法的检验统计量
 
	在比较组 1 和组 2 时，如果它们的样本容量都为
，那么检验统计量就是对两独立样本平均数差异的  检验稍微变形后的内容。



临界值（q 值）
 
	在多重比较中会进行多次两两比较。在比较平均数最大的组与平均数最小的组时，检验统计量是最大的。这两组数据的统计量分布就是学生化极差分布，从中取出的临界值叫作 
值。



Tukey 法（Tukey's test）…最常见的多重比较法。该方法以从“学生化极差分布”中取出的  值为临界值，对使用无偏误差方差的检验统计量  值进行检验。
Tukey 法的判定
 
	如果从专用的表（见附录）中依据任意的显著性概率（通常 ）读取  值，并以它为临界值（自由度  为“总样本容量  - 样本个数  ”）对所有样本对的检验统计量进行判断，就能实现最严格的检验。



Tukey-Kramer 法的检验统计量（可以应用于数据不平衡的情况）

Tukey-Kramer 法的判定

　什么是学生化极差分布？
光看名称，很难理解学生化极差分布是一个什么样的分布。学生化就是  分布中的准标准化。所以学生化极差分布是指，最大范围（最强检验）除以无偏标准误差的值的分布。当然，该分布的函数也有定义，但实在太难，因此本书中省略了这部分内容。另外，该分布的形状与  分布非常相似。

Tukey-Kramer 法（Tukey-Kramer method）…对 Tukey 法进行改良后的多重比较法，可在不平衡的数据中使用。注意，在从  值表中读取临界值时，需要除以 。

学生化极差分布（Studentized range distribution）…所有样本对中平均数差异最大的样本对的统计量分布。
练习　对 6 对数据中的无添加 N 与添加剂 A 这对数据实施 Tukey-Kramer 法。当然，其他样本对也可以使用同样的方法进行计算。

 值 …遵循学生化极差分布的统计量。如果将使统计量最大的两组数据的临界值（ 值）用于其他样本对的检验，就相当于按最严格的基准进行检验。



6.8　可重复的检验（多重比较法）③：～Dunnett 法～
在只与对照组进行两两比较的情况下更容易检验出显著性差异。不过，由于存在无数个专用表，所以我们一般会使用软件进行检验。

假设的思路

检验统计量和判定
 
	Dunnett 法的检验统计量与 Tukey-Kramer 法的完全相同。
	要比较的样本对的个数与 Tukey-kramer 法的不同，所以我们需要从 Dunnett 法专用的表中读取临界值。该专用表通过去掉多个两两比较的统计量之间出现的相关系数来修正多重性问题。因此，即使显著性水平都是 5%，双侧检验和右侧检验也会存在差异，还会因相关系数存在无数个专用表（所以本书中并未记载）。
	以下是使用模式 1 的备择假设对 6.7 节的示例进行检验的结果。可以确定样本 A、样本 B、样本 C 与样本 N 之间存在显著性差异。



Dunnett 法（Dunnett's test）…只比较对照组与处理组。它与 Tukey 法基本相同，但因为组间的样本容量不同，所以我们需要为每个计算出的相关系数准备一个专用的检验表。
　
专栏　可以一开始就分成两组样本吗？（以及如何选择最合适的多重比较法）
在课上介绍多重比较法时，经常有学生问可不可以一开始就分成（可以检验出差异的）两组样本。笔者能理解这种想法，但实施预先设计好的内容才是实验。因此，在实验完成之后将未发现显著性差异的样本当作不存在的东西是一种不可取的欺骗行为。
本章中只介绍了基本的多重比较法，而如今的统计分析软件中搭载了 20 种以上的方法，我们很难判断到底该用哪一种。不过，这些方法都被改良过，在统计检验能力较低的情况下也可以使用，因此我们无须过于烦恼。再简易的软件也会带有 Tukey-Kramer 法，而且 Bonferroni 校正法只会按照严格的显著性水平从分布表中读取临界值，因此，我们只要选择其中一种方法使用即可。需要注意的是，当样本数超过 5 个时，Bonferroni 校正法会变得过于严格。如果软件中有名为 R-E- G-W Q（F）的方法，大家不妨使用它，它就是统计检验能力最强的逐步回归法，笔者强力推荐。另外，有的软件中还带有不调整多重性问题的（Waller-）Duncan 和 Student-Newman-Keuls，大家不要使用。
下表中整理了 Tukey-Kramer 之外的一些方法供大家参考。基本上越靠左边的方法统计检验能力越强。

 







第 7 章　非参数方法




7.1　不依赖于分布的检验：～非参数方法～　

非参数方法是不以“总体遵循特定的概率分布”为前提的统计方法的总称。
参数方法和非参数方法
 
	 检验和方差分析都属于参数方法。这类方法会假定总体遵循正态分布，因此可以用于计算在零假设条件下实验结果发生的概率。



参数方法（parametric methods）…是以“总体遵循特定的概率分布”为前提的统计方法的总称。例如，在  检验和方差分析中，总体需要遵循正态分布。
 
	非参数方法适用的情况　其一：品质数据


	非参数方法适用的情况　其二：存在极端值



非参数方法（non-parametric methods）…是不以总体遵循特定的概率分布为前提的统计方法的总称。这类方法对品质数据、存在极端值的数值型数据有效。

专栏　对任何数值型数据都可以使用非参数方法吗？
我们可以毫不犹豫地对品质数据使用非参数方法，但对数值型数据就不能这样了。由于样本容量和总体分布之间没有任何关系，所以“在小样本的情况下使用非*参数方法”这一规律也不一定正确。
实际上，最近人们发现，即使对总体是正态分布的样本使用非参数方法，统计检验能力也没有下降多少。也就是说，我们可以对所有数值型数据使用非参数方法。
 
　什么是品质数据？　——关于测量尺度——
心理学家斯坦利·史密斯·史蒂文斯（Stanley Smith Stevens）将测量尺度分为四类。下面的表中整理了这四类尺度以及测量数据的特征和示例等。
数据可以实现的计算根据测量尺度发生改变。例如，以名义尺度或定序尺度测量的品质数据（分别为定类数据和定序数据）不可以计算平均数。因此，我们必须使用非参数方法来检验其差异。

测量尺度（level of measurement）…基于数据的信息性质在统计学中进行分类的标准，源于 1946 年史蒂文斯在《科学》杂志上发表的论文“On the Theory of Scales of Measurement”（《论测量尺度理论》）。



7.2　品质数据的检验：～独立性检验（皮尔逊卡方检验）～　

独立性检验用于判断交叉表的左表头和上表头是相关的还是独立的，即检验左表头和上表头的两个变量之间是否存在相关关系。
在 2×2（交叉表）的情况下，独立性检验与比例之差的检验（5.11 节）和后面介绍的 Fisher 确切概率法（7.3 节）的目的是一样的。
即使没有原始数据，只要有统计表就可以进行检验，因此这类检验也称为统计表检验或皮尔逊卡方检验。

皮尔逊卡方检验（Pearson's chi-square test）…卡尔·皮尔逊提出的非参数检验，通过卡方分布来检验“观察频数遵循期望频数分布”这一零假设。皮尔逊卡方检验分为独立性检验和拟合优度检验。
期望频数
 
	在零假设正确的情况下，也就是左表头与上表头相互独立的情况下思考期望的频数分布，然后将其与观察频数的分布进行比较。
	如果观察频数的分布与期望频数的分布相差很大，就可以拒绝“左表头与上表头之间相互独立”这一零假设。



期望频数（expected frequency）…在独立性检验中，期望频数是在零假设为“交叉表的左表头与上表头相互独立”的条件下所期望的行列频数，是通过观察频数的行列合计值的比例反算出来的值。
检验统计量（卡方值）
 
	我们使用近似遵循卡方分布的统计量来表示零假设条件下期望的频数分布与观察的频数分布的差异程度，并对该统计量进行检验。
	严格来说，该统计量并不是卡方值，但由于它在总频数很大的情况下近似遵循卡方分布，所以为了方便，人们就把它简称为卡方值。



独立性检验（test for independence）…将两个变量（交叉表的左表头与上表头）之间相互独立作为零假设的非参数检验。另外，还有一种名为残差分析的方法，该方法用于判断哪一个单元格中的观察频数与期望频数相差较大。
练习　使用本节示例中的数据检验一下独立性。

拟合优度检验（test for goodness of fit）…检验观察频数分布与理论上的期望频数分布是否相同（相符）的非参数方法。例如，该方法可以用于检验客流量是否会因今天是星期几而不同（一周各天的期望频数是均等的）。
独立性检验的缺点与修正
 
	在有四个单元格（2 行× 2 列的交叉表）的小样本的情况下，由于  值会比实际的值小，对第一类错误的判断比较宽松，所以我们一开始就要先将检验统计量修正得小一些（连续性修正）。这是因为虽然检验统计量是离散型数据，但假设的卡方分布是连续型分布 。
	另外，小样本通常定义为总频数  小于 20，或者  小于 40 且存在期望频数小于 5 的单元格。



连续性修正（continuity correction）…虽然实际的统计量是离散型的，但在使用近似的连续型概率分布进行检验时容易犯第一类错误。为了防止该问题发生，要事先将检验统计量修正得小一些。
关联系数（独立系数）
 
	随着总频数或单元格数的增加，作为独立性检验统计量的卡方值会变大。因此，如果只想了解左表头与上表头的关联程度，就需要计算不受这些因素影响的关联系数。
	关联系数分许多种，这里笔者仅介绍比较有代表性的克莱姆关联系数 （）。



　在前面有关森林保护的示例中，克莱姆关联系数为 19.6 ÷ 650 × (2 - 1) 的平方根，即 。与相关系数一样，克莱姆关联系数也在 0 ~ 1　中取值，没有“系数大于多少就表示关联性强”的标准。不过，在克莱姆关联系数为 0.17 的情况下，我们可以说上表头和左表头之间有弱关联性。
 
　连续性修正的必要性
虽然实际的统计量是离散型数据，但如果在检验时假设的分布是连续型的，我们就需要多加注意了。
以下图为例，当统计量为 4 时，在零假设条件下，该统计量发生的概率（ 值）本应该等于灰色部分的面积（3.5 的右侧）。然而，如果假设该统计量遵循连续型概率分布，那么  值就等于 4 右侧的橙色部分的面积。也就是说，对第一类错误的判断会变得比较宽松。因此，我们需要一开始就将统计量修正得小一些。

关联系数（coefficient of association）…在独立性检验中，关联系数是表示上表头与左表头的关联程度的指标。比较有代表性的是克莱姆关联系数。
克莱姆关联系数（cramer's coefficient of association）…卡方值除以“行数和列数中较小一方的值 -1”后的平方根，取值范围为 0 ~ 1，值越接近 1，关联性就越强。



7.3　2×2 交叉表的检验：～Fisher 确切概率法～　

Fisher 确切概率法是针对小样本的定类数据的检验方法。相较于在独立性检验中实施耶茨连续性修正，使用 Fisher 确切概率法可以得到更加准确的结果。
当样本较大或者单元格数量很多时，计算量会变得庞大，因此，我们通常只将 Fisher 确切概率法用于小样本的 2 × 2 交叉表的检验。
假设的思路

 
	当总体比例没有差异时，观察频数的分布应该不会偏向某一方。但当总体比例存在差异时，观察频数的分布就会偏向某一方。



Fisher 确切概率法（Fisher's exact test）…Fisher 确切概率法对有偏差的期望频数或小样本的 2×2 交叉表比较有效。在边际频数固定的状态下，直接计算偏差大于观测到的频数分布的概率，并将其与显著性水平进行比较。
能够获取指定频数分布的概率
 
	固定边际频数（行和列各自的总和）就可以计算出在零假设条件下观测到指定的频数分布的概率 。



零假设的判定
 
	如果观测到的边际频数固定，在频数分布中，计算偏差比观测到的频数分布大的频数分布的概率之和，并将其与显著性水平进行比较。



边际频数（marginal frequency）…表示交叉表的行方向和列方向的合计值的频数。在 Fisher 确切概率法中，可以通过固定该值来对无数个频数分布的组合进行大幅限制。



7.4　独立的两组定序数据的检验：～曼 - 惠特尼  检验～　

曼-惠特尼  检验是两独立样本的平均数差异检验（ 检验）的非参数版本。
该检验方法通过将数据转换为定序数据来计算表示分布重叠程度的统计量（ 值），可针对满意度等定序数据或存在极端值的数值型数据使用。它也叫作威尔科克森秩和检验。
检验统计量（U 值）
 
	首先，将两组原始数据混合，并按照数据的大小顺序编排等级（值相同则取等级的平均数）。
	然后，以其中一个组的等级为基准，另一组中等级比它低的数据的个数之和就是 
值。



曼 - 惠特尼  检验（Mann-Whitney U test）…针对独立的定序数据，计算 B 组中等级低于 A 组等级的数据的个数，将个数总和作为检验统计量 。该检验的零假设是两组数据的等级关系没有差异。
U 分布（小样本）
 
	在两组数据的样本容量都小于 20 的情况下， 值会在 0 到两组容量的乘积（）之间呈左右对称分布。
	两组数据的等级分布越接近， 值的分布就越靠近中央；相反，两组数据的差异越大， 值的分布就越靠近两侧。



U 检验（小样本）

 
	示例的检验结果：在显著性水平为 5% 的双侧检验下，零假设不会被拒绝。（即便进行  检验，零假设也不会被拒绝，因为 ，。）

中位数差异检验（testing for difference medians）…定序数据检验的比较对象不是平均数，而是表示分布整体位置的中位数。注意中位数检验是指使用中位数将一个因素分成两部分的独立性检验。
U 检验（大样本）
 
	在两组数据的样本容量都大于 20 的情况下， 值近似遵循正态分布，因此我们可以使用  检验。
	不过，要想根据标准正态分布表计算临界值，还要对  值进行标准化。



相同等级
 
	在数据本身就是定序数据（五级满意度的调查等）的情况下会出现相同等级的数据。
	如果有很多相同等级的数据， 的标准化变量  的绝对值就会偏小，统计检验能力就会变弱。因此，我们使用下面的公式把标准误差计算得小一些，这样  的绝对值就会变大。公式中的  是两组数据混合后的数据个数， 是相同等级的等级个数， 是某等级中等级并列的数据个数。



相同等级（tie）…在定序数据的检验中，如果相同等级的数据过多，计算出来的检验统计量的分母，即标准误差就会偏小，统计检验能力会变弱。为了防止该问题发生，要事先将标准误差修正得大一些。
专栏　伟人传⑦

提出非参数方法的人既不是统计学家，也不是数学家，而是化学家威尔科克森和经济学家亨利·伯特霍尔德·曼（Henry Berthold Mann）。
威尔科克森于 1892 年出生在爱尔兰，父母都是美国人。他获得美国康奈尔大学物理化学专业的博士学位后，成为化学设备研究所的一名研究员。此后，他就职于多家私营化学公司，并取得了许多关于推断统计学的成就。其中最广为人知的就是以他的名字命名的威尔科克森秩和检验（曼 - 惠特尼  检验）和威尔科克森符号秩检验（7.6 节）。因为在处理酶的化学实验中总会观测到极端值，明明是有效的处理，在传统的  检验或方差分析检验中却无法检验出差异。威尔科克森对此十分苦恼。通过不断尝试，他想出一个办法：将数据转换为不受极端值影响的等级，再使用这些等级的组合概率进行检验。正好在当时，经济学家曼与当时还是统计学专业研究生的惠特尼也想出用这个方法来检验两个时间点的薪资差异。使用非参数方法进行统计分析的大门由此打开。
 
专栏　即使存在极端值，还是想使用参数方法！
当存在极端值时，无法以遵循正态分布为前提进行检验，此时本章中介绍的非参数方法就派上了用场。如果无论如何也想使用  检验等参数方法，可以取数据的自然对数，这样也能达成目标。也就是说，即使数据不遵循正态分布，只要取数 据的自然对数，它就会近似遵循正态分布，这样就可以使用  检验等参数方法了（3.7 节介绍的  变换也是如此）。




7.5　配对的两组定序数据的检验：～符号检验～　

符号检验是两配对样本的平均数差异检验（ 检验）的非参数版本。
它利用数据之差的正负号个数来进行检验。
由于差的大小不构成影响，所以该检验方法可以针对定序数据使用。
针对数值型数据，使用检验差的大小的威尔科克森符号秩检验（7.6 节），精确度较高。
检验统计量（r 值）
 
	取每对数据的差，统计正号和负号的个数（差为 0 的数据对除外），将较少一方的值作为检验统计量 。



符号检验（sign test）…两组配对的定序数据的非参数检验。取每对数据的差，统计正号和负号的个数，将较少一方的值作为检验统计量 。
符号检验（小样本）
 
	当零假设（两组数据没有差异）正确时，+ 和 - 出现的概率各为一半，因此统计量  遵循试验次数为 、总体比例（出现概率）为 1/2 的二项分布。
	当对数  小于等于 25 时，可以直接计算  小于  值的概率，或者使用概率为 1/2 的二项分布表进行检验。这里对前一种方法进行讲解。



符号检验（大样本）
 
	当对数  大于 25 时，统计量  近似遵循正态分布，因此我们可以使用  检验。
	与曼-惠特尼  检验一样，我们将  标准化后的值与  分布表中的临界值进行比较，如果小于临界值，则拒绝零假设。



小样本与大样本的区别…在非参数检验中，对小样本使用检验表进行检验，对大样本使用某种概率分布进行检验。对大小样本进行区分的标准会根据检验类型发生变化。



7.6　配对的两组数值型数据的非参数检验：～威尔科克森符号秩检验～　

与符号检验一样，威尔科克森符号秩检验也用来检验配对的两组数据的差异。
由于在计算检验统计量时会用到数据的差，所以该方法只能用于数值型数据的检验。（定序数据可以使用符号检验。）
检验统计量（T 值）
 
	取每对数据的差，按差的绝对值由小到大的顺序编排等级。
	将差的正负号赋给等级值，计算两个符号中个数较少的一方的等级之和（秩和），并将其作为检验统计量。（差为 0 的数据对不在计算范围之内。）



威尔科克森符号秩检验（Wilcoxon signed-rank test）…配对的两组数值型数据的非参数检验。给每对数据的差的绝对值的等级加上正负号，再将其中符号个数较少的一方的秩和作为检验统计量 。

威尔科克森符号秩检验（小样本）
 
	利用两组数据的分布差异越大统计量  越小的特点进行检验（左侧检验）。
	当对数  小于等于 25 时，我们使用专用的表（附录 B 表 8）进行检验。



威尔科克森符号秩检验（大样本）
 
	当对数  大于 25 时，统计量  近似遵循正态分布，因此我们可以使用  检验。由于标准误差（分母）足够大，所以不需要进行连续性修正。






7.7　独立的多组定序数据的检验：～Kruskal-Wallis 检验～　

Kruskal-Wallis 检验是对独立的多组样本差异进行检验（单因素方差分析）的非参数方法。该检验方法可以针对定序数据使用，也可以用于有极端值的情况，还可以用于各组之间无法假设等方差或数据个数相差较大的情况。
Kruskal-Wallis 检验是由曼-惠特尼  检验衍生出的多样本检验方法，可计算近似遵循卡方分布的统计量。（Kruskal-Wallis 检验也称为“ 检验”。）
秩和的偏差
 
	将所有的组混合在一起编排等级，再计算每组的秩和。
	该检验方法利用了各组分布在整体中的位置不同（零假设）时，各组秩和的偏差会变大这一特点。



Kruskal-Wallis 检验（Kruskal-Wallis test）…独立的多组样本的非参数检验。利用了“各组的分布差异越大，各组的秩和  的偏差就越大”这一特点。修正  的偏差，使其遵循卡方分布后就得到了检验统计量 。
检验统计量（H 值）
 
	对秩和  的偏差进行如下修正，让它近似遵循卡方分布，从而计算出检验统计量 （有时也使用  或  来表示）。



H 检验（小样本）
 
	在小样本的情况下直接进行卡方检验会有些过于严格（统计检验能力下降），因此，我们使用专用的表（附录 B 表 9）进行检验。
	因为是卡方检验，所以我们只检验右侧。（如果 
大于临界值，则拒绝零假设。）
	小样本是指在有 3 组样本时每组中的数据个数少于 17 个，在有 4 组样本时每组中的数据个数少于 14 个的情况。



H 检验（大样本）
 
	在大样本的情况下，从卡方分布表中读取临界值，如果  大于该临界值，则拒绝零假设，接受各组之间（的中位数）存在差异的备择假设。
	卡方分布的自由度为组数减去1 后的值。






7.8　配对的多组定序数据的检验：～Friedman 检验～　

Friedman 检验是对配对的多组样本差异进行检验（单因素方差分析）的非参数版本。
该检验方法适用于定序数据或存在极端值的数值型数据。
如果检验对象为两组样本，那么检验结果与符号检验的结果相同。
秩和的偏差
 
	与 Kruskal-Wallis 检验一样，Friedman 检验计算的也是表示各组秩和偏差的统计量 ，但在 Friedman 检验中，受试者（个体）内部也要编排等级，这一点与 Kruskal-Wallis 检验有很大不同。



Friedman 检验（Friedman test）…配对的多个样本的非参数检验。该检验方法的内容与 Kruskal-Wallis 检验基本相同，但 Friedman 检验会使用个体内部编排好的等级来计算秩和 ，考虑到了个体差异。检验统计量为 。
检验统计量（Q 值）
 
	对秩和  的偏差进行如下修正，让它近似遵循卡方分布。



Friedman 检验（小样本）
 
	在小样本的情况下，如果直接进行卡方检验，检验会因组数或数据的个数而变得过于严格或过于宽松。因此，我们使用专用的表（附录 B 表 10）进行检验。
	当  大于表中的临界值时，零假设就会被拒绝。
	小样本是指在有 3 组样本时每组样本中的数据个数少于 9 个，在有 4 组样本时每组样本中的数据个数少于 5 个的情况。



Friedman 检验（大样本）
 
	在大样本的情况下，从卡方分布表中读取临界值，如果  大于该临界值，则拒绝零假设，接受各组之间（的中位数）存在差异的备择假设。
	卡方分布的自由度为组数减去 1 后的值。

肯德尔和谐系数 W
 
	肯德尔和谐系数  表示各受试者内部编排的等级的一致程度，取值范围为 0 ~ 1。在本示例中，由于 3 名学生每学期的等级完全一致，所以肯德尔和谐系数  为 1。



肯德尔和谐系数（Kendall's coefficient of concordance）…各受试者之间等级的一致程度。其值等于各受试者秩和的方差除以该方差的理论最大值。取值范围为 0 ~ 1，值越接近 1，一致程度就越高。用于衡量感官评价员的评价一致性等。
 







第 8 章　实验设计法




8.1　费歇尔三原则①：～重复～　

实验设计法就是设计成功实验的规则集合。
费歇尔将这些规则整理成了三个原则（重复、随机化、局部控制）。
另外，实验设计法还包含设计高效实验的方法，比如只进行部分实验，或者确定分析所需的最低限度的数据个数等。
费歇尔三原则
 
	实验失败就是指在实验完成后的方差分析中，将明明无效的数据错误判断为有效，或者将有效的数据错误判断为无效；反过来说，实验成功就是指当存在因素效应时，能够将它准确地检验出来。
	只要遵循费歇尔提出的三原则，就能防止实验失败。



费歇尔三原则（basic principles of experimental designs）…为了让实验能检验出应有的效应，费歇尔提出了配置空间和时间的规则集合。这就是费歇尔三原则——重复、随机化和局部控制。
重复原则
 
	为了求得方差分析中需要的误差方差，在相同的水平（组、处理）下重复进行实验。如果没有该原则，就无法进行方差分析。



重复的优点
 
	在  值的变异计算中使用的平均数的测量误差会变小，可以提高实验统计量（以及检验）的精确度。
	分子部分的组间变异会变大， 值也会随之变大。再加上分母中的自由度变大，临界值变小，统计检验能力得到提升。



伪重复
 
	如果只进行一次实验，对相同的个体重复进行测量（伪重复），那么使用的就是用于较大自由度的临界值，从而导致检验变得很宽松。



重复（replication）…重复进行独立的实验。这是方差分析的必要条件，能够提高统计检验能力和检验的精确度。
伪重复（pseudoreplication）…如重复测量相同的个体等，不是在独立情况下重复做实验就不可以称为重复。



8.2　费歇尔三原则②：～随机化～　

随机化是指为防止本应作为误差的因素系统地（有方向地）混入实验结果中而随机配置实验空间和时间顺序。
随机化的原理

随机化（randomization）…为了防止在方差分析中对效应做出错误的判断，通过随机配置空间和时间，将系统误差转变为随机误差。随机化的对象是其顺序会影响结果的所有因素。

 
	所谓随机化，就是将系统误差（3. 节）转变为随机误差。



随机化的对象
 
	除了像农场那样的空间，实验的顺序（时间）也可以成为随机化的对象。



混杂（confounding）…虽然知道有多个因素对结果造成影响，但无法判断每个因素的影响程度。



8.3　费歇尔三原则③：～局部控制～　

局部控制是指细分实验的空间或时间（区组化），在细分出来的区组内进行实验，
然后分析。与随机化一样，局部控制也是防止误差等非目标因素系统地混入实验结果中的方法，但它并没有将系统误差转变为随机误差，而是将系统误差本身作为一个因素进行处理，从而消除系统误差本身。
局部控制原则

局部控制（local control）…对实验整体的空间和时间进行细分（区组化），在细分出来的区组内进行实验，然后分析。尤其在大型实验中，局部控制能有效削减系统误差的影响。
进行局部控制后的实验的检验
 
	除目标因素之外，我们把系统误差也当作一个因素来看，这样就可以分别进行独立的检验了。也就是说，目标因素的效应检验不会受到系统误差效应的影响。



细分（区组化）的对象
 
	作为系统误差混入实验的所有因素（时间、位置）都是细分的对象。
	如果实验规模很大（重复次数很多），那么对整体进行随机化处理反而会让误差变大。例如，只用一名检验员或一条生产线处理大量数据，会因疲劳、习惯和损耗等因素产生新的误差，这时就要使用细分对象的方法了。

以下因素可成为被细分的对象。

区组（block）…指在局部控制时细分的空间和时间。区组本身就是一个误差因素（区组因素）。相当于配对的方差分析中的各个个体（受试者）。



8.4　各种实验配置　

完全满足费歇尔三原则的实验称为随机化区组设计，仅满足重复和随机化的实验称为完全随机化设计。
具体采用哪种设计，取决于实验的规模、易混淆的系统误差的性质、该领域的惯例等。
另外，根据系统误差的性质和数量，人们也提出了许多实验时间和空间的配置方法，如拉丁方设计、裂区设计等。
完全随机化设计和随机化区组设计

完全随机化设计（completely randomized design）…进行重复和随机化的实验配置，适用于小型实验。虽然误差变异会变大，但由于自由度没有减少，所以与随机化区组设计相比，该设计的误差方差可能比随机化区组设计的更小。
随机化区组设计（randomized block design）…引入重复、随机化和局部控制这三个原则的实验配置，适用于区组因素影响大、重复次数多的大型实验。
拉丁方设计
 
	对随机化区组设计进行扩展，引入两个区组因素的实验方法称为拉丁方设计。拉丁方阵是一个  的表格，在它的各行各列中， 个不同的数字或符号只出现一次。
	除目标因素之外，拉丁方设计还导入了两个区组因素。因此，拉丁方设计是三元配置（前提是不存在交互作用）。



裂区设计
 
	存在两个以上的因素且有些因素的水平难以修改时，将实验分为几个阶段，并按阶段使用完全随机化设计、随机化区组设计和拉丁方设计，这样就可以正常进行实验了。
	下面的示例中有两个因素（灌溉和施肥），我们对一级因素使用完全随机化设计，对二级因素使用随机化区组设计。



拉丁方设计（Latin square design）…引入两个区组因素的实验配置，可以设计出无交互作用的三元配置的实验。
裂区设计（split-plot design）…在因素的水平难以修改的情况下将实验分成几个阶段进行的方法。



8.5　减少实验次数：～正交实验法～　

正交实验法是当想确认的因素效应过多而导致实验的组合数变得非常庞大时，只选择其中一部分进行实验的方法。
使用正交表来选择因素和水平的组合，并对观测到的数据进行方差分析。该方法应用于质量工程学和营销等领域。
正交实验法的作用
在工业领域和从零开始探索的初期实验中，有很多需要确认的因素效应。

例如，哪怕是 2 水平的因素，如果有 4 个，就会有  种组合，至少要进行 16 次实验。

正交实验法（orthogonal design method）…该方法通过将因素分配到正交表中来减少实验的组合数，从而提高效率，适用于有多个因素的实验。不过，前提条件是因素之间是不相关的。
什么是正交表
 
	正交表就是在任意两列中，水平的所有组合出现的次数都相同的表。将因素分配到正交表中可以减少实验次数。
	正交是指各个因素之间是相互独立的，因素之间的相关系数为 0。



各种正交表
 
	根据水平数和因素个数，正交表还存在很多类型。（也可以自己制作正交表。）
	另外，混合型正交表无法用来检验交互作用。



正交表（orthogonal table）…无论取表的哪两列（列中分配了因素），水平的所有组合出现的次数都是相同的。正交表分为所有列的水平数都相同的表和水平数不同的列混在一起的表。
正交表的原理
 
	笔者以最基本的  型正交表为例进行讲解。将前面出现的  型正交表的第 1、3、5、7 行的左边 3 列抽出来就是  型正交表。这一点应该不难理解。
	该表是以 2 个 2 水平的因素，即双因素为基础制作的。



线性图（linear graphs）…用“点”表示实验中要检验的因素的主效应，用连接这些“点”的“线”来表示交互作用，这样的图就是线性图。各种正交表中都带有一些线性图，因此，如果找到与实验结构相同的线性图，就容易分配因素了。
分配到 L8 型正交表中
 
	在 2 水平型或 3 水平型正交表中，分配到列中的因素是固定的（在混合型正交表的情况下可以任意分配因素到列中）。
	下面笔者以常用的  型正交表为例来讲解因素的分配方法。


	 型正交表一般是三元配置。假设 3 个因素分别是 A、B、C，那么第 1 列就是因素 A，第 2 列就是因素 B，第 3 列就是它们的交互作用 A × B，第 4 列就是因素 C，第 5 列就是 A × C，第 6 列就是 B × C，第 7 列就是 A × B × C。


	第 7 列中分配的 3 个因素的交互作用很小，所以通常会用第 4 个因素 D 取而代之。

	如果没有误差，则无法进行方差分析，因此要留一列给误差。通常我们会把没有用的交互作用所在的列（有 2 列以上也没关系）留给误差。

 
 
	下面是  表中最常用的分配模式。


	除此之外，还有许多种分配模式。举一个极端一点的例子，如果可以假设没有交互作用，就可以像下面这样分配 6 个因素（其中一列为误差）。



误差的分配…为了检验效应，要在正交表中至少留一列给误差。不过，在使用 Lenth 伪标准误差时，我们也可以使用没有误差列的饱和设计进行检验。
分配到 L8 正交表中（续）
 
	我们用前面介绍的分配模式来设计实验吧。该分配模式用于检验 4 个因素（A、B、C、D）和 2 个交互作用（A × B、A × C）。
	我们不关心因素 B 与因素 C 的交互作用（B × C），所以将误差分配到第 6 列。
	因素 D 用来代替 A × B × C。因此，请分配一个不会与其他因素产生交互作用的因素作为因素 D。



多水平设计（multi-level method）…向 2 水平型正交表中分配 4 水平因素的方法，会将 2 列合并为 1 列。
拟水平设计（pseudo-level method）…向 2 水平型正交表中分配 3 水平因素的方法，是对多水平设计的实际应用。
检验正交实验法所得实验数据（L8 表的情形）
 
	对于想检验的主效应或交互作用，要根据水平 1 数据平均数和水平 2 的数据平均数来检验方差比（ 值）。下面来检验一下因素 A 的主效应。



①首先计算总变异。它等于各个数据与总均值的偏差平方和。
　复习：总变异 = ，其中  为重复次数， 为组（水平）数
　本示例中的总变异 = 
②计算由因素 A 的主效应引起的变异（组间变异），即上图中的虚线箭头。
　复习：因素（组间）变异 = 
　水平 1（1、4、1、5）的组均值 2.75 与总均值 4.375 的偏差为 -1.625
　水平 2（3、8、4、9）的组均值 6.00 与总均值 4.375 的偏差为 +1.625
　组间变异（重复次数为 4）= 
　因素方差（自由度是组数 2 减去总均值数 1 的值，即 1）= 21.125 ÷ 1 = 21.125
③使用相同的方法计算 4 个因素和 2 个交互作用的所有变异。
　因素 B 为 1.125，因素 C 为 36.125，因素 D 为 0.125，A × B 为 0.125，A × C 为 1.125。
④总变异减去所有因素变异的差就是误差变异。
　误差变异 = 59.875 - 21.125 - 1.125 - 36.125 - 0.125 - 0.125 - 1.125 ＝ 0.125
　误差方差（自由度等于总变异的自由度 7 减去各个因素的自由度 1 的值，结果为 1）= 0.125 ÷ (7 - 6) = 0.125
⑤用因素方差除以误差方差来算出  值，并将它与临界值（分子自由度为 1、分母自由度为 1）进行比较。
　因素 A 的  值 = 21.125 ÷ 0.125 = 169.0　>　临界值（5%）= 161.45

正交实验法的缺点…①无法检验交互作用或只能检验一部分交互作用；②由于重复次数少，所以统计检验能力弱；③不适合针对水平数多的因素使用。



8.6　正交实验法的应用①：～质量工程学（参数设计）～　

质量工程学是关于如何高效进行技术开发和新产品开发的方法论，由田口玄一提出，因此也称为田口方法（Taguchi Methods，TM）。
质量工程学
 
	质量工程学由参数设计、在线质量工程学和 MT 系统三部分组成，参数设计中会用到正交表。



参数设计的目的
 
	参数设计的目的是使用正交表找出让质量偏差最小的控制因素（参数）与水平的组合。偏差程度的指标是 SN 比。



质量工程学（quality engineering）…用来高效实现技术开发的方法论，也称为田口方法。在构成质量工程学的三个系统中，参数设计中会用到正交表。
参数设计的概要
 
	为了提高设计的实用性，参数设计中会使用不考虑交互作用的  等混合型的正交表。
	参数设计的特征是将误差因素与信号因素一起配置在正交表的外侧，把引起误差的外在因素包含在设计中。

 
	特性（y）：稳定的对象，即测量的实验结果（如发动机扭矩）
	信号因素（M）：可以使特性随意改变的因素（喷油量）
	误差因素（N）：难以控制的外在因素（气温、湿度、气压、大气污染等）
	SN 比（）：表示偏差程度的指标（扭矩的稳定性）
	控制因素（A - H)：可以控制的实验条件（汽缸和活塞的形状与材质、节流阀和燃料喷射的控制方法等）




参数设计（parameter design）…指在设计（离线）阶段，找出可以让质量稳定、性能接近于目标的条件组合。参数设计中会使用不考虑交互作用的  等混合型正交表。



8.7　正交实验法的应用②：～联合分析～　

联合分析是调查消费者喜欢什么样的产品或服务（市场调查）的方法。
在消费者实验中，为了减轻受试者的负担，会采用正交实验法。
联合分析
 
	联合分析通过对组合了属性（因素）和水平的轮廓直观地进行评价来明确什么样的属性和水平会受到重视。



步骤①：确定属性和水平

步骤②：创建轮廓（由属性和水平组成的虚拟产品）
 
	将属性和水平数分配到合适的正交表中，创建轮廓。在该示例中，由于 4 个属性都是 2 水平的，所以将它们分配到  型正交表的第 1、2、4、7 列中。



联合分析（conjoint analysis）…是一种营销方法。根据消费者对商品的评价来获取商品各个属性（因素）的重要程度（消费者的偏好），并模拟商品整体的优点。
步骤③：计算部分效用
 
	将属性（4 列）作为自变量，将评分作为因变量，进行多元回归分析（9.6 节）。
	这里的回归系数在联合分析中称为部分效用，也就是以水平 1 为基准（0）来表示对水平 2 进行消费时的满意度。
	为了便于理解，我们将部分效应变换为平均数为 0 的值。以屏幕属性为例，如果将水平 1（10.16cm）的部分效用设为 -2.00，将水平 2（12.7 cm）的部分效用设为 +2.00，平均数就会变为 0。



步骤④：计算重要性
 
	各个属性的重要性是指该属性的部分效用的范围（最大值与最小值的差）在整体中所占的比例。例如，屏幕属性的部分效用的范围等于水平 2 的效用 2.00 减去水平 1 的效用 -2.00，结果为 4.00。按照同样的方法可计算出电子钱包的重要程度为 0.50，防水的重要程度为 2.00，电视的重要程度为 0.50，一共为 7.00。因此，屏幕的重要程度是 4.00 ÷ 7.00，也就是约 57.1%。
	部分效用和重要程度有很多表示方法，将示例的结果按照下面的方式表示会比较容易理解。



轮廓卡片（profile card）…是一种通过组合各个属性和水平来描述虚拟商品的卡片，该卡片会出示给回答者（消费者）。在制作轮廓卡片时使用正交表能够大幅减轻回答者的负担。



8.8　样本容量的确定方法：～功效分析～　

用于检验的样本容量不可以过小，也不可以过大。
我们需要在实验之前确定好合适的样本容量，以便在检验时能充分检验出想要确认的差异（效应）。
由于计算比较复杂，所以后面会介绍使用免费软件 R 的方法。
样本容量与功效分析
 
	在置信区间估计中，样本容量  越大越好，但在检验中，如果  过大，那么没有意义的细微差异也会被检验出来。
	这里介绍一下如何确定适合检验的样本容量。



功效分析（power analysis）…有关“影响统计检验能力的样本容量或错误概率”的分析方法的总称。除了事前确定样本容量的方法，还存在事后计算效应量和统计检验能力的方法，以及计算错误概率 、 的方法等。
显著性水平和统计检验能力（复习）
 
	功效分析是以统计检验能力为中心的。这里我们来复习一下与其紧密相关的显著性水平和统计检验能力。
	显著性水平指检验中允许犯第一类错误（明明零假设  为真，却拒绝了零假设）的风险率，用  表示。
	统计检验能力是不犯第二类错误（明明备择假设  为真，却接受了零假设 ，其概率用  表示）的概率，用  的补数（）表示。



决定统计检验能力的三个要素
 
	统计检验能力的强弱是由显著性水平、效应量、样本容量三个要素决定的。它们之间的关系整理如下。



样本容量的确定方法…设置检验中允许犯第一类错误的概率（显著性水平）、实验中要检验的因素的影响力（效应量）和该检验的期望能力（统计检验能力），就能事先计算出样本容量。
效应量
 
	所谓效应量，就是效应本身的大小（关联强度或药效等）。换句话说，效应量是表示零假设不正确程度的指标。如果显著性水平和样本容量不变，那么效应量越大，统计检验能力就越强。
	这是因素本身具有的性质，与样本容量无关。
	它与  值等检验结果也无直接关系。即使效应量很大，在样本很小、统计检验能力很弱的情况下，也会出现无法检验出差异的情况。



计算效应量
 
	不同检验的效应量计算方法也不同（即使是相同的检验，也存在不同的方法），但所有的方法都是从检验统计量中去除样本容量和自由度的影响。我们来学习一下在使用统计量进行计算时的一些主要公式（）。



　虽然效应量只能根据实验结果来计算，但我们在做实验之前需要用它来确定样本容量。这时我们会参考之前的研究来估计效应量，但如果这种方法没有奏效，就只能先设置一个恰当的值了。例如，对于  检验的效应量 ，如果认为其值会很小则设置为 0.2，不大不小则设置为 0.5，很大则设置为 0.8 左右。对于方差分析的效应量 ，如果认为其值会很小则设置为 0.1，不大不小则设置为 0.25，很大则设置为 0.4 左右。另外，上面的公式是根据样本来进行估计的，因此带有符号“^”。
效应量（effect size）…表示原因对结果的影响大小的统计量都叫效应量。实际上，由于真实的（总体）效应量是未知的，所以要从根据样本计算的检验统计量中去除依赖自由度的部分，然后进行估计。
练习
下面的表是在两配对样本的平均数差异的检验部分介绍的“服用降压药前后的血压变化（收缩压）”的示例。我们据此来计算一下效应量 。首先计算  值（参照 5.10 节）。

 
	不过，该公式的分母中使用了样本容量（），因此，即使药品相同，只要增大样本容量， 值也可能会变大（ 值会变小）。这样一来，我们就很难知道药效了。
	因此，将  值乘以 ，排除样本容量的影响，最终得到的值就是效应量（效应量计算中的第二个公式）。



◎ 只要有效应量，就不需要检验统计量和  值了吗？实际上并非如此。由于效应量中没有误差和概率的概念，所以即使持有的数据偶然出现了很大的效应，也无法判断这是不是恰巧发生的
 族和  族…效应量分为  族（表示组间差异的大小）和  族（表示组间的关联程度）两类。本节中介绍的效应量是  族（的估计量），各种相关系数和关联系数等是  族。
计算统计检验能力
 
	要想事先确定样本容量，就要设置“想要这种程度的统计检验能力”这一目标值（）。
	如果只对右侧进行检验，那么事前的统计检验能力就是备择假设  的检验统计量分布中大于临界值的部分（概率）。


	方差分析是单侧检验，所以其统计检验能力不难计算出来，但  检验等双侧检验就没那么容易了。这是因为它们还必须计算小于左侧临界值（负号）的部分，然后把两部分的和作为统计检验能力（）。不过，“单侧为  的检验”与“双侧为  的检验”在统计检验能力上是一样的。


	计算临界值外侧的概率需要用到非中心分布的知识。这部分内容非常难，本书就不对其进行介绍了。不过，我们可以使用 Excel 的累积分布函数（NORM.S.DIST）来计算。另外，笔者随后会介绍使用免费软件 R 进行计算的方法。


　统计检验能力的目标值越大越好，但如果所需的样本容量过大就会带来麻烦，因此我们必须设置适当的值。统计学家雅各布·科恩认为其值为 0.8（80%）左右比较合适。
统计检验能力（statistical power）…指当存在差异时能够判断出存在差异的能力。统计检验能力是犯第二类错误的概率的补数（5.5 节）。在计算样本容量时，会假设该检验的统计检验能力在 0.8 左右。
计算样本容量
 
	确定显著性水平、效应量和统计检验能力这三个要素后，我们就可以计算样本容量了。


	不过，由于必须根据统计检验能力进行逆推，所以我们需要使用近似公式、对应表或软件来计算。


使用近似公式的  检验示例：
两独立样本的平均数差异的  检验的样本容量（在配对的情况下，删除第一项中的 2×，让最终结果为独立时的 1/2）。
→计算示例：如果显著性水平 （双侧）为 5%（），统计检验能力为 0.8，效应量取不大不小的 0.5，那么需要的样本容量为 64/ 组。

使用对应表的方差分析的示例：
方差分析的样本容量（重复次数）并不可以像  检验那样使用近似公式计算得出，而是需要反复进行试验，非常复杂。针对统计检验能力为 0.8 的样本容量，效应量与组数的对应关系如右表所示（独立的单因素方差分析）。

G*power…功效分析的计算非常复杂，实际上都是使用软件来实现的。除 R 之外，杜塞尔多夫大学的阿克塞尔·巴克纳（Axel Buchner）教授等人开发的 G*power 也是一种非常好用的免费软件。
使用 R 进行功效分析①～ 检验～
正如前面介绍的那样，功效分析（统计检验能力和样本容量的计算）非常复杂。因此，我们通常会使用软件来实现它。这里，笔者用在后面的章节中也会用到的 R 软件来进行解说。当然，G*power 也是一个非常方便的免费软件。虽然我们可以用 R 中自带的 power.t.test 和 power.anova.test 等函数进行功效分析，但这些函数的参数（设置项）太多，用起来不太方便，因此，这里笔者来介绍使用外部包 pwr 的方法。首先，我们要安装 pwr，执行 library(pwr)。关于 R 的基本使用方法，请大家阅读本书的附录 A。
 
我们使用下面的命令来进行  检验的功效分析。
> pwr.t.test (n = 样本容量，d = 效应量，sig.level = 显著性水平，power = 统计检验能力，type = 配对/ 独立，alternative = 备择假设的位置)
关于对应关系，如果是独立的两组样本则输入“two.sample”，在检验总体均值时输入“one.sample”，如果是配对的两组样本则输入“paired”。另外，关于备择假设的位置，双侧时输入“two.sided”，如果只有左侧则输入“less”，如果只有右侧则输入“greater”。
只要参数 n、d、sig.level、power 中有一个未指定，就会返回这个参数的值。
①统计检验能力的计算示例（不指定 power）
在两独立样本平均数差异的  检验中，在效应量设置为 0.2、显著性水平设置为双侧 5%、样本容量为 60/ 组的情况下，统计检验能力的计算如下所示。
> pwr.t.test(d=0.2,n=60,sig.level=0.05,type="two.sample",alternative="two.sided")
结果为 0.19...，由此可知该检验的统计检验能力较弱。
②样本容量的计算示例（不指定 n）
我们将前面的内容改为配对的情况进行计算。在显著性水平（双侧）为 0.5、效应量为 0.5、目标统计检验能力为 0.8 的情况下，样本容量的计算如下所示。
> pwr.t.test(d=0.5,power=0.8,sig.level=0.05,type="paired",alternative="two.sided")
结果为 33.36...，由此可知需要 34 对数据。
③如果不指定 d，则会返回效应量的值，但我们很少会根据统计检验能力和样本容量来逆推效应量，顶多会根据样本数据来计算。
使用 R 进行功效分析②～方差分析～
我们使用下面的命令来进行单因素方差分析的功效分析。该命令也包含在外部包 pwr 中，因此，在使用之前要先安装 pwr，然后执行 library(pwr)。
> pwr.anova.test(k = 组数，n = 每组的样本容量，f = 效应量，sig.level = 显著性水平，power = 统计检验能力)
同样，如果执行该命令时参数 n、f、sig.level、power 中有一个未指定，就会返回这个参数的值。
①统计检验能力的计算示例（不指定 power）
当 4 组样本各重复 20 次、效应量为 0.25、显著性水平为 5% 时，统计检验能力的计算如下所示。
> pwr.anova.test(f=0.25,k=4,n=20,sig.level=0.05)
结果为 0.42...，由此可知该检验的统计检验能力较弱。
②样本容量的计算示例（不指定 n）
在有 5 种（组）处理的单因素方差分析中，当显著性水平为 5%、效应量为 0.4、目标统计检验能力为 0.8 时，所需重复次数（样本容量 / 组）的计算如下所示。
> pwr.anova.test(f=0.4,k=5,power=0.80,sig.level=0.05)
结果为 15.9...，由此可知这里与前面的对应表一样，需要 16 个数据（每组）。
 
　关于功效分析的书目
pwr 包是法国里昂第一大学的讲师斯特凡纳·尚佩（Stephane Champely）博士基于 R 中自带的函数编写而成的，计算方法则参考了统计学家科恩的书1（如下所示）。该书是功效分析的经典著作，感兴趣的读者可以读一读。
Jacob Cohen. Statistical Power Analysis for the Behavioral Sciences (Second Edtion) [M]. New York ：Psychology Press, 1988.
1该书暂无中文版。—译者注
 







第 9 章　回归分析




9.1　探究因果关系：～回归分析～　

回归分析是用于明确变量 （原因）与变量 （结果）之间有什么关系的方法。
表示变量  与变量  之间关系的直线或曲线的表达式称为回归线。
回归线
 
	回归分析可以将原因对结果的影响程度数值化，用来进行预测等。
	回归分析还可以用来确认估计的关系（回归线）在统计方面是否有意义。



回归分析（regression analysis）…用于明确原因（自变量）与结果（因变量）之间关系的方法。
回归线（regression line）…根据数据估计的函数。又称回归直线、回归平面、回归曲线。

　参数（、\boldsymbol{\beta}）与估计值（、）
 
	参数（、）表示一定有数值，只是还不知道是哪个数值。
	估计值（、）是作为已知的具体数值来处理的。（ˆ 的读音同 hat。它与表示无偏估计量的符号相同，但二者含义不同。）


估计值（回归分析）（estimate）…使用最小二乘法或极大似然法估计的回归方程的截距和系数的值。
预测值（回归分析）（prediction value）…通过将指定的值赋给回归方程的自变量而得出的因变量的值。



9.2　将数据套用到公式中：～最小二乘法～　

最小二乘法是一种估计回归线的参数（截距或斜率）值的方法。
最小二乘法也称为普通最小二乘法（Ordinary Least Squares，OLS）。
残差（）是观测值与预测值之间的差（）。

残差平方和（residual sum of squares）…残差（观测值与预测值之间的差）的平方和。
最小二乘法（least squares method）…求出使残差平方和最小的回归线的方法。
函数 （残差平方和）是关于 （截距）或 （斜率）的二次函数，其图形如下所示（）。

估计量（estimator）…用来估计总体参数的规则和方法。请注意，它并不是估计的值，而是用来根据数据估计总体参数的公式。将数据代入估计量后得出的值是估计值。
　使用最小二乘法计算估计值的方法（以一元线性回归为例）
 
	函数  是  与  的函数，不是  与  的函数。
	偏微分是对拥有两个以上变量的函数中的一个变量进行求导。
	偏微分的符号并不是我们在高中时学习的“d”，而是“”。
	在对一个变量计算偏微分时，要将其他变量看作常数。例如，对  中的  计算偏微分，结果为 。这时， 被看作 1 或 10 等常数，其微分为 0。
	对函数  中的  和  分别计算偏微分，结果如下所示。


	当残差平方和（函数 ）最小时，公式（1）和公式（2）都为 0。

整理后为：

整理后为：

	我们可以把公式（3）和公式（4）看作  和  的联立方程。该联立方程称为正规方程。

	通过求解正规方程，可以得出  和  的值。



　
专栏　另一种估计方法（极大似然估计）
还有一种方法可以计算参数估计值，那就是极大似然估计。
极大似然估计用于计算 （截距）和 （斜率）的值，使似然（相似程度，类似于获得观测数据的概率）最大。
似然越大，预测值越接近观测值。




9.3　评估回归线的精确度：～决定系数～
决定系数是测量估计的回归线与观测数据的拟合程度（解释程度）的指标，也叫贡献率。我们可以据此了解回归线整体的性能。
决定系数的取值范围为 0~1，越接近 1 越拟合。

 
	决定系数的公式还可以用残差（）写为 。
	注意，在截距为 0 的回归方程（通过原点的模型）中，决定系数会变为负值。
	决定系数等于观测值（）与预测值（）的相关系数的平方。

决定系数（coefficient of determination）…在因变量的总变异（与方差分析的总变异相同）中，可以使用回归方程来解释的部分所占的比例。决定系数的取值范围为 0~1，越接近 1，预测值越能准确表示实际的观测值。



9.4　检验回归线的斜率：～t 检验～
在估计的回归系数为 0 的情况下，变量  不能说是变量  的原因。为了用统计学方法确认这一点，我们进行  的假设检验。
 
	与样本均值一样，根据样本估计的回归系数（截距和斜率）也是随机变量。


	估计的斜率在统计上是否为 0，这在回归分析中具有很重要的意义。



 检验（回归分析）（）…在回归分析中，为了确认偏回归系数与 0 是否存在显著性差异（统计上是否为有意义的回归系数），我们需要用到  检验。零假设为“偏回归系数等于 0”。
t 检验
 
	 遵循平均数为 （总体回归系数）、方差为  的正态分布（关于  的方差的计算方法，请参考随后的 ）。这里， 表示误差项的方差。
	不过，由于误差项的方差（）未知，所以我们根据样本用残差（）来对它进行估计（）。这里， 为  的自由度。
	如果使用  来计算  的准标准化变量（ 值），结果为（）。它遵循自由度为  的  分布。



 检验（回归分析）（）…在多元回归分析中，有时会想知道回归方程本身是否有统计意义。这时，我们可以基于“截距以外的所有偏回归系数都为 0”的零假设来进行  检验。
　回归系数（）的方差
随机变量  的平均数称为“期望值”，记作 。虽然叫作平均数，但它并不是算数平均数（总和除以数据个数），更像是加权平均数（考虑各个变量权重的平均数）。也就是说，给  的可取值乘上各自出现的概率（即权重），再将它们相加，就可以计算出  的期望值。例如，掷骰子时出现的点数的期望值，其计算公式为 。
 也是随机变量，其期望值为 。为了简单计算出  的值，我们将  和  的平均数变换为 0。这样， 的估计公式（9.2 节）可以改写为

 的计算公式为 。我们可以根据误差项的平均数为  这个关系得出最后的等式。
使用期望值来表示  的方差，即 。

最后的部分使用了 、。

Wald 检验（Wald-test）…在用极大似然估计进行估计的情况下使用。与  检验一样，用来检验偏回归系数的显著性概率。该检验的零假设为偏回归系数等于 0。



9.5　判断分析的准确度：～残差分析～　

通过绘制残差（）与预测值  的散布图（残差图），我们可以发现数据的问题（包含离群值）或模型的问题（回归方程不恰当）。
残差图

临时变量
 
	当存在离群值时，要先确认数据是否存在输入错误。
	当数据不存在输入错误时，我们可以排除离群值，或者使用临时变量（离群值为 1，其他都为 0）来限制离群值对回归方程的影响。

残差的正态性（normality of residuals）…残差应该具备的性质之一。当残差不满足正态性时， 检验等检验无法正确执行。另外，残差的方差最好是固定的（等方差）。



9.6　原因有多个时的回归分析：～多元回归分析～　

在有多个自变量（）的情况下，我们使用多元回归分析。
在对自变量个数不同的回归方程的拟合程度进行对比时，要使用自由度调整后的决定系数（）。
偏回归系数
 
	多元回归分析的回归系数称为偏回归系数。
	偏回归系数表示去除回归方程中包含的其他变量的影响后（当其他变量一定时），该自变量对因变量造成的影响。



多元回归分析（multiple regression analysis）…自变量有两个以上的回归分析。自变量为一个的情况称为一元回归分析。
偏回归系数（partial regression coefficient）…多元回归分析中的回归系数。有时也把它简称为回归系数。
标准偏回归系数（β
*）
 
	标准偏回归系数是通过将所有变量（自变量、因变量）标准化来进行多元回归分析时使用的回归系数。


	它用于在单位不同的自变量之间比较回归系数的大小。

	由于因变量的平均数为 0，所以截距  也为 0。

自由度调整后的决定系数
 
	决定系数的缺点是，其值会随自变量个数的增加而增大。
	即使变量个数增加，决定系数的值也不会增大的指标就是自由度调整后的决定系数。
	它用于比较自变量个数不同的回归方程（因变量相同）的拟合程度。
	大部分统计分析软件能输出自由度调整后的决定系数，我们也可以根据决定系数来计算它。



自由度调整后的决定系数（adjusted coefficient of determination）…从自变量个数不同的回归方程中选取最拟合的回归方程时使用的指标。又称修正自由度的决定系数。



9.7　自变量之间的问题：～多重共线性～　

自变量之间高度关联（多重共线性）时会出现回归系数的符号不符合预期等情况，导致结果难以解释。
VIF 和容许度等指标可以用来发现多重共线性。
自变量之间的关联
 
	如果自变量之间存在很强的关联性，就可以说自变量之间存在多重共线性。
	尤其当变量  与变量  之间存在完全的相关关系（相关系数 =1）时，比如 ，就可以说它们之间存在完全多重共线性。此时无法进行估计。（请将其中一个变量排除在回归方程之外。）
	自变量之间存在  等关系（某个变量为其他变量的函数）时也是如此。


	在（不完全）多重共线性的情况下，我们可以计算估计值。不过，由于某个变量的变异会对其他变量的变异造成很大影响，所以偏回归系数的标准误差会变大，估计值的可信度会降低。


容许度（tolerance）…测量自变量之间多重共线性强度的指标。它是 VIF（方差膨胀因子）的倒数。在容许度很小（0.1 以下）的情况下，最好将相关变量从分析中去除。
VIF（方差膨胀因子）
 
	VIF 是用来发现多重共线性的指标，表示回归系数的方差（标准误差）增大的程度。



专栏　查看输出结果的方法（总结）




9.8　选择有效的自变量：～变量选择方法～　

变量选择方法是决定将哪个自变量包含在回归方程中的方法。
许多统计软件可以自动选择变量。
关于从回归方程中删除变量的基准以及在回归方程中包含变量的基准，除了  检验的  值（等于 0.1 ~ 0.2），还有将  值平方后的  值（等于 2.0）。

变量选择（variable selection）…去除分析中解释能力较低的自变量。变量选择的优点是通过去除指定的变量来避免发生多重共线性的问题等。



9.9　解释实质区别的变量①：～截距虚拟变量～　

虚拟变量是值为 1 和 0 的变量。
虚拟变量用来表示男性/女性、管理人员/普通员工、城镇居民/农村居民等的组间差异。
可使用虚拟变量检验组间差异。

截距虚拟变量（intercept dummy）…用于解释性别差异等实质差异的虚拟变量（值为 0 和 1 的变量）。它的作用是改变回归线的截距。



9.10　解释实质区别的变量②：～斜率虚拟变量～　

除截距之外，各组之间的斜率有时也会存在差异。这时就可以使用斜率（系数）虚拟变量。
斜率虚拟变量是通过虚拟变量乘以自变量得出的。

斜率虚拟变量（slope dummy）…实质区别体现在回归线的斜率上时使用的虚拟变量。斜率虚拟变量可以单独使用，但在大多数情况下它会与截距虚拟变量一起使用。

专栏　虚假关系
多元回归分析是使用多个自变量来明确因果关系的分析工具，但我们不能只依据统计基准来选择变量。特别要小心的是将“虚假关系”当成因果关系。
虚假关系是指受第 3 个变量的影响，其他两个变量之间看起来存在因果关系。
例如，当吸烟者有喝咖啡的习惯（相关关系）时，喝咖啡与肺癌的关系（虚假关系）就可能被看作因果关系（下图）。

不要只依赖于统计基准，要充分参考之前的研究和资料，充分利用常识来识别虚假的因果关系。



9.11　二值变量的回归分析：～Probit 分析～　

Probit 分析是因变量为二值变量（虚拟变量）时使用的分析方法。
选择概率
 
	下图展示了购车情况（ 为购买， 为未购买）与购买者收入之间的关系。
	即使因变量是二值变量，我们也可以使用最小二乘法得到其回归线。不过，预测值有时是 0 和 1 之外的值，误差项的方差也不是均等（固定）的，所以最好不要用最小二乘法进行分析。



Probit 分析（probit analysis）…将二值变量（虚拟变量）作为因变量的回归分析。设想观测数据背后潜藏的变量是该方法的特征。类似的方法还有 Logit 回归分析。
Probit 模型
 
	为了得出 S 形的曲线，我们需要计算各个收入水平下的购买概率。但这样的数据很难直接获得，因此我们需要使用下面的方法。
	首先，假设购买概率（）遵循累积正态分布。累积分布指概率变量小于等于某个值的概率。
	我们将该累积分布定义为潜在变量  的函数（分布函数 ）。潜在变量就是模型中设想的变量，无法实际进行观测。在购车的示例中，潜在变量是表示购买欲和购买能力（经济实力）强弱的变量。


	使用极大似然估计（9.2 节）来估计回归系数（）和截距（）。



分布函数（distribution function）…表示随机变量与该随机变量在某值以下的概率之间的关系。又称累积分布函数。
边际效应
 
	回归系数 （9.11 节）表示对变量  的潜在变量  的影响程度。它并不是对选择概率  的影响。
	变量  对选择概率  的影响称为变量  的边际效应。回归系数与边际效应的符号相同。
	边际效应 ME 的计算公式如下所示。

这里的  是正态分布的概率密度函数（2.4 节）。
 

	以购买轿车为例，假设估计出 。这里的  表示收入（万日元）。如果不指定  的值就无法计算  的值，因此通常会根据平均数（）来计算  值。

该数字表示收入每增加 1 万日元，购买概率增加 9%。


虚拟变量的边际效应
 
	虚拟变量的值只有 0 和 1。边际效应的公式用于查看变量  发生微小变化时概率  的变化，因此它并不适用于虚拟变量。
	虚拟变量的边际效应的计算公式如下所示。

这里， 是表示性别的虚拟变量（男性 = 1）， 表示  时的购买概率。


边际效应（Probit 分析）（marginal effect）…表示自变量发生变化时的概率（某事件发生的概率、选择概率等）的变化程度。
拟合优度
 
	Probit 分析中无法计算一般的决定系数 ，因此我们使用对数似然（）来计算伪决定系数。
	比较有代表性的伪决定系数是 McFadden 。

这里，是估计模型的似然度， 是只有截距的模型的似然度。拟合得越好，拟合优度就越接近于 1。
 

	另一个拟合优度指标是命中率。命中率越接近 100%，预测就越精准。



专栏　Logit 回归分析
Probit 分析中的分布函数使用的是正态分布。和最小二乘法一样，Probit 分析通常会假定误差项为正态分布。但由于计算复杂，所以很多人使用计算更加简单的 Logit 回归分析。

Logit 回归分析中的分布函数使用的是 Logistic 分布（）。正态分布和 Logistic 分布的分布函数在概率为 0 和 1 附近时是不一样的。我们只有在实际估计之后才能知道哪种模型的拟合度更高，但它们的分析结果（哪一个变量是显著的）非常相似。另外，根据 Logit 回归分析得到的估计值（）无法直接与 Probit 分析中的估计值进行比较。



9.12　分析事件发生之前的时间①：～存活曲线～　

存活曲线表示事件发生之前的时间与存活率之间的关系。
事件发生之前的时间是指到死亡为止的时间、到再次发病为止的时间、到机器发生故障为止的时间等。
删失数据
 
	删失数据是在解析时未发生事件（死亡、故障等）的数据。
	中途无法再取得有效数据的情况（无法追踪）也视为删失数据。



存活曲线
 
	存活曲线是将时间点（）与存活率（)）之间的关系图形化的产物。 表示  的指定值（时间点）。
	存活率是指在时间点  仍然存活的概率。
	估计存活曲线的方法有很多种，其中比较有名的是 Kaplan-Meier 法。

存活曲线（survival curve）…表示超过某个时间后仍存活（可发挥功能）的概率与时间之间的关系。又称生存函数。
Kaplan-Meier 法
 
	Kaplan-Meier 法通过下述公式来估计存活率 。



Kaplan-Meier 法（Kaplan-Meier method）…考虑了删失数据（事件未发生的数据）的存活率的计算方法，由卡普兰和迈耶在 1958 年提出。



9.13　分析事件发生之前的时间②：～比较存活曲线～　

我们使用 Log-rank 检验或广义的威尔科克森符号秩检验来比较多组存活曲线。
比较两组存活曲线

比较存活曲线（comparison of survival curves）…使用 Kaplan-Meier 法绘制存活曲线，就可以看到存活曲线之间的差异。在进行统计检验时，可以使用 Log-rank 检验或广义的威尔科克森符号秩检验。



9.14　分析事件发生之前的时间③：～Cox 回归模型～
我们使用 Cox 回归模型来分析对存活时间有影响的因素。
Cox 回归模型
 
	风险是指到时间点  时还存活着，但随后（下一瞬间）就死亡的概率（瞬间死亡率）。
	Cox 回归模型是分析变量  对风险函数的影响的方法。
	风险函数是时间点  与变量  的函数，其定义如下所示。



风险比
 
	风险比是指某个  为 1（其他都为 0）时的风险与基准风险（）的比。


	在风险比大于 1 的情况下， 的增大会提高事件发生的概率（小于 1 则相反）。


比例风险性
 
	比例风险性是风险比不随时间的变化而变化的性质。
	Cox 回归模型必须满足该性质。

Cox 回归模型（Cox proportional hazards model）…针对存活时间数据使用的多元回归分析。它用于找出可能会对风险（瞬间死亡率）造成影响的变量（自变量），并评估影响的大小。
 
	我们通过统计软件 R 来使用 Cox 回归模型。关于 R，请参考本书后面的附录 A。
	根据最开始住院治疗时的年龄（age）和是否有糖尿病病史（diabetes），对某患者从因心肌梗死住院治疗到再次发生心肌梗死为止的时间（time）进行回归分析。另外，大家可以在图灵社区本书主页上下载练习 R 时使用的数据。

R 命令　Cox 回归模型

 
R 输出

 
R 命令　比例风险性的检验
(cox.zph(out.cox))
 
R 输出

比例风险性（property of proportional hazards）…两样本间的风险比不随时间变化的性质。在使用 Cox 回归模型时，我们需要确认 Cox 回归模型是否满足比例风险性。
专栏　各种统计分析软件
本书中使用的是软件 R。除 R 之外，还有很多好用的软件，这里笔者来简单介绍一下。

统计分析软件有很多种，普及度最高的是哪一个呢？罗伯特·明兴（Robert Muenchen）调查了 2016 年全球发表的学术论文，发现最常用的是 SPSS。使用 SPSS 的论文超过 8 万篇，第 2 名的 R 比它少 4 万篇。明兴认为 SPSS 的压倒性优势在于它在解析能力和便捷性上取得了很好的平衡。另外，第 3 名是 SAS，第 4 名是 STATA，各有 3 万篇左右的论文使用。上表中的 JMP 约有 1 万篇论文使用，排第 13 名（论文数是栗原根据明兴制作的图表得出的值）。
 







第 10 章　多变量分析




10.1　收集信息：～主成分分析～　

想用较少的变量表示诸多变量中包含的信息（想创建综合指标）时，就可以使用主成分分析。
主成分
主成分（）是根据数据的方差大小创建的变量。主成分的方差（特征值）大小表示信息量的多少。

主成分分析（principal component analysis）…将  个变量的变异用少于  个且相互正交的变量来表示的方法。
特征值（主成分分析）（eigenvalue）…表示主成分得分的方差。该值越大，越能充分表示原始变量的特征。
 
	我们根据 10 名学生（1~10）的日语（Japanese）、数学（Math）、英语（English）、科学（Science）、社会（Social studies）的成绩数据，使用统计分析软件 R 进行主成分分析。

R 命令

 
Ｒ输出

贡献率（主成分分析）（contribution ratio）…通过主成分收集的各个信息（方差）的比例。其值是各个主成分的特征值除以特征值的总和。将贡献率按从大到小的顺序加在一起就是累计贡献率。
因素负荷量和特征向量
因素负荷量是根据特征向量计算的，它表示原始变量与主成分之间的关联程度（相关系数），也称为主成分负荷量。
R 命令

主成分的解释
我们根据因素负荷量的大小与符号来判断各个主成分强烈反映了什么样的信息，并明确各个主成分的意义（命名）。
R 输出

因素负荷量（主成分分析）（factor loading）…表示主成分与原始变量之间的关联（相关）程度。又称主成分负荷量。
主成分得分和主成分得分图
主成分得分是针对每个个体（事例、观察值、受试者）算出来的各个主成分的值。
R 命令

 
R 输出

 
R 命令

 
R 输出

主成分得分（principal component score）…针对每个数据（个体）计算的各个主成分的值。



10.2　发现潜在因素：～因素分析～　

对社会科学领域中的现象进行评判的变量之间有着复杂的关联性，我们很难理解它们的相互关系。如果使用因素分析，就可以通过抽取这些变量背后共同的概念（共同因素）来理解变量之间的关联性。
共同因素
 
	共同因素是观测到的变量中共同包含的因素。
	因素分析在很多地方与主成分分析非常相似，但它们的基本思路（箭头方向）恰好相反（见下图），请多加注意。



因素分析（factor analysis）…用于抽取多个变量背后存在的概念（因素）。常用于消费者观念、品牌形象、价值观分析等方面。
练习
使用 20 名受试者对自身性格的 5 级（1：不符合 ~ 5：符合）评价数据来进行因素分析。变量有以下 9 个。
：想对自己的人生负责
：经常思考如何让自己的人生变得更好
：人生是否充实取决于自己的行动
：能很快适应环境
：能快速调整好心情
：感到迷茫时会先试着行动
：要想有充实的人生，经济稳定是最重要的
：想在稳定的公司逐步取得成就
：想过适合自己的生活

 
	在因素分析中，首先要确定抽取的因素个数。除去事先可以假定共同因素个数的情况，我们可以按照以下方式计算特征值，使用大于 1 的特征值的个数。

R 命令

 
R 输出

共同因素（common factor）对 2 个以上的变量有影响的因素。有时会将影响所有变量的因素作为“一般因素”加以区分。
R 命令

 
R 输出

轴的命名与旋转
 
	用因素负荷量来给轴命名的方法与主成分分析的一样。
	如果因素负荷量的值不显著，难以命名，就对轴进行旋转。旋转分为“正交旋转”和“斜交旋转”。
	无法假设共同因素之间相关时进行正交旋转，可以假设相关时进行斜交旋转。
	前面的示例中使用了斜交旋转的“oblimin”（R 中的默认项）。



旋转（因素分析）（rotation）…为了更容易解释分析结果（容易给轴命名），对因子轴进行旋转。旋转分为未假设因素之间相关的正交旋转和假设因素之间相关的斜交旋转。
双标图
双标图是将各变量对 2 个或 3 个因素产生影响的向量图（因素负荷图）和因素得分图（与 10.1 节中的主成分得分图属于同一类）合并为一个后得到的图。
R 命令

 
R 输出

双标图（biplot）…用向量（箭头）等在关于每个数据（个体）的散布图中写入变量相关的信息。在因素分析中是根据因素得分和因素负荷量来绘制的。
　fa 命令中可指定的选项
①　因素抽取方法（fm=" 方法名 "）

②　旋转方法（rotation=" 方法名 "）

③　重复计算的最大次数
按照 max.iter=100 进行指定（默认为 50 次）。当计算无法收敛（计算无法结束）时，试着将值设置得大一些。
④　因素得分的计算方法
默认为 scores="regression"。除此之外，还可以指定为 Thurstone、tenBerge、Anderson、Bartlett。使用默认选项即可。
⑤　共同度的初始值
在使用多重相关系数的平方时，我们设共同度的初始值为 SMC=TURE< 默认 >（通常都是如此）。如果设为 SMC=FALSE，初始值就为 1。
因素分析的软件…注意，SPSS 等来自社会科学领域的软件，因素分析中包含主成分分析，而 JMP 等起源于工程学、实验设计学的软件，主成分分析中包含因素分析。



10.3　记述因果结构：结构方程模型　

结构方程模型（SEM）是假设原因与结果之间的关系并通过数据来检验该假设的方法。
该方法结合了因素分析和多元回归分析，可以在因果结构中嵌入潜在变量。
SEM 是 Structural Equation Modeling 的缩写。它也称为协方差结构分析（Covariance Structure Analysis，CSA）。
路径图
 
	路径图是使用箭头（路径）来表示变量之间关系（因果结构）的图。下图是潜在因素之间存在因果关系（多指标模型）的路径图。

观测变量（）：比如身高、体重、问卷调查的回答等可收集为数据的变量。路径图中通常会将该变量用方框括起来。
潜在变量（、）：表示由观测变量组成的“概念”的变量，相当于因素分析中的共同因素。在路径图中，潜在变量通常放在椭圆框中。
误差变量（、）：将无法包含在模型中的变量汇总在一起的变量。它也称为“误差”或“残差”。
路径系数（）：类似于回归分析中的回归系数或因素分析中的因素负荷量，用来表示变量之间的影响程度。


结构方程模型（协方差结构分析）…使用引入了潜在变量的路径图来表示复杂的因果结构的方法。
路径图（path-diagram）…用箭头连接观测变量与潜在变量的因果结构所绘制出来的图。
总效应
 
	总效应指原因变量对结果变量的效应总和，用直接效应和间接效应的和来表示。
	原因变量、中介变量、结果变量既可以是潜在变量，也可以是观测变量。



拟合优度指标
 
	该指标用来评价估计的模型对观测数据的解释程度（拟合程度）。
卡方统计量：零假设是“模型正确”，所以对该指标来说，零假设最好不被拒绝。样本容量越大，零假设就越容易被拒绝，如果使用太大的样本，检验就会失去意义。
RMSEA（Root Mean Square Error of Approximation）：它是以卡方值为基础的统计量，但会根据样本容量（自由度）进行修正（因此大样本和小样本都可以使用）。0.05 以下是正常的，最好不要超过0.1。
GFI（Goodness of Fit Index）：该指标相当于多元回归模型中的决定系数。观测变量的个数一旦增加，该指标就会增大，因此解决了该问题的 AGFI（Adjusted GFI）更为常用。最好是 0.9 以上的模型。
CFI（Comparative Fit Index）：表示估计的模型介于饱和模型（模型中所有的变量都是相关的，无法判断路径系数的显著性）与独立模型（完全没有路径的模型）之间某处的指标。最好是 0.9 以上的模型。
AIC（Akaike Information Criteria）：用于从多个估计的模型中选择一个模型（在想进行相对评价时）。该值越小，拟合优度就越高。


总效应（total effect）…总效应等于直接效应（某个变量对其他变量的直接影响）加上间接效应（经由第 3 个变量带来的影响）。
拟合优度（结构方程模型）（goodness of fit）…表示估计的模型对观测数据的解释程度。它包含各种指标。
各种模型
除了基本的多指标模型，常用的还有以下几种模型。

多指标模型（multiple indicator model）…共同因素之间（潜在变量之间）存在因果关系的模型。
双因素模型（two-factor model）…共同因素（潜在变量）之间存在相关关系的模型。
练习　R 中可以使用“lavaan”“sem”“OpenM”3 种包来进行结构方程模型分析。这些包的计算方法和可输出的指标等存在不同。这里我们使用“lavaan”，根据下面的路径图进行结构方程模型分析。

 
R 命令

MIMIC（Multiple Indicator Multiple Cause）…在该模型中，某个观测变量的共同因素（潜在变量）也是其他观测变量的结果。
PLS（Partial Least Square）…共同因素与综合变量（都是潜在变量）之间存在因果关系的模型。
R 命令

 
R 输出

lhs（left-hand side）…方程的左边。
rhs（right-hand side）…方程的右边。
R 命令

 
R 输出

 
R 输出

标准化系数（结构方程模型）（standardized coefficient）…将所有变量的方差都固定为 1 时计算出来的路径系数。它用于比较影响的大小。
　包含顺序变量的结构方程模型分析
问卷调查中常提供“满意”“基本满意”“稍微不满”“不满”这样的选项让受访者回答。这些变量是顺序变量（以定序尺度测量的变量，参照 7.1 节），我们在使用结构方程模型进行分析时需要多加注意。
选项个数大于等于 7 个（7 级）的变量可以作为连续变量来处理，但如果变量小于 7 个，就要特殊计算了。
在使用 lavaan 分析包含顺序变量的数据时，需要指定将数据集的哪一列（变量）作为顺序变量。

如果想计算相关矩阵，请使用 polycor 包中包含的命令。顺序变量的相关系数可以使用 polychor 命令（多分格相关系数）来计算，定序尺度和连续尺度的相关系数可以使用 polyserial 命令（多系列相关系数）来计算。
 
　使用市面上的软件进行结构方程模型分析
R 足够用来进行分析，但它必须以公式的形式描述模型，想必许多人对此感到困扰。相比之下，AMOS 和SPSS 等软件虽然价格有些昂贵，但可以自由绘制路径图，用户无须书写公式就能进行分析。这些软件还可以轻松对估计方法进行修改。

多分格相关系数（polychoric correlation）…对于以 3 级或 5 级的定序尺度进行测量的变量，计算一般的相关系数没有什么用。需要使用多分格相关系数或多系列相关系数。
专栏　应该使用哪一种分析方法？
本书中介绍了许多统计分析方法，这些统计分析方法到底该如何区分使用呢？大家可以参考下表来选择合适的方法。

本书以图表为主，重视内容的易读性，所以笔者并未详细讲解相关理论。感兴趣的读者可以阅读下述图书。
作为回归分析的入门书，高桥信的《漫画统计学之回归分析》值得一读。该书是高桥信大受欢迎的漫画系列图书之一。关于多变量分析，推荐大村平的《修订版多变量解析—从复杂度探寻本质》（『改訂版多変量解析のはなし―複雑さから本質を探る―』）和永田靖、栋近雅彦合著的《多变量解析方法入门》（『多変量解析法入門』）。这两本书中都有算式，难度中等，也包含了基本的方法。另外，欧姆社出版的《使用 R 的简单统计学》（『R によるやさしい統計学』）中介绍了结构方程模型、因素分析等内容，实践性较强。如果以实践为主，推荐照井伸彦、佐藤忠彦的《现代市场营销调查—解读市场的数据分析》（『現代マーケティング·リサーチ―市場を読み解くデータ分析―』）。这本书可以帮助我们掌握市场调查实践性课题的解析方法。



10.4　对个体进行分类：～聚类分析～　

聚类分析是对大量个体中相似的个体进行分组，创建聚类（集合）的方法。
在商业领域，对商品或顾客进行分类，可以获得对市场营销有用的信息。
层次聚类和非层次聚类

分类方法有两种。
 
	一种是层次聚类分析。可绘制右面这样的树状图。
该分类方法适用于数据（要分类的个体数量）较少的情形。


	另一种是非层次聚类分析。比较有代表性的方法是 -means（- 均值）法。先决定聚类个数，然后对个体进行分类。在个体数量很多的情况下，层次型会变得非常复杂，这时适合使用该方法。



层次聚类分析（hierarchical cluster analysis）…利用层次结构对个体进行分类的方法。
非层次聚类分析（non-hierarchical cluster analysis）…不创建层次结构，仅对个体进行分类的方法。
树状图（层次聚类分析）
 
	树状图是表示个体或聚类合并过程的图形。层次聚类分析的目的是绘制该图。
	我们通过横切树状图（右图）来创建聚类。例如，在①的位置进行横切，聚类就变成 2 个（A、B、C、D 和 E、F、G、H）。
	尽可能在垂直方向的线段（树枝的纵向部分）长度（距离）较长的位置横切树状图。
	图中★处的长度非常短（A、B、C 与 D 的聚类相似），因此不适合在②的位置切断。



链锁
 
	如下所示，链锁指个体在既有的聚类中一个接一个连接的状态。该状态表示分析结果没有顺利分类。



树状图（dendrogram）…在层次聚类分析中表示聚类或个体的合并过程的树状（分支）图形。通常横轴表示个体，纵轴表示合并时的距离（非相似性）。
创建聚类①（距离的测量方法）
 
	个体之间的相似性是根据距离来测量的。也就是说，距离越短，相似性就越高，距离越长，相似性就越低。
	比较有代表性的距离计算方法是欧几里得距离。例如，点（个体） 与点  的距离  的计算公式如下所示。


	在测量组与个体或组与组之间的距离时，要使用组的中心（重心等）坐标。



创建聚类②（合并方法）
 
	将个体合并到聚类中的方法有许多种，其中具有代表性的是重心法和 Ward 法。
	重心法是求各个聚类的重心，算出个体与重心之间的距离，然后将距离短的个体合并到一起的方法。
	、、 这 3 点的重心（, ）的计算公式如下所示。




欧几里得距离（Euclidean distance）…最常见的距离度量。它是两点坐标差的平方和的平方根。
重心法（centroid method）…以聚类的代表点为重心，将重心之间的距离作为聚类之间的距离。
 
	Ward 法是合并聚类，使聚类内部的变异（偏差平方和）增加幅度最小的方法。从以往的经验来看，该方法可以避免链锁情况发生，可以说是最常用的方法。



练习　Ward 法的示例

Ward 法（Ward's method）…能够恰当分类（能够绘制出好的树状图）的聚类合并基准（距离的测量方法）。又称最小方差法。
K-means 算法（非层次聚类分析）
笔者来简单介绍一下非层次聚类分析方法中最常用的 -means 算法的思路。

-means 算法（-means clustering）…非层次聚类分析中比较有代表性的一种方法。随机设置基点，反复分配基点和个体，直至分类恰当。
练习　我们根据使用者对 10 种相机的 5 级评价数据来进行聚类分析。评价项目包含价格（Price）、设计（Design）、画质（Quality）、便携性（Portability）、功能性（Functionality）。
 
R 命令　层次聚类分析

聚类分析的缺点…没有用于评价分类结果合理性的指标；存在多种测量距离的方法，需要进行各种尝试才能得到期望的结果（随意性太强）。
R 输出　层次聚类分析

 
R 命令　非层次聚类分析

 
R 输出　非层次聚类分析

-means算法的注意事项…最开始随机设置的基点不同，结果也会不同。而且，最开始设置的聚类个数不一定是最合理的，因此有许多改善版本。
专栏　变量的分类
本章介绍了个体的分类方法——聚类分析。聚类分析的思路还可以用在变量分类（分组）上。
测量变量之间的距离时使用的是相关系数，而不是欧几里得距离，这一点与个体分类不同。
R 中提供了专门用来进行变量聚类分析的包 CulstOfVar，其中的 hclustvar 命令可以用来创建层次聚类（树状图），kmeansvar 命令可以基于 -means 算法对变量进行分类。
在此根据家庭收支情况的调查数据（日本总务省对约 9000 个家庭的收入、支出、储蓄、债务等进行的调查结果），使用 hcustvar 对大米（rice）、面包（bread）、面条（noodle）、鱼类（fish）、鲜肉（meet）、牛奶（milk）、蔬菜（vege）、水果（fruit）等 8 个变量（支出额）的关联性进行分析。

从分析结果可以看出，面包、鲜肉、牛奶之间紧密相关，即消费倾向相似（最左边的聚类）。另外，大米和鱼类的消费倾向也相似（最右边的聚类）。正中间的聚类（面条、蔬菜、水果）与大米、鱼类的聚类相近，可见消费偏向于日式饮食。
变量的关联性也可以通过因素分析获得，但（层次）聚类分析可以让我们更形象地理解关联性，非常方便。



10.5　分析品质数据的关联性：～对应分析～
对应分析是基于交叉表将左表头项目与上表头项目的关联性可视化的方法。
它用来帮助我们了解品牌或商品的定位，以及消费者的行为特征。
上表头与左表头的对应关系
 
	品质数据（特别是名义尺度的数据）不适合作为数值型数据在主成分分析中使用。
	对于品质数据，我们最好制作交叉表来进行对应分析。


	我们将轮廓信息转换为可以计算卡方距离（带权重的欧几里得距离）的形式，然后使用与主成分分析相同的方法进行收集。

	对应分析是考虑行或列的比例模式的分析方法。比例模式称为轮廓。



对应分析（correspondence analysis）…对应分析是主成分分析的品质数据版本。它用来将根据问卷调查的结果制成的交叉表可视化。
成分得分和对应映射
 
	通过将成分得分用散布图（对应图）表示，我们可以轻松把握项目之间的关联性。



对应图（correspondence map）…对应图是配置了交叉表的左表头种类（如消费者属性）和上表头种类（如品牌等）的图，图中的距离表示关联程度。
练习　我们将消费者分成男学生（M_Student）、女学生（F_Student）、男职员（M_Worker）、女职员（F_Worker）、主妇（Housewife）这 5 类，使用表示该消费者分类与消费者喜爱商品（品牌 A~品牌 E）的关系的交叉表来进行对应分析。
 
数据

 
R 命令

 
R 输出

对偶尺度法（dual scaling）…多变量分析中还包括西里静彦提出的对偶尺度法。该方法根据最佳权重向量来绘图，绘制出的散布图在位置关系上与对应图相同。
R 输出（续）

 
R 命令

 
R 输出

数量化理论 III 类（Hayashi's quantification method III）…与对应分析的使用目的相同的多变量分析中还包括林知己夫提出的数量化理论 III 类。该方法虽然需要用到收集前的原始数据，比较麻烦，但是可以计算出样本得分。
 







第 11 章　贝叶斯统计学和大数据




11.1　活用知识和经验的统计学：～贝叶斯统计学～　

贝叶斯统计学的目标是通过灵活吸收知识、经验和新数据来更准确地进行分析。
贝叶斯统计学也可以完成经典统计学的工作。它与计算机的兼容性较好，所以有望活用在大数据分析中。
经典统计学（检验的情形）
 
	在零假设正确的情况下，计算身边的数据被观测到的概率。
	如果该概率很小，则判定零假设是错误的。



贝叶斯统计学
 
	在观测数据之前，利用知识、经验和相关信息来预测假设正确的概率（先验概率）。
	然后，使用观测到的数据更新事前预测的概率（后验概率）。



频率论（frequentist）…频率论是前面介绍的经典统计学的思路。手边的数据是多次实验的其中一个结果，在事前建立的假设正确的情况下，思考该数据被观测到的概率是多少。

具体来说是市场营销、天文学、物理学、遗传学、机器人工学、社会调查、心理统计学、游戏理论、人工智能、机器翻译、图像解析等领域。

◎由于贝叶斯统计学存在“分析者个人的判断占比较大，重现性很低”的缺点，所以在检验药效等“不允许犯错”的领域或重视“客观性”和“公平性”的科学论文中，使用传统的频率论更加合适
用于贝叶斯统计学的软件…用于贝叶斯统计学的最常用的软件是运行在 R 上的 Stan（免费）。另外，SPSS 和用于计量经济学的软件 STATA 也可以用于贝叶斯统计学。



11.2　万能公式：～贝叶斯定理～　

贝叶斯定理是贝叶斯统计学的基础，它是将两个乘法定理整合为一个条件概率的公式。该定理非常重要，我们可以使用一个简单的概率问题来推导该定理。
联合概率

联合概率（joint probability）…现象 A 和现象 B 同时发生的概率。
条件概率（conditional probability）…在现象 A 已经发生的情况下，现象 B 发生的概率。
条件概率
 
	如果可以提前看到球的颜色（条件是红球），那么拿到编号为偶数的球的概率就是抽到红球（①②③⑤⑥）时该球的编号为偶数（②⑥）的概率。



乘法定理
 
	我们将条件概率的公式变形为联合概率的公式（将公式右边的分子移到左边），如下所示。


	当然，在该乘法定理中，将偶数和红球互换一下也是成立的。


	上面两个乘法定理的联合概率（抽到②⑥的概率）相同，将它们整合到一起就是下面这样。

→使用 A 和 B，将其改写为通用公式。


贝叶斯定理

乘法定理（multiplication theorem）…将条件概率的公式两边乘以现象 A 的概率，就可以得到联合概率。
贝叶斯定理（Bayes'theorem）…根据条件概率和乘法定理，可以得到 。



11.3　根据结果找原因：～后验概率～　

贝叶斯统计学的一个特征是根据观测到的数据来估计形成该结果的原因。
后验概率
 
	贝叶斯统计学中会使用贝叶斯定理，根据结果（数据）来计算原因（假设）的概率。公式中的各个概率都有固定的名称，笔者会一一介绍。另外，这里将贝叶斯定理中的 A 视为原因，B 视为结果。


	贝叶斯定理左边的 （原因 A|结果 B）是“观测到结果 B 时，原因为 A 的概率”，称为后验概率（由于与时间顺序相反，所以也称为逆概率）。

	贝叶斯统计学的目的就是估计后验概率。



先验概率
 
	（原因 A）称为先验概率，表示“在还未观测到结果 B 的阶段，确信原因是 A 的程度”（主观概率）。
	先验概率可以放入知识、经验等各种相关信息。



后验概率（posterior probability）…当观测到结果 B 时，原因是 A 的概率。它是贝叶斯定理公式左边的部分。
先验概率（prior probability）…在还未观测到结果 B 的阶段，确信原因是 A 的程度。
似然
 
	主观概率 （结果 B|原因 A）表示“当原因为 A 时会观测到结果 B”的可信度。
	不过，我们已经得到了结果，所以似然并不是概率，它表示结果 B 的原因最有可能是 A。



全概率
 
	（结果 B）称为全概率，是“观测到的结果为 B 的概率”。
	必须注意的是，在有多个原因的情况下，全概率就是各个概率的总和。



有关分布的贝叶斯定理（应用篇）
在数据是连续数值的情况下，贝叶斯定理也可以使用概率分布来表示。
 
	在参数（总体参数）为 、观测数据为  的情况下，公式如下所示。
	请注意，与传统的统计学不同，这里的参数是有分布的。



似然（贝叶斯统计学）（likelihood）…当原因为 A 时，观测到的结果为 B 的可能程度。
全概率（total probability）…观测到的结果为 B 的概率。如果有多个原因，全概率就是各个概率的总和。
练习
某位年过 40 的美国女性在接受定期的乳房摄影检查一周之后，收到了需要复查的通知。该女性患乳腺癌的概率约为多少？

解题方法
这是贝叶斯统计学中的一个非常有名的分析示例。
下面笔者根据莎朗·贝尔奇·麦格雷恩（Sharon Bertsch McGrayne）所著的《不朽的理论》（The Theory That Would Not Die，暂无中文版）一书来介绍在估计后验概率时需要用到的数据。将这些数据代入公式就可以估计出后验概率（得出阳性结果的原因是乳腺癌的概率）了。

伪阳性（false positive）…本来是阴性，但错误地判断为阳性，伪阳性的概率也包含在贝叶斯估计的全概率中。
专栏　关于乳腺癌检查的争论
2009 年 11 月，美国预防医学工作组（US Preventive Services Task Force，USPSTF）提出不建议（C 级）年过 40 的女性定期接受乳房摄影检查。这在业界引起很大轰动。之所以提出这样的建议，是因为伪阳性率（9.96%）过高，由此产生的不必要的检查和治疗所需费用较大，与降低乳腺癌死亡率的效果不成正比。一直推动定期检查的美国癌症协会等机构对此进行了强烈反击，他们认为听从该劝告会导致乳腺癌的死亡人数上升。现在争论仍在继续。（在 2015 年，美国预防医学工作组修改了建议的内容，采用了更加委婉的表达，但判定结果仍为“C 级”。）
另外，与欧美人相比，日本人在闭经前患乳腺癌的风险更高，日本现在仍建议 40 岁以上的女性每两年做一次检查。不过，日本乳腺癌协会认为美国预防医学工作组的建议是有科学依据的，今后根据调查研究的结果，可能调整乳房摄影检查在日本的推荐程度。
同样，全身体检项目（一般是自费项目）中的各种肿瘤指标也存在争议。在接到需要复查的通知后，大家都会考虑最差的情况，精神打击非常大。不过，这些检查确实有利于尽早发现疾病，因此大家在了解本章介绍的“即使需要复查，实际患病的可能性也很低”的基础上，最好还是接受检查。




11.4　使用新数据提高准确性：～贝叶斯更新～　

贝叶斯统计学的另一个特征是贝叶斯更新，即每当观测到新数据时，都会引入该数据，重新进行估计，计算更加准确的后验概率。
贝叶斯更新的结构

 
	所谓贝叶斯更新，就是在得到新数据（结果）后，将之前估计的后验概率作为新的先验概率重新进行估计。当然，如果没有新数据，估计就到此结束。



贝叶斯更新（Bayesian update）…每当得到新数据，都会引入该数据重新进行估计，提高后验概率的精确度。垃圾邮件的判定（贝叶斯过滤）就是一个比较有名的应用示例。
示例：垃圾邮件的判定　贝叶斯过滤
判断邮件是否为垃圾邮件时需要用到贝叶斯更新。虽然在一开始有用的邮件也会被错误地分到垃圾邮件的文件夹中，但在不断使用的过程中，这样的错误会越来越少。这是因为系统通过不断进行贝叶斯更新，提高了判断的准确性。

专栏　伟人传⑧

贝叶斯定理之父托马斯·贝叶斯是英国长老派的牧师，对数学很感兴趣。当时，有位哲学家提出了“创造我们的信念和习惯（结果）的是经验（原因），而不是上帝”这一观点，完全否定了基督教的思想，这让贝叶斯深受打击。因此，他开始认真考虑是否可以使用数学方法由结果逆推出原因的概率。最终，在 18 世纪 40 年代后半期，贝叶斯提出了贝叶斯定理的原型，即先将经验值作为原因的概率，获得客观信息后再修正该值。



11.5　大数据分析①：～大数据～　

大数据就是从各种信息源收集的海量数据。以机械的方式收集，随时进行更新。
大数据的形式多种多样（文本、动画、图像等）。
大数据的特征是三个“V”（Volume：大容量；Velocity：即时性；Variety：多样性）。

大数据（big data）…随着互联网和 IT 技术的发展产生的巨大的数据或结构。除容量大之外，其特征还有数据的更新速度快、种类多等。
样本数据和大数据
 
	官方统计或问卷调查中的数据都是样本数据。
	分析结果的准确性是通过回归分析或假设检验来判断的。


	大数据一般包含关于分析对象的所有信息（全数调查）。例如，某个店铺的 POS 数据包含该店铺所有商品的销售记录。

	全数调查的数据不需要进行假设检验。


	大数据中的数据量非常丰富，可以分开使用。例如，我们可以分别创建用于构建模型的样本和用于检验的样本，使用实际数据检验预测的精确度。



数据的多样性（variety of data）…除了传统的结构化数据（数值或文字等），大数据中还包含声音和动画等非结构化数据和 XML 等半结构化数据。



11.6　大数据分析②：～关联分析～　

抽取某个事件发生后紧接着发生另一个事件的规则，找出应该注意的内容，这就是关联分析。它适用于分析大规模数据集。
如果使用 POS 系统（Point Of Sale System）的数据（交易数据），我们就可以了解到易于被同时购买的商品组合有哪些。该方法只用来明确关联性（相关关系），并不涉及因果关系。
明天就是周末了。为了提高营业额，该怎样陈列商品呢？

关联分析（association analysis）…关联分析是针对市场营销的数据挖掘方法。找出容易被一起购买的商品，然后将相关商品陈列在旁边的位置，以此来提高营业额。又称购物篮分析。
交易数据的关联性

交易数据（transaction data）…何时卖给谁多少个什么样的商品，以及收款多少等与顾客的交易（transaction）记录。交易数据中比较有名的是 POS 数据。



11.7　大数据分析③：～趋势预测和SNS 分析～　

对市场营销来说，Yahoo ！和 Google 等搜索引擎的搜索记录以及 Facebook 和 Twitter 等社交网络软件的数据是非常重要的信息。
搜索的词语数量称为搜索量（search volume）。
通过比较一段时间内的搜索量，或者根据国家或地区来统计搜索量，我们可以了解最新的趋势。
利用搜索量传达的信息，可以提高对营业额、游客数、住宅销售数、住宅价格等的预测精确度。
将现在的趋势反映到预测中
 
	传统的预测模型只根据之前的数据来预测未来。因此，这类模型不能应对急剧变化的情况。
	但由于网络搜索量和 SNS 数据等大数据会灵敏反映现在的趋势，所以将它们放入预测模型中后，预测的精确度会得到提升。



趋势预测（trend prediction）…使用统计模型来预测趋势。利用网络搜索量或 SNS 数据可以更加准确地进行预测。比如使用 Google 预测流行性感冒的趋势等。
根据 SNS 数据把握流行趋势
 
	如果使用数据挖掘（明确文本数据中的特点和趋势的方法）来分析 SNS 的文章，我们就可以了解话题变化的趋势，分析对象的语言逻辑等。



从分析行为到确定灾区
 
	如果 SNS 的信息中添加了位置信息，我们就可以掌握游客的行为、嗜好，还能确定灾害发生的位置。



　SNS 数据拥有庞大的信息量且具备即时性，但它不是万能的。SNS 用户不能 代表所有人，噪声（文意不明的评论）的处理也是一项难度较大的工作。为了看清 SNS 数据的本质，我们需要充分理解数据的特性，自身也要具备较高的分析能力。
SNS 分析（social media analytics）…传统问卷调查中的询问内容对回答有很大影响，而 SNS 分析不会出现这种情况。另外，通过 SNS 分析，我们甚至可以掌握消费者的心声。
 







附录 A　R 的安装和使用方法
统计软件 R
R 是由奥克兰大学的研究人员编写的统计软件。
该软件可免费使用，全球的研究人员和学生都在使用该软件。
包中汇集了 R 的函数，我们可根据需要将其读入 R 中。
R 相关的图书和网站有很多，非常适合用来自学。
不过，该软件要求输入字符命令，这一点可能需要我们花时间来适应。
下载 R
 
	启动浏览器，在搜索引擎中输入 The Comprehensive R Archive Network，并进入 R 的下载主页。在右图所示的页面中，点击与自己的计算机的操作系统相匹配的选项。（这里以“Download R for Windows”为例。）


	这时会显示右图所示的页面。点击“base”。


	然后会显示右图所示的页面。点击“Download R*.*.* for windows”。（*.*.* 的部分表示 R 的版本。请下载最新版本。）



安装 R
 
	下载 R-*.*.*-win.exe 文件后，运行（双击）该文件。（*.*.* 的部分表示 R 的版本。）


	选择安装时使用的语言，进入安装页面。


	点击“下一步”，继续安装。


	在使用默认设置完成安装后，桌面上会出现图标（在操作系统是 32 位的情况下只有左边的图标，64 位的情况下有两个图标）。
双击该图标，启动 R。



启动 R
 
	双击图标后，页面上会出现右图所示的窗口。该窗口叫作“R Console”窗口。

输入 R 命令
 
	在“R Console”窗口的“”后面输入 R 命令后，按“Enter”键执行，或者使用“R Editor”编写一连串命令，然后执行。


	在“File”菜单中选择“New script”来启动“R Editor”。
可以保存脚本（写有 R 命令的文件），以便下次分析时使用。



创建数据文件（Excel）
 
	R 中可以读取各种形式的数据文件，但最常用的还是 CSV 格式的文件。我们可以使用 Excel 等软件将文件类型修改为 CSV。



读取数据文件
 
	我们可以使用命令 read.csv。
如果使用 R Editor，请在输入命令之后，将光标置于该行，同时按下 Ctrl 键和 R 键。

要想获取文件路径，我们需要使用文件资源管理器来选择想读取的数据文件（CSV 格式），然后点击“主页”选项卡中的“复制路径”。这样路径就被复制了，我们可以把它粘贴到命令行中使用。



安装包
 
	首次使用需要先下载包，并将其安装到 R 中。先指定下载的网站。请在“Packages”菜单中选择“Set CRAN mirror...”。


	在右图所示的弹出窗口中选择“China(Shanghai)”。


	选择“Packages”菜单中的“Install package(s)...”。


	在右图所示的弹出窗口中选择想要安装的包。
为了在 R 中使用安装的包，我们需要在 R 控制台中输入 >library(survival)，或者在 R Editor（脚本）中进行记述。



 



附录 B　统计数值表（分布表）、正交表、希腊字母
1　标准正态（）分布表（右侧概率）
2　 分布表（右侧概率）
3　卡方分布表（右侧概率）
4-1　 分布表（右侧概率为 5%）
4-2　 分布表（右侧概率为 2.5%）
5　学生化极差分布的  值表（右侧概率为 5%）
6　曼-惠特尼  检验表（双侧概率为 5% 和 1%）
7　用于符号检验的概率为 1/2 的二项分布表（左侧概率）
8　威尔科克森符号秩检验表
9　Kruskal-Wallis 检验表（3 组和 4 组）
10　Friedman 检验表（3 组和 4 组）
11-1　正交表（2 水平型）
11-2　正交表（3 水平型）
11-3　正交表（混合型）
12　希腊字母
1　标准正态（z）分布表（右侧概率）
注：表中的数值表示标准正态分布的右侧概率。左表头表示  值的个位和小数点后第 1 位，上表头表示小数点后第 2 位。例如， 值为 1.96 的右侧（单侧）概率是 1.9 所在的行与 0.06 所在的列交叉处的 0.025（2.5%）（灰色底纹处的值）。

2　t 分布表（右侧概率）
注：与标准正态分布表不同，该表中的值是  值。其中， 表示自由度。例如，右侧概率为 2.5%（0.025）的  值在自由度为 10 时是 2.228。最常用的是灰色底纹处的双侧概率为 5% 的那一列。

3　卡方分布表（右侧概率）
注：与  分布一样，表中的值是卡方值， 表示自由度。用灰色底纹标注的列是独立性检验中常用的右侧概率为 5% 的列，以及总体方差的区间估计（使用双侧概率）中常用的右侧概率为 2.5%、97.5% 的列。

4-1　F 分布表（右侧概率为 5%）
注：表中的值表示右侧概率为 5% 的  值。 是统计量  的分子自由度， 是其分母的自由度。另外，方差分析是单（右）侧检验，所以在读取显著性水平为 5% 的临界值时，我们可以直接使用该表中的值（注意，软件中计算出来的  值大多是双侧概率下的值）。

4-2　F 分布表（右侧概率为 2.5%）
注： 值中的分子通常大于分母。因此，等方差检验中也只使用单（右）侧检验。不过，我们可以使用双侧的显著性水平的临界值来防止检验过于宽松。
在等方差检验中，显著性水平为 5% 的临界值是从该表中读取的。

5　学生化极差分布的 q 值表（右侧概率为 5%）
注：表中的值表示自由度为 （全部的样本容量  - 组数 ）、组数为  的右侧临界值——  值。另外，Tukey-Kramer 法中会使用该值除以  后的值。因为统计量是  值的一种，所以我们也可以认为备择假设只位于一侧。但由于临界值取自不同的分布（有时是相同的分布），所以通常不会对双侧检验和单侧检验进行区分。（使用单侧概率进行双侧检验。）

6　曼-惠特尼 U 检验表（双侧概率为 5% 和 1%）
注：表中的值表示样本容量为  时的左侧临界值。也就是说，由于通常进行的是左侧检验，所以如果检验统计量  值小于表中的数值，则可以拒绝显著性水平为 5% 或 1%（双侧）时的零假设。另外，“--”表示样本容量太小，无法进行检验。

7　用于符号检验的概率为 1/2 的二项分布表（左侧概率）
注：表中的值表示  对数据中符号较少的一方，其符号数低于  的概率（从左到右的累积概率）。例如，在有 6 对数据且  为 1 的情况下，双侧检验的  值为 22%（只有右侧检验时是 11%），因此在显著性水平为 5%（甚至是 10%）的双侧检验中，零假设无法被拒绝。

8　威尔科克森符号秩检验表
注：表中的值表示检验统计量  显著时的左侧临界值。也就是说，如果  小于表中的值，则可以拒绝零假设。另外，如果在双侧检验中显著性水平为 5%，则使用  这一列中的值（灰色底纹处）。

9　Kruskal-Wallis 检验表（3 组和 4 组）
注：表中的值表示检验统计量  显著时的右侧临界值。也就是说，如果  大于表中的值，则可以拒绝零假设。另外， 表示数据总数， 表示各组中的数据个数。最常用的是 （单侧概率）那一列（灰色底纹处）。

10　Friedman 检验表（3 组和 4 组）
注：表中的值表示检验统计量  显著时的右侧临界值。也就是说，如果  大于表中的值，则可以拒绝零假设。另外， 表示对数。最常用的是 （单侧概率）那一列（灰色底纹处）。

11-1　正交表（2 水平型）
注：表中的值表示水平。另外，各列下面的字母表示各列的成分，在分配因素时，这些字母可以用来查看存在交互作用的列。

11-2　正交表（3 水平型）

11-3　正交表（混合型）
注：因为交互作用平均分配到了各列，所以该表可用于（不假定交互作用的）质量工程学的参数设计等。

12　希腊字母
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