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本书所获赞誉

完美决策需要完备的信息，然而不确定环境下的决策是几乎所有决策者面临的难题，金融中的问题尤其如此。如何对不确定环境进行量化描述和分析，学术界已经有了很多优美的成果，真正理解这些最新进展的深刻意义以及怎样和经济金融实践问题相结合，绝非一个轻而易举的任务。《肥尾效应》是一个优秀范例，作者用最少的数学阐述实践中肥尾现象存在时决策优化问题的本质，展示了其深邃的洞察力。

——吴卫星　对外经济贸易大学教授、副校长

近年来，金融市场极端行情发生的概率日益增加，这越来越使我们相信，肥尾效应是金融世界的本质属性之一。面对当前全球经济格局的百年变局和世界金融市场的持续动荡，我们常常感到迷惘。在这个时候，阅读塔勒布的《肥尾效应》一书无疑会让你豁然开朗，认清纷繁的金融现象背后的本质与真相。

——施东辉　复旦大学中国金融法治研究院副院长、泛海国际金融学院教授

金融市场时间序列往往展现出典型的肥尾效应，其存在对金融风险建模和管理具有重要影响。本书对肥尾效应进行了深入浅出的介绍，将高深的理论藏于漫画和故事中，令人不忍释卷，是金融投资人士不可错过的一本好书。

——陈海强　厦门大学王亚南经济研究院教授、副院长

塔勒布对金融体系一直有着深刻的观察，他提出的一些概念如“黑天鹅”已经成为日常用语。《肥尾效应》则是他最学术的一本书，该书通过系统的量化分析证实了他的黑天鹅思想，对系统性风险和宏观金融分析研究者来说不可不读。

——王永钦　复旦大学经济学院教授

这本书阐述了投资理论中肥尾的概念及其在金融投资中的应用，在不同章节对艰涩的数学原理进行了挖掘和深入浅出的讲解，为金融从业人员提供了一条便捷的道路来理解肥尾效应如何从理论转化到实践的运用，对有一定数学基础的金融专业学生和从业人员具有良好的启迪作用。

——金德环　上海财经大学金融学教授、博士生导师

塔勒布通过这本书把我们带入一个新的世界，一个以不确定性而不是风险为核心问题的世界。经济学、投资学近十年来才有部分学者（包括我本人）展开对政策不确定性、信息不确定性的研究。这本书对经济、金融、投资管理、公共管理等多个学科的研究和实践会产生积极的促进作用。

——姜国华　北京大学光华管理学院会计学教授

《黑天鹅》作者塔勒布是我们这个时代伟大的思想者之一，他的作品可以为所有身处不确定世界的组织和个人提供决策指南。对具备一定数学和统计学知识的读者来说，他的新书《肥尾效应》值得一读。

——郑毓煌　清华大学营销学博士生导师，世界营销名人堂中国区评委

与其说塔勒布是一位对自己的交易策略有高度信仰的投资家，我更愿意说他是一名数学家型的交易员。他基于自己非常强大的数学能力和对小概率事件研究异于常人的坚持，在美国9·11事件之前，通过押注期权一战成名。有人把他的能力和成就归结于他在黎巴嫩出生成长的个人背景，对此我深表认同。由于从小经历战乱，他对小概率事件的敏感程度远远大于我们这些在和平世界长大的人。当前，全球处于百年未遇之大变局，新冠肺炎疫情等特殊事件让世界多国的政治经济形势出现了巨大变化。在我们身处的这个时代，肥尾效应无处不在。此刻，研读这本书具有很强的现实意义。当然，作为一名理科生，我也提醒读者，如果你具备很好的数学和统计学知识，你会对这本书理解得更深刻。

——李华　富途控股创始人、董事长、首席执行官及技术委员会主席

在投资过程中，我们经常会感叹资产价格涨跌的超预期。基于正态分布假设的风险模型虽然有很好的解析结果，但往往无法有效控制投资的过程风险，这正是源于现实的肥尾效应与模型假设的不相符，而对这种投资过程风险的良好管理，又是成功投资的关键所在。塔勒布的《肥尾效应》深入浅出地阐述了肥尾效应，让你更好地理解这个世界的不确定性，这对每个人来说，无疑都是很有益处的。

——袁建军　汇添富基金管理公司副总经理

什么是肥尾效应？事物影响分布相当平均，表现为正态分布，图形尾部很薄；相当不平均，则尾部很厚；极端不平均，则尾部很肥。简单地说，肥尾效应就是极少数决定绝大多数，比如：一句话顶一万句；一个人对你一生的影响顶一万个人；四天对你一生的影响胜过人生四万天。芒格说，10只股票对巴菲特一生投资收益的贡献超过他所有股票的总和。回顾美国股市过去112年，如果你错过了涨幅排名最高的10个交易日，只是10个交易日，那么你在这112年接近5万个交易日的总收益率就会减少2/3。为什么？我们要大胆地假设，还要小心地求证。真理只掌握在少数人手里，金融投资的真谛只蕴藏在少数图书中。塔勒布的《黑天鹅》和《反脆弱》阐述了“极少数极端事件的影响超过绝大多数平常事件”这个金融投资的真谛及其应对之道，他的《肥尾效应》又用统计模型和数据做了严密的量化分析。好运就像闪电打下来时你必须在场，读到这三本书就是所有金融投资专业人士的好运，这三本能顶一万本。

——刘建位《巴菲特选股十招》作者，霍华德·马克斯作品《周期》译者

尾部风险本来就是生活的一部分。每次暴风过后，人们往往用“黑天鹅”的标签将损失合理化，较少探究事件背后的统计性质。肥尾效应是塔勒布的理论基石。《黑天鹅》为我们勾勒出极端风险的轮廓，《反脆弱》提出了哲学上的应对之道，新书《肥尾效应》则是他个人思想的数学提炼，与前作相比更直击本质。这本书大大提高了塔勒布哲学体系的完备性。

——叶展　艾方资产CEO

人类身高平均在1.7米上下。围绕平均身高，越是极端高或极端矮，人数就越少。这也是自然界大多数事物的规律。如果金融市场也符合这样的规律，那么我们应该百年才看到一次腰斩级别下跌。但实际上，这样的下跌仅仅在最近几十年就出现过数次：80年代末日股泡沫、2000年互联网泡沫、2008年金融危机、2015年中小盘股熊市……看似百年难得一遇的小概率事件，却往往以超乎寻常的频率出现，这就是肥尾效应。极端风险事件远比你想象的更容易出现，而这背后，隐含着获利的机会。

——银行螺丝钉《指数基金投资指南》《定投十年财务自由》作者，“中国指数基金50人”之一，百亿投顾组合主理人

2016年，我在纽约大学的选修课上第一次见到塔勒布老师，和文质彬彬的学界教授不同，其风格自成一派，狂傲的性格和对传统金融学的批判让人印象深刻。用他自己的话说，他是“交易员”而非“作家”。他确实具备华尔街交易员的诸多性格特质：思维敏捷，言语犀利，讽刺辛辣。敢于表达的背后是对规律的深入洞察。《肥尾效应》通过大量的数学语言，以更清晰的方式梳理了肥尾分布的框架。对于有一定数学基础的读者，这本书无须透过哲学隐喻、直达本质的表述令人酣畅淋漓。

——戴国晨　艾方资产量化研究员，《肥尾效应》译者
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非数量化章节用星号*标注；讨论章节用†标注；由已公开发表的论文改编而来的章节用‡标注。

章节小标题用阿拉伯数字表示，其中说明性章节和非常简短的迷你章节（附录和完整章节之间）用字母来表示，如A、B等。



第一章　序言*，†[1]

对世界的了解越是粗浅，做决策越是轻易。


[image: ]
图1.1　核心问题不是不知道“肥尾”，而是缺乏对其效应的理解。说出“它是肥尾”意味的不仅是改变分布的名称，而且是对统计工具和决策类型的全面革新。感谢斯特凡·加西奇。



不确定性（Incerto）项目背后的主要思想在于，虽然我们所在的世界是如此不确定和不透明，信息和我们的理解也极不完整，但是没有人研究在这种不确定性的基础上我们应该做什么。



本书主要讲述产生极端事件的统计分布类型，以及在这类分布下如何进行统计推断和做出决策，内容包括：（1）公开发表的论文；（2）未经审查的公开评述。现有的大多数“标准”统计理论均来自薄尾分布，它们在应用于肥尾的过程中需要经过渐进性调整，这往往不是小改动，原理论可能会被完全舍弃。


[image: ]
图1.2　没有洞察力的复杂性：许多使用统计学和数据科学的专业人士头脑清晰，但不了解核心概念，即根本意义。感谢维基媒体。


根据作者的经验，一些学界教授或业界人士会说，“我们当然知道这一点”，或是更粗暴地给出结论，“肥尾没有什么新东西”，同时在分析中使用“方差”、“GARCH”（自回归条件异方差均值模型）、“峰度”、“夏普比率”或“在险价值”这样的指标，或者开展一些所谓“统计意义显著”实则完全不显著的研究。

此外，本书来自作者的不确定性[226]系列和相关的量化研究，主要关注我们该如何在一个不确定性结构过于复杂的现实世界中生活。

不确定性系列尝试在五个不同领域统一尾部概率和极端事件，包括数学、哲学、社会科学、契约论、决策论和现实世界。至于为什么是契约论，答案是：期权理论是基于或有契约或概率契约的概念，旨在调整和转移分布尾部的风险敞口；从某种意义上说，期权理论也属于数学契约论。决策论不是为了了解世界，而是为了摆脱困境并求得生存。这也是不确定性系列量化研究下一卷的主题，目前暂定书名为《凸性、风险和脆弱性》。

术语解释

“厚尾”常常被用于学术场合，用金融从业者的术语来说，厚尾表征的是“比高斯分布峰度更高的分布”。而对于“肥尾”，我们倾向于将其理解为极端厚尾或幂律尾类分布（第八章会论证两者的一致性）。一般来说，我们的定义相对更窄一些，仅仅将肥尾限定于“幂律”或“正规变化”——但我们更喜欢将“幂律”直接称为“幂律”（当对该类过程非常确定时）。因此，我们所称的“肥尾”从严格意义上说，对许多人而言更像是“极度厚尾”。

为了避免歧义，我们在这里不使用诸如“重尾”或者“长尾”的说法。

在接下来的两章中，我们会进一步阐明上述概念。


[image: ]
图1.3　关于肥尾的经典回应：一个有效的“替代方案”是不妨碍学术寻租的方案。感谢斯特凡·加西奇。




[1]讨论章节。





第二章　术语、符号和定义


本章是书中主要议题和数学符号的概要总结。一般来说，数学符号在各个章节中也会有注解，为了方便读者，这里先做个汇总。从论文中提取的章节会有特殊符号标注。我们会尽可能保持全书符号的一致性，但不同研究小组在使用上可能有一定的差异。






2.1　一般符号和常用符号

[image: ]是表示概率的符号，一般以[image: ]表示，其中X是随机变量，x是其取值。在第十一章和其他有必要的地方，我们会使用更正式（更法式）的理论定义。

[image: ]是期望操作符。

[image: ]是方差操作符。

[image: ]是平均绝对偏差，以均值为对称（和中位数不同）。

φ(.)和f(.)一般被用来表征给定分布的PDF（概率密度函数）。在某些章节中，当随机变量X和Y满足不同的分布时，我们会用fx(x)和fy(y)来区分。

n一般表示求和的数目。

p一般表示矩的阶数。

F(.)一般被用来表示CDF[累积分布函数[image: ]或者S是[image: ]的生存函数。

～表示一个随机变量满足某种法则下的分布。

[image: ]是分布的特征函数，在某些讨论中，参数[image: ]也以ω表示，有时特征函数也以Ψ表示。

[image: ]表示收敛于某分布，假设有一系列随机变量[image: ]代表随机变量Xn的累积分布函数Fn满足（在F连续的条件下，对于所有实数x）：

[image: ]

[image: ]表示收敛于某概率，对于任意ε＞0，上述相同序列满足：

[image: ]

[image: ]表示必然收敛，是更强的收敛条件，可表示为：

[image: ]

Sn一般表示n个变量求和。

α和αs，我们一般使用αs∈(0,2]来表征柏拉图式稳定分布的尾部指数，而采用αp∈(0,∞)来表征帕累托（渐进于帕累托）分布的尾部指数，有时两个α会混淆，直接出现的α可以通过上下文来理解。

[image: ]是均值为µ1，方差为σ21的高斯分布。

[image: ]或者是[image: ]表示对数正态分布，概率密度函数f(L)(.)一般可以表示为[image: ]，其中均值为X0，方差[image: ]

[image: ]是尾部参数αs∈(0,2]的稳定分布，对称指数β∈(−1,1)，中心参数[image: ]和离散参数σ＞0。

[image: ]是幂律类分布（见下节）。

[image: ]是亚指数类分布（见下节）。

δ(.)是狄拉克δ函数。

θ(.)是阶跃θ函数。

erf(.)是误差函数，是高斯分布的积分[image: ]是误差函数的补函数1−erf(.)。

[image: ]一般定义为实向量[image: ]的向量范数[image: ]注意这里加上了绝对值。

[image: ]是合流超几何函数：[image: ]

[image: ]是正则化广义超几何函数：[image: ]，这里[image: ]是Pochhammer表达式。

[image: ]是Q-Pochhammer表达式，定义为[image: ]


2.2　一般＆特殊概念目录

下面是一些核心要点的定义（可能和后面存在重复）。


2.2.1　幂律类分布[image: ]

幂律类分布一般通过如下生存函数的性质来定义。假设随机变量X属于右尾为“幂律”的分布类，也就是：

[image: ]

这里[image: ]是缓变函数，对于所有k＞0，定义如下[22]：

[image: ]

变量X的生存函数属于“正规变化”类RVα，具体来说，函数[image: ]在无穷大处以指数ρ变化[image: ]：

[image: ]

更进一步看，会存在一个点，使得L(x)趋向于极限的时候为常数l，我们称它为“卡拉玛塔常数”（Karamata），该点也被称为“卡拉玛塔点”。在该值之外，幂律尾可以通过希尔估计这样的标准方法来拟合。该区域内的分布也被曼德博[162][75]称为强帕累托法则。

对于分布左尾，上述规律类似。


2.2.2　大数定律（弱）

大数定律的标准形式如下，假设X1,X2…Xn是独立同分布（i.i.d.）的无限序列（勒贝格可积），且[image: ]（尽管有时可以放松独立同分布条件）。样本均值[image: ]会收敛到期望值，对于[image: ][image: ]

这里方差有限并非必要条件（不过各高阶矩的存在会加快收敛速度）。

强大数定律有需要时再做讨论。


2.2.3　中心极限定理（CLT）

中心极限定理的标准形式（Lindeberg-Lévy）如下，假设有一系列独立同分布的随机变量，[image: ]是n个样本的均值，当n趋于无穷时，随机变量的和[image: ]会收敛到高斯分布[20][21]。

[image: ]

这里收敛到分布的意思是，对于每一个实数z，[image: ]的CDF（累积分布函数）会点对点收敛到标准高斯分布的CDF，N(0,σ)：

[image: ]

Φ(z)是z处标准高斯分布的CDF值。

中心极限定理还有很多其他版本，下面有需要时会展开论述。


2.2.4　中数定律和渐进论

这是全书的主旨，我们想要了解随机变量数目n比较大但又不是极大时的渐进行为。对高斯分布来说，这不是什么大问题，因为收敛速度很快（大数定律和中心极限定理都是），但是对很多其他的随机变量来说并非如此。

见下面的Kappa统计量。


2.2.5　Kappa统计量

这一统计量不应该被视为数学上表征距离的函数，我们应该以偏向工程学的思维，将其视为一种量化比较的手段。

Kappa是本书作者自己设计的统计量（发表于论文中[235]），取值范围为[0，1]，代表随机变量的渐进行为。对高斯分布来说，取值为0（基准值），而对柯西分布或其他均值不存在的分布取值为1。

假设X1,X2…Xn是均值有限的独立同分布随机变量，也即[image: ]。定义[image: ]为部分序列和。那么可以定义[image: ]为n个随机变量求和的平均绝对偏差（参照之前我们不使用中位数，而是以均值为中心）。接着定义n个额外变量和收敛的“速率”（从n0开始）：

[image: ]

在最为基础的n=n0+1时，我们简单地用[image: ]来表示。


2.2.6　椭圆分布

p×1维的随机变量X为椭圆分布（椭圆等高分布）的定义是：假设位置参数为µ，存在非负矩阵Σ和标量函数Ψ使得特征函数满足exp(it′µ)Ψ(tΣt′)的形式。

换句话说，对于联合分布，我们必须有奇协方差矩阵才能满足其椭圆特性。状态转换协方差和随机协方差这样的条件都会使联合分布远离椭圆分布。我们会在第六章给出，只要违反椭圆特性，薄尾变量的线性组合就可以展现出极度肥尾的性质，除了肥尾性质本身，这一条又额外证伪了很多现代金融学理论。


2.2.7　统计独立性

假设两个独立的随机变量X和Y，如果其各自的概率密度函数（PDF）为f(x)和f(y)，无论相关系数如何，联合PDF f(x,y)都满足：

[image: ]

在椭圆分布类中，相关系数为0的双变量高斯分布既独立又不相关。但是对多变量学生T分布或柯西分布来说，上述条件就不成立了。


2.2.8　多变量（列维）稳定分布

这是中心极限定理的广义版本。

假设X1,X2…Xn是独立同分布随机变量，它们的和为Sn，那么我们有：

[image: ]

这里的Xs服从稳定分布S，an和bn是常量，[image: ]代表收敛到分布（当n→∞时X的分布）。下一章我们会对S的性质进行更完备的定义。这里可以认为Xs服从稳定分布（或者α稳定分布），写作XsS(αs，β，µ，σ)，特征函数[image: ]的形式如下：

[image: ]

分布参数的限制条件为[image: ]


2.2.9　多变量稳定分布

随机向量[image: ]满足多变量稳定分布的条件是，所有成分的线性组合[image: ]服从稳定分布。也即对于任意常向量[image: ]，随机变量Y=aTX应该是一个单变量稳定分布。


2.2.10　卡拉玛塔点

见幂律类分布。


2.2.11　亚指数

平均斯坦和极端斯坦的自然边界为亚指数类分布，有如下性质：

假设[image: ]是实数域[image: ]上的独立同分布随机变量，累积分布函数为F，亚指数类的分布可以定义为（见[248][196]）：

[image: ]

这里的[image: ]的累积分布函数（两个相同的独立随机变量X的和），上面的定义代表了X1+X2超过x的两倍的概率是任意单个X超过x的概率的两倍。因此，对足够大的x来说，每当和超过x的时候，往往是其中某个X超过了x——两者中的较大值，另外一个X的贡献则微乎其微。

更一般地看，可以证明n个变量的和会由这些变量中的最大值主导。从严谨的角度讲，下面两条性质等价于亚指数条件[43][84]。对于[image: ]假设[image: ]

[image: ]

因此，求和项Sn和样本中的最大值Mn有相同的量级，这也是尾部起主导作用的另一种表达。

直观来看，亚指数分布的尾部应该比指数分布下降更慢，因为指数分布的尾部并非由超大尾部事件主导。实际上，我们可以证明，亚指数分布不存在指数矩：

[image: ]

所有[image: ]。然而，反过来不一定成立，如果一个分布的指数矩不存在，那么它不一定满足亚指数分布的条件。


2.2.12　近似替代：学生T分布

我们可以方便地使用自由度为α的学生T分布近似作为双尾幂律分布，α=1对应柯西分布，而α→∞对应高斯分布。

学生T分布属于主流的钟形幂律分布，也即PDF平滑连续，对于极大的正值/负值x概率趋于0，且具备单一的尖峰最大值（另外，PDF是准凹结构而不是简单的凹结构）。


2.2.13　引用环

这是学术界的一种高度循环的引用机制，这种机制认为，杰出论文的标准在于他人的引用，从而忽略来自外部的过滤条件。这样会导致学术研究方向过于集中，很容易卡在某个“角落”，聚焦于没有实际意义的领域。该机制与缺乏成熟监督，且缺乏“风险共担”的学术体系运行模式有关。


典型的此类领域有现代金融理论、计量经济学（特别是宏观变量计量学）、GARCH过程、心理计量学、随机控制金融学、行为经济和金融学、不确定性决策学、宏观经济学等。这里的很多学术成果根本无法应用于现实，唯一的作用是贡献额外的论文，并通过引用机制产生更多论文，如此循环下去。




2.2.14　学术寻租

科研人员在研究方向的选择上存在利益冲突，学术部门（和研究者个人）的目标变成了尽可能获得引用和荣誉，从而牺牲了研究方向的客观性。比如，很多人卡在某个科研“角落”中，仅仅因为这对他们的职业生涯和学术组织更有利。


2.2.15　伪经验主义或Pinker问题

很多人都在讨论统计学意义并不显著的“证据”，或者使用对随机变量完全不适用且毫无信息量的统计指标，比如推断肥尾变量的均值或者相关性。这一点源于：

（i）统计学教学上对高斯分布和其他薄尾变量的强调。

（ii）死记硬背统计术语的时候缺乏对统计知识的理解。

（iii）对于维度性质毫无概念。

上述几条在社会科学研究者中很常见。

伪经验主义的例子有：比较恐怖袭击或埃博拉病毒等流行病的致死率（肥尾）和从梯子上跌落的死亡率（薄尾）。

这种看似实证的“实证主义”是现代科学研究中的一种顽疾，在多维和肥尾条件下完全失效。

实际上，我们并不需要区分肥尾和高斯随机变量就可以看出这种行为的不严谨性：没有达到简单的统计显著性标准——这些操作者也不理解显著性这个概念。


2.2.16　前渐进性

数学上的统计研究一般聚焦于当n=1（n为求和的数目）和n=∞的情况。而真实世界正是处于中间的那部分——这也是本书的核心。部分分布（方差有限）对于n=∞的渐进极限是高斯分布，但是对于n很大又不为无穷的情况并不成立。


2.2.17　随机化

将确定性变量随机化的方式有两种：（i）较为简单的二元方法；（ii）通过更复杂的连续或离散分布实现。

（i）假设s为确定性变量，我们以双状态伯努利分布来进行随机化（入门级别），假定以概率p取s1，概率1-p取s2。该变换以ps1+(1-p)s2=s的形式保留了变量的均值s，当然，我们也可以通过相同的方式保留变量的方差，等等。

（ii）我们可以使用一个完整的统计分布，双尾条件下一般是高斯分布，单尾条件下一般是对数正态分布或指数分布（很少会用幂律分布）。当s为标准差的时候，我们可以随机化s2，它变成了“随机波动率”，该波动率的方差或标准差一般被称为“Vvol”。


2.2.18　在险价值（VaR），条件在险价值（CVaR）

对于某随机变量x，分布函数为F，某参数λ，VaR的数学表达为：

[image: ]

然后，相应λ下的CVaR或预期损失ES为：

[image: ]

或者反过来在正的定义域上，考虑X的正向尾部。

一般来说，参数k的预期损失为[image: ]


2.2.19　风险共担

风险共担是一种过滤机制，强迫做菜的厨师品尝自己做的食物，让他们暴露在自身问题的风险之中，这样一来就可以将危险分子驱逐出去。能够“风险共担”的领域包括：管道维修、牙齿诊疗、外科诊疗、工程建造，这些领域的从业者以有形的工作成果被外界评估，在职业生涯断送或破产的风险下从事职业活动。无法“风险共担”的领域包括：互相引用的学术界。学术领域的从业者只依赖同侪的相互评估而非从真实世界中获得反馈。


2.2.20　MS图

MS图（maximum to sum）表示最大单一观测对某阶矩的贡献（随着n不断变大），我们可以观察到大数定律的行为。对随机变量X来说，在MS图上观察给定样本的高阶矩表现是一种判定[image: ]的收敛性的简易方法[或者看看[image: ]是否存在]。其中一种做法如图10.3所示。

根据对变量极大值的统计，MS图的原理正是大数定律[184]。对于独立同分布的非负X1,X2…Xn，假设对于[image: ]，那么随着[image: ]

[image: ]

这里[image: ]为求和函数，然后[image: ]为极大值函数（对于存在负值的随机变量X，我们也可以采用取绝对值的形式来求奇数阶矩）。


2.2.21　最大吸引域（MDA）

极值分布考虑的是随机变量的最大值，当[image: ][image: ]（分布的“右端点”）在最大吸引域上[116]，也可以表示为：

[image: ]


2.2.22　心理学文献中的积分替换

心理学文献中经常有如下混淆：假设[image: ]为某一阈值，f(.)是概率密度函数，并且[image: ]是超过K的概率，g(x)是影响函数。定义I1是超过K之上的期望收益：

[image: ]

而I2是K处的影响乘以超过K的概率：

[image: ]

这里很容易混淆的是I1和I2，g(.)在K以上是常数的时候[比如[image: ]，阶跃θ函数]两者相等。对一阶导为正的g(.)来说，I1和I2只有在薄尾分布下才比较接近，在肥尾条件下会相去甚远。


2.2.23　概率的不可分拆性（另一个常见误区）

定义[image: ]是导数为f的概率分布，以及[image: ]是测量函数或“收益函数”，那么对于[image: ]的子集[image: ]

[image: ]

在离散分布下，假设概率质量函数π(.)：

[image: ]

这里的思想在于，概率只是积分等式中的核，而不是决策之外的最终结果。


2.2.24　维特根斯坦的尺子

“维特根斯坦的尺子”是一个哲学比喻：我们是在用尺子量桌子还是在用桌子量尺子？这主要取决于结果。假设存在两种分布：高斯分布和幂律分布，我们认为，当出现一个超大偏差的时候，比如“6个标准差”事件意味着原分布属于幂律分布。


2.2.25　黑天鹅

[image: ]

总的来说，有些事件在你的预期和建模能力之外，而且其效应极为显著。好的方法不是去预测它们，而是对它们产生的影响呈现出凸性（至少不是凹性）：我们能了解自身对某类事件的脆弱性，甚至可以对其量化衡量（考量二阶影响和结果的非对称性），但是想对它们做可信的统计处理基本上是痴心妄想。

这一点向来很难跟建模人员解释清楚，我们需要和从未见过（甚至从未想过）的事物共处，但事实就是这样。[1]

注意认知的维度。黑天鹅和观察者相关：火鸡的黑天鹅对屠夫来说是白天鹅。9·11恐怖袭击事件对受害者来说是黑天鹅，但对恐怖分子不是。这种观察者依赖是一种中心化的性质。一个所谓的“客观”的黑天鹅概率模型不仅不存在，而且是对其自身意义的消解，因为它自身就在散播信息的不完备性。


灰天鹅：统计性质上稳定、低频且有重大影响的大偏差被称为“灰天鹅”。当然，“灰”的程度取决于观察者：幂律分布使用者的灰天鹅对困在薄尾框架体系下的天真的统计学家来说就是黑天鹅。



重申一下：黑天鹅不是肥尾，只是肥尾会让它们变得更糟糕。肥尾和黑天鹅的联系在于，肥尾区域的大偏差会放大黑天鹅的影响。



[1]正如保罗·波尔泰西常说的（这里可能是正确或是误用了他的话）那样：“你从未见过分布的另一面。”


2.2.26　经验分布会超出经验

经验分布的生存函数[image: ]定义如下，假设X1,X2…Xn为独立同分布实随机变量，具有共同的累积分布函数F(t)。

[image: ]

这里[image: ]是指示函数。

由格利文科-坎泰利定理可知，无论初始分布如何，最大范数都会收敛到单一分布，可以通过科尔莫戈罗夫-斯米尔诺夫检验来验证：

[image: ]

这种和分布无关的收敛性主要考虑的是概率，而不是矩——本书作者由此出发，探究了最大值之上的“隐藏矩”。

我们可以看到如下结果（因为知道极值为0和1，顿斯科将其进一步转化为布朗桥）：

[image: ]

“经验分布会超出经验”的意思是，经验分布一定会出现在某区间[xmin,xmax]，此时肥尾分布会带来巨大的问题，因为我们不是在概率空间，而是在收益空间分析肥尾。

更进一步的内容见隐藏的尾部（下一小节）。


2.2.27　隐藏的尾部

假设Kn为n个独立同分布随机变量样本的最大值，Kn=max(X1,X2…Xn)，假设X分布的密度函数为[image: ]，我们可以将矩分解为两部分，在K0以上的部分为“隐藏矩”。

[image: ]

这里µL是分布中可观察的部分的矩，而µK是隐藏部分的矩（大于K）。格利文科-坎泰利定理告诉我们，µK,0应该和X的分布无关。但是这一条对高阶矩并不成立，所以科尔莫戈罗夫-斯米尔诺夫检验在这里存在问题。


2.2.28　影子矩

影子矩在本书中被称为通过“插入式”估计来求解的矩。它不是直接用可观察的样本求均值，而是通过对分布参数进行最大似然估计（如使用最大似然参数尾部指数α）得出影子均值。因为在肥尾条件下直接可观察的样本均值存在偏差。


2.2.29　尾部依赖

假设X1和X2是两个不一定为同分布类型的随机变量，假设[image: ]是概率为q的逆CDF，也即[image: ]，上尾依赖[image: ]可以定义为：

[image: ]

下尾依赖的定义与此类似。


2.2.30　元概率

通过将变量随机化这样的技巧来比较两个不同的概率分布。或是随机化某个参数以得到对应的分布，如看涨期权价格，VaR、CVaR等风险指标，并检验结果分布的鲁棒性或凸性。


2.2.31　动态对冲

标的为S，到期时间为T的欧式看涨期权C的收益可以通过如下动态对冲的方法得到复制，在当前时间t和T之间：

[image: ]

我们将时间区间分成n个[image: ]，这里的对冲比率[image: ]是在[image: ]时刻计算的，但是我们在股票上得到的是对冲时刻和[image: ]之间的价格差。

理论上，[image: ]的时候会使上式收敛到确定性收益。在高斯世界中，上式为伊藤-麦肯积分。

但在这里我们看到，在肥尾条件所伴随的渐进性质下，这样的动态复制完全不可能实现。



第一部分　肥尾及其效应介绍




第三章　非数理视角概述——剑桥大学达尔文学院讲义*，†[1]


本章浓缩了整个肥尾效应项目的主要思想，对研究结果进行了非数理视角的全面展示，同时汇总了厚尾条件下的一系列统计推论。





[1]研究讨论章节。2017年1月27日，作者在英国剑桥大学达尔文学院讲授了本章的简化版本。在这里，作者诚挚地感谢李约瑟，朱利叶斯·魏茨德费尔，以及他们的助手耐心、准确地把讲座转录成文本。同时还感谢苏珊·普凡嫩施密特和奥利·彼得斯对一些错误的修正。另外，在贾米勒·巴兹的建议下，本章添加了更多注释，以方便经济学家和计量经济学家理解，说不定最终能获得他们的认可。






3.1　薄尾和厚尾的差异

我们通过划分平均斯坦（薄尾）和极端斯坦（厚尾）这两个类别来介绍厚尾的概念，由此展开对厚尾和极端值的关系的研究。


·在平均斯坦中，随着样本量逐渐扩大，没有任何单一的观测可以真正改变统计特性。

·在极端斯坦中，尾部（罕见事件）在决定统计特性方面发挥了极大的作用。



另外一种视角：


假设有一个很大的偏离X。

·在平均斯坦中，随机变量连续两次大于X的概率大于单次大于2X的概率。

·在极端斯坦中，随机变量单次大于2X的概率大于连续两次大于X的概率。



接下来，我们在平均斯坦中随机选择两个人，假设两人身高之和为4.1米（一个极小概率的尾部事件）。根据高斯分布（或者类似特性的单尾分布），最可能的情况是，两人的身高均为2.05米，而不是10厘米和4米。

简单来说，出现3个标准差之外事件的概率是0.001 35，出现6个标准差（翻了一番）之外事件的概率为9.86×10−10，而连续两次出现3个标准差之外事件的概率为1.8×10−6。因此，连续两次出现3个标准差事件的概率远大于一次出现6个标准差事件的概率，这也是非厚尾分布带来的结果。

在图3.1中，我们从出现两个3倍标准差事件的概率除以6倍标准差事件的概率出发，扩展到计算出现两个4倍标准差事件的概率除以一个8倍标准差事件的概率，等等。越往尾部延展（图3.1的右侧），我们会看到大偏差更可能来自多个中等偏差的和。换句话说，如果发生了一个很糟糕的事件，那么它应该来自一系列不太常见的事件，而不是来自单次极端事件，这正是平均斯坦遵循的逻辑。


[image: ]
图3.1　在高斯分布*下，出现两次K和一次2K标准差事件之间的比值。K越大，即越处于尾部，极端事件来自两次独立K事件的可能性越大，即P(K)2，而来自一次2K事件的可能性越小。

*这是为教学而做的简化。更严谨的方法是比较出现两次K和一次2K+1标准差事件的比值——但上图的最终结果不变。


接下来我们转到极端斯坦，同样随机选取两个人，且他们的财富之和为3 600万美元。这时最可能的情况不是两人都有1 800万美元，而是一人拥有35 999 000美元，另一个人拥有1 000美元。

这个例子清晰地展示了两个大类之间的差异，对于亚指数类分布来说，破产更可能来自某次极端事件，而不是一系列糟糕事件的累积。这一逻辑在20世纪早期由精算学家菲利普·伦德伯格提出[155]，到20世纪30年代由哈拉尔德·克拉默整理完善[51]，对传统风险管理理论形成了巨大挑战。但如今，很多经济学家完全忽视了这一点。从保险的角度讲，分散化有效的前提是，损失更可能来自一系列事件而不是单个事件。

这一点也说明，保险只能在平均斯坦中起作用，在存在巨灾风险的情况下，永远不要出售一种损失无上限的保险，这一点被称为灾难原则。

正如我们之前所见，偏离中心很远的极端事件扮演了非常重要的角色。黑天鹅的核心并非“频繁出现”（这个词经常被这样误用），而在于出现时的影响更大。最肥的肥尾分布只会有一次非常大的极端偏离，而不是多次较大的偏离。下一章的图4.4显示，如果我们采用像高斯那样的分布并开始逐渐增肥尾部，那么超过给定标准差的样本数量就会下降。事件落在一个标准差范围内的概率是68%。随着尾部增肥，以金融市场的回报为例，一个事件落在一个标准差内的概率会上升到75%至95%。所以请注意，尾部增肥会让峰度更高，肩部缩小，发生大偏差的概率会增加。这是因为，概率之和为1（哪怕在法国也是如此），概率密度在某一区域的升高会导致另一区域密度的降低。


3.2　直观理解：摇尾巴的狗


狗尾摇狗效应

总的来说，分布的尾部越厚，狗尾摇狗的作用越大。也就是说，信息主要集中在尾部，而较少存在于分布的“躯干”（中心部分）。实际上，对极度厚尾的现象来说，除了真正的尾部大偏差，所有普通偏差包含的信息量都很小。



这样一来，分布的中间部分完全变成了噪声，虽然“基于实证”的科学研究可能无法理解这一点。但在此类情况下，中心部分并不包含“实证”的信息。

该性质也解释了在存在尾部大偏差的领域中，由于单次样本的信息含量很低，大数定律作用缓慢。

该性质还解释了为什么观察到100万只白天鹅依然不能否认黑天鹅的存在，或者为什么进行100万次肯定性观察还赶不上一次否定性观察。在本章后面我们会将其与波普尔的非对称性联系起来。

它也解释了为什么人们永远不该比较由尾部驱动的随机变量（如流行病）和由躯干驱动的随机变量（如在游泳池中溺水的人数）。可以参考论文中系统性风险对政策制定的启示（西里洛、塔勒布，2020）[48]。
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图3.2　两个独立高斯分布的密度等高线。直线为x+y=4.1，可以直观地看到，最大概率出现在x=y=2.05处。



[image: ]
图3.3　两个独立厚尾分布的密度等高线（幂律分布类），直线为x+y=36，可以直观地看到，最大概率出现在x=36−ε或y=36−ε处，随着x+y变大，ε会趋于0。
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图3.4　和图3.3相同的密度等高线，但是辅助直线和幂律分布的外侧等高线相切。我们可以看到，等高线越来越像一个十字，用术语表示为联合分布失去了椭圆特性。



3.3　一种（更合理的）厚尾分类方式及其效应

下面我们先以一种简单的分类来考量厚尾的程度（本书后面会逐步深入展开），不同分布按厚尾的严重程度排序如下：


分布特征：

厚尾分布⊃亚指数分布⊃幂律分布（帕累托分布）



排在前面的是入门级厚尾分布，这一类包括了所有尾部厚度超过正态的分布，如在一个正负标准差之内的概率大于[image: ]﹝误差函数erf是高斯分布的积分[image: ]﹞且峰度高于3﹝随机变量X的p阶矩是X的p次方的期望，[image: ]﹞的各类分布。

排在第二的是满足我们之前实验的亚指数分布（灾难原则），在触及幂律分布之前，这类分布并不算真正意义上的厚尾，因为其统计性质并不由罕见事件主导。换句话说，这类分布的各阶矩依然存在。

排在第三的分布有很多种名称，有的被称为幂律分布，有的被称为正规变化分布，或“帕累托尾”分布。这些才是真正的厚尾分布，且肥尾程度依赖于其尾部参数。这里暂时不展开讨论尾部参数，我们可以认为这类分布的某阶矩无穷大，并且高于该阶的矩均为无穷大。

下面我们对着图3.6从下往上看，最左下角的是退化分布，只有一种可能的结果（不存在随机性，没有变化）。在这之上是伯努利分布，只有两种可能的结果，没有其他可能性。再往上是两种高斯分布，分别为自然高斯分布（允许出现正负无穷）和从随机游走中求和而来的高斯分布（紧支撑，除非我们用无穷多的变量来求和﹝紧支撑的意思是，实数随机变量X在一个有界范围内取值，如[a,b]、(a,b]、[a,b)等等。由于高斯分布有偏差呈指数e−x2下降的趋势，所以阿德里安·杜阿迪等人把高斯分布归为紧支撑。﹞）。这两种高斯分布完全不同，一个允许到无穷，另一个不允许（极限趋近不算）。然后，在高斯分布之外是不属于幂律类分布的亚指数分布，这类分布的各阶矩都存在。亚指数分布包含对数正态分布，这里我们经常搞混，这也是统计领域中最奇怪的事情之一，对数正态分布在方差较小的时候是薄尾分布，而在方差较大的时候是厚尾分布。有些人看到手上的数据，发现不是幂律分布而是对数正态分布，以为是件好事，但事实并非如此。第八章我们会展开讨论对数正态分布的奇怪特性。
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图3.5　当观测值数目n增大时，均值的分布会发生怎样的变化？这是图3.5在分布/概率空间的表达。肥尾分布并不像高斯分布那样很快就压缩到中心。你需要更大的样本集来求解，事实就是这样。
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图3.6　不同收敛性下的厚尾分类图（大数定律的收敛性）以及经验外推问题的严重程度，幂律分布类用白色表示，其余用黄色表示，见恩布列切等[82]。


亚指数类中的分布不满足克拉默条件，从而使保险成为可能，可以回顾本章开始时的小实验（如图3.1所示）。更严谨地讲，克拉默条件意味着随机变量的指数期望存在。﹝数学描述：假设有随机变量X，克拉默条件意味着：对所有r＞0，[image: ]　[image: ]是求期望操作符。﹞

一旦离开了黄色区域，也即大数定律（LLN）起作用的区域[1]，中心极限定律将不再有效[2]，然后将面临收敛性问题。在这里，我们会遇到幂律分布，将根据尾部指数α来区分其厚尾程度，尾部指数越小，尾部越肥。当[image: ]时，我们称其为超立方分布（α=3时是立方分布）。按照非正式的边界划分：分布只存在一阶矩和二阶矩，此时理论上大数定律和中心极限定理依然有效。

然后是[image: ]的分布类，我们简单归纳为列维稳定分布[虽然该类也包含α＜2的幂律分布，但在理论上，当我们对该类随机变量求和时，由于广义中心极限定理（GCLT）的存在，总和最终会落在和原来相同的分布类型中，而不是向高斯分布收敛]。从这里开始我们会遇到一些问题，因为方差不再存在。在[image: ]的情况下，虽然方差不存在，但是平均绝对偏差依然存在（变量的平均绝对值差异）。

再往上到最外层顶部，连均值都不存在了。我们将其称为“别想了”。如果看到这一类分布，你就径直回家，不用再谈论它了。

对传统的统计学家来说，处理厚尾的方法向来是假设一个不同于正态的分布，然后一切照旧，使用相同的统计指标、统计测试和置信度区间进行研究。而一旦离开上述黄色区域，再使用常规统计手段，事情就不像我们想的那样了。下一节我们会介绍随之而来的十几个衍生问题，几乎都是终极问题。后面我们会引入一些术语，并给出更数量化的表达。


将统计过度标准化带来的问题

统计估计基于两大基本元素：中心极限定理（假设对“大量”变量求和成立，从而很方便地将一切都归到正态分布上）和大数定律（当样本规模增加的时候预测方差降低）。但是事情并没有那么简单，我们需要考虑一些注意事项。在第八章中，我们将展示取样是如何依赖于分布，并在同一分布类中展现出巨大差异的。布绍和波特[27]与索内特[214]认为，在随机变量求和的过程中，某些方差有限但高阶矩无限的分布可以在[image: ]的范围内收敛到高斯分布，也即在这个中心范围内成为高斯分布，但是较远的尾部区域则不再如此——而恰恰是较远的尾部决定了主要的统计性质。

人生正是在渐进过程中展开的。

遗憾的是，在经典的《统计学百科全书》[147]关于统计估计的条目中，霍夫丁写道：

统计量的实际分布通常非常复杂，很难进行处理。因此，人们需要更简单、性质更清晰的分布来近似描述实际分布。而概率论中的极限定理为这种近似提供了重要工具。经典的中心极限定理表明，一般情况下，大量独立随机变量的和近似于正态分布。实际上，在所有可能的分布中，正态分布占绝对主导地位。这里引用格涅坚科和科尔莫戈罗夫的论述（[111]，第5章）：

然而，对于限制独立随机变量的和分布收敛到正态分布这一规律，除了通过使变量无穷小（或渐近于常数），就只有对求和本身进行限制了。如果想要收敛到另一种极限分布，则求和函数本身需要一些非常特殊的性质。

此外，许多统计量的渐进行为类似于独立随机变量的和。上述这些都有助于解释正态分布作为渐进分布的重要性。

那么，在尚未达到高斯分布时应该怎么办？我们的人生对应的是渐进阶段，这也是本书要探讨的内容。[3]





[1]读者目前可以将大数定律（LLN）简单理解如下：如果有一个分布存在有限的均值，并且不断将独立的该分布随机变量相加求平均——也就是说，随着样本量逐渐变大——最终结果会收敛到均值。收敛速度有多快呢？这正是本书讨论的关键问题。

[2]我们之后将不断讨论中心极限定理（CLT），不过这里先给出直观的解释：在二阶矩有限的情况下，n个独立随机变量的和最终会逼近高斯分布。这个事儿很神奇，但速度有多快呢？从理论上说，从幂律分布出发需要无穷多的随机变量求和，也就是说几乎永远不会达到高斯分布。第七章会讨论极限分布并回答其核心问题：CLT和LLN的收敛速度“有多快”？速度有多快是一件非常重要的事情，因为在现实世界中，我们根本找不到n等于无穷大的东西。

[3]这里邀请本书读者查阅各类教科书或在线百科全书中的“统计估计”条目。基本上不可能出现“如果没有达到渐进极限会发生什么”的相关讨论——即使是9 500页的经典《统计学百科全书》也没有提及。此外，如果问一个经常使用统计方法的人，不同分布下需要多少数据来估计统计量，你不要惊讶于其荒谬的回答。主要问题在于，人们的大脑中装了太多统计工具，而他们从未进行过深入推理。用一句格言来总结：“统计从来都不是标准的。”


3.4　肥尾分布的主要效应及其与本书的关联


[image: ]
图3.7　衡量不公平的测度（比如基尼系数）在厚尾条件下需要完全不同的估计方法，我们会在第三部分讨论这个问题。追求科学并不容易。


当移到上述黄色区域（经典统计的舒适区）之外时，会出现如下效应：


效应1　在现实世界中，大数定律即便有效，其奏效速度也会很慢。



读者可能无法想象，仅这一条就否定了绝大多数统计估计方法，如图3.8所示。在第八章我们会进一步讨论，区分统计估计不同类型的分布所需的样本量。[1]


效应2　样本均值大概率不会贴近分布的实际均值，尤其是遇到偏态分布（或单尾分布）时，均值的估计量会持续被小样本效应主导（即被低估或高估）。



这是样本不足问题的另一种体现，没有一个极度厚尾-单尾分布可以用样本均值来估计总体均值，想要直接估计的前提是拥有近乎无限的数据。[2]比如，一般的幂律分布（符合80/20法则的分布）会有92%的观察值落在真实均值以下。为了让样本均值有意义，我们需要远远超出我们正常所能拥有的数据量（经济学专家从未真正理解这一点，但交易员对此有直观感受）。针对这一问题，我们会在章节3.8继续讨论，并在第十五章“影子均值”中详细论证。此外，在章节3.8中，我们还会进一步介绍隐藏统计量的概念，不仅是均值，用样本来估计总体也会导致方差被低估。


[image: ]
图3.8　大数定律体现了样本均值收敛的速度，而在极端斯坦下收敛速度极慢。这里以高斯分布和尾部指数1.13的帕累托分布为例（帕累托80/20分布），保持上述分布的绝对平均偏差相同并观察收敛效果。该结论适用于所有需要样本统计的领域，比如投资组合理论。



效应3　方差和标准差这样的统计量是不可用的。



即使分布背后的统计量存在，甚至各阶统计量均存在，它们在样本之外也一定会失效，这一点我们会在第四章展开讨论。很多人喜欢用标准差（经常被误认为是平均偏差）作为衡量离散程度的指标，这属于一种看似科学的谬误，因为只有在最理想的情况下，标准差才能勉强地正确估计离散程度。


效应4　贝塔系数、夏普比率和其他惯用的金融统计量均无参考意义。



这是上一条效应的简单推论。[3]如果依赖这些统计量，我们要么需要更多的数据，要么需要某种尚未被发现的模型。图3.9展示了夏普比率在样本外的糟糕的预测能力——几乎起到完全相反的效果。然而，很多人还是执迷不悟，沉浸在看似科学的分析数字中。
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图3.9　横轴代表各个对冲基金在2008年之前的夏普比率，纵轴代表它们在金融危机中损失的标准差。夏普比率不仅对样本之外的表现完全没有预测作用，甚至不能作为一个有效防止破产的指标。感谢拉斐尔·杜阿迪。



实际上，所有经济金融领域的变量和证券回报都是厚尾分布的。我们统计了超过4万只证券的时间序列，没有一只满足薄尾分布，这也是经济金融研究中最大的误区。



理论金融学家有时会得出一些极其不严谨的结论，如“哪怕收益是厚尾分布的，只要分布的前两阶矩存在，均值方差投资组合理论就成立”（这实际上是加入了分布椭圆特性的条件，后面会进一步讨论）。实际上，即使存在方差，我们也不知道其精确性如何。一个随机变量二阶矩的尾部会比该变量本身的尾部更厚，所以，统计量服从极其缓慢的大数定律。而且，随机变量的相关性或协方差也会以厚尾的形式存在（失去椭圆特性），从而使统计估计失效。


在经济学术领域，所有使用协方差矩阵的论文都很可疑。



详情见第四章（单变量分布）和第六章（多变量分布）。


效应5　稳健统计并不稳健，经验估计会超出经验。



以我个人的经历为例，稳健统计的概念如同一个恶作剧，但是绝大多数专家并未意识到它有多么可笑。

首先，稳健统计寻求一种既不想对统计框架进行大改动，又想要处理尾部事件的方法论。这是一种完全错误的稳健概念：如果统计量不随尾部事件发生大幅变化，可能仅仅因为样本包含的尾部信息不足。而且，这种方法对研究期望收益毫无帮助。其次，稳健统计属于“非参估计”，人们一般认为，不引入参数可以让整个分析变得不太依赖于底层分布，但实际上，这样做只会让事情变得更糟糕。

移除样本极值的缩尾法会扭曲期望值，并让信息减少——不过检查一下异常值也好，看看它到底是真实的异常还是“数据错误”（笔误或计算机故障）造成的伪异常。

所谓非参数的“经验分布”完全没有经验性的借鉴意义（而且会在尾部的期望收益上造成误导），至少在金融和风险管理领域是这样的，第十章会进一步讨论。这里可以简单解释如下：如果没有科学的外推方法，从过去的数据中简单估计未来的极值，偏差会很大。

这就像有人想通过修筑堤坝来防止洪水，简单的“经验”分布会基于历史最高水位，也就是说，更高水位的概率为0。但是反过来想，历史最高水位在成为最高水位之前肯定要超越之前的最高水位，因此，经验分布已经被突破。在厚尾分布下，过去极大值和未来期望极大值的差异会远远大于薄尾分布。


效应6　最小二乘线性回归失效（高斯-马尔可夫定理不成立）。



如图3.10所示，最小二乘回归背后的原理是高斯-马尔可夫定理，要求变量满足薄尾分布，这样才能通过所有数据点拟合出唯一的直线。而在肥尾条件下，我们需要远远多于预期的数据来最小化偏差平方和（高斯-马尔可夫定理依然成立，但是现实世界的数据是有限的，而不是无限的，所以其效果近似于不成立），或者因为变量二阶矩不存在，我们可能无法求解。在二阶矩不存在的情况下，如果仅仅最小化平均绝对偏差（MAD），一方面我们会面临数据不足的问题，另一方面我们求得的斜率也可能不唯一。
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图3.10　在厚尾条件下，我们可以对同样的样本拟合出完全不同的直线（线性回归所需的高斯-马尔可夫定理不再成立）。左图：常规回归的结果。右图：尝试补偿大偏差得出的回归线——可以看作某种“对冲比率”，补偿了大偏差但是对小偏差数据的误差很大，如果忽视大偏差，结果就是灾难性的。这里的样本并不包含大偏差值，但回归时会通过“影子均值”的方法进行估计。


我们在章节6.7中会进一步讨论，由于厚尾的小样本效应，回归样本内的决定系数（R2）远远大于真实值。当随机变量方差无穷大的时候，R2应该等于0。但是，因为回归样本量必然有限，R2会给出高于0的欺骗性结果。因此，在厚尾条件下，R2不仅完全没有意义，还会因为高估时不时产生十足的欺骗作用（就像智商研究一样）。


效应7　极大似然估计对于部分分布参数的估计依然有效（好消息）。



以幂律分布为例，我们可以估计其分布的形状参数和尾部指数（本书用α表示[4]），以帮助我们更好地理解分布，然后从分布反向估计均值，其效果会远好于直接用样本均值估计整体期望。

示例：一个简单帕累托分布（最小值L，尾部指数α，[image: ]的期望是[image: ]（一个和α相关的函数）。因此，我们可以从这两个参数出发（其中一个已知），通过插入式估计量获得均值。我们可以直观估计α（或者采用低方差的极大似然估计，这里α满足倒伽马分布），然后计算得到均值。这样的均值估计比直接求样本均值要准确得多。

让我们再强调一下上述逻辑：


通过拟合尾部指数α的方法，可以获得数据中没有出现的小概率尾部信息，而且该信息对分布均值有巨大的影响。



这一方法可以推广到基尼系数和其他的不平均估计量上。

因此，在一些情况下，我们可以针对尾部指数构建函数，从而得到更可靠（或者至少没有那么不可靠）的统计量，当然，仅仅是在一些情况下。

接下来，我们要面临一个现实世界中的问题：如果没有靠谱的统计量怎么办？那最好还是在家里待着，我们不能把自己暴露在脆弱性的风险之下。不过，如果可以锁定最大损失，我们就可以做出承担风险的决策。


效应8　经验可证实和可证伪之间的差距远比常规统计能覆盖的范围更大，即不能证明和证明不可行之间的差异变得更大了。（所谓“基于证据”的科学除非经过严格的验证，否则通常是经验外推的，其证据既不充分，也不算科学。）



作者此前和认知语言学家兼科普作家斯蒂芬·平克有过一次争论：从最近的数据变化中得出结论（或归纳出理论）并不可行，除非满足一定的置信度条件，这就需要在厚尾条件下有更多的数据（和缓慢大数定律的逻辑相同）。因此，根据最近一年或十年非自然死亡人数的下降，得出“暴力致死行为有所下降”这样的结论并不科学。科学论断之所以和奇闻逸事不同，是因为它对样本外发生的事情有预测作用，统计意义显著。

这里我再次强调，统计意义不显著的结论并不算真正的科学。不过，说暴力行为在某次观察中上升则可能是一个严谨的科学论断。在薄尾的情况下解读描述性统计量的做法可能是可以接受的（因为显著结论所需的样本量不大），但在厚尾情况下肯定不行，除非包含尾部信息的超大偏差重复出现在样本集中。


效应9　主成分分析（PCA）和因子分析很可能会产生错误的结论。



这一点比较专业，通过主成分分析这样的降维方法，样本不足的问题可以转换为大型随机向量。这是大数定律问题的高维表达。图3.26从PCA数据不足的角度很好地表述了魏格纳效应。用专业的语言表述，就是马尔琴科-帕斯图尔分布无法应用于四阶矩不存在的情况（或是尾部指数超过4的情况）。[5]


[image: ]
图3.11　在厚尾条件下，一犯错误就完了；而在薄尾条件下，犯错误可以成为宝贵的学习机会。资料来源：《你曾有份工作》。（图中文字为：我从犯错中学到了太多东西，以至我想再犯点儿错误。）



效应10　矩估计法（MoM）失效，高阶矩意义不大，甚至可能不存在。



当年获得诺贝尔奖的广义矩估计法也不成立。里面的细节很多，可以先这么理解：如果高阶矩无限大，通过矩来估计分布就行不通，因为每一组样本都会得出一个不同的矩，正如后面所展示的标准普尔500指数四阶矩。

简单来说，厚尾分布的高阶矩会呈爆炸式上升，尤其是在经济领域。


效应11　不存在所谓典型的大偏差。



在考虑出现大偏差的情况下，厚尾变量的条件偏差并不收敛，尤其是在极度厚尾条件下（如幂律尾分布），这一点和我们之前看到的灾难原则类似。在高斯分布中，随机变量变动大于4倍标准差的条件期望约等于4倍标准差。而对幂律分布来说，条件期望会数倍于该值，我们称其为林迪效应，第五章和第十一章会进一步讨论。


效应12　基尼系数不可加。



衡量基尼系数的方法是样本外推法，因此还是无法摆脱上面的问题，也即样本均值会高估或低估真实均值。这里有一个额外的复杂点，基尼系数在厚尾下具备超可加性。随着样本空间的增大，常规的基尼系数无法有效揭示真实的财富集中度。（换句话说，一个大陆，比如欧洲大陆，其收入的不平等程度可能超过其成员国收入不平等程度的加权值。）

不仅是基尼系数，这一结论同样适用于集中度的其他衡量指标，如前1%的人拥有财富总量的x%等。第十三章和第十四章会有专门论述。


效应13　大偏差理论无法应用于厚尾。



在厚尾条件下，大偏差理论完全失效。[6]大偏差定律在薄尾条件下非常有用（瓦拉丹[260]，登博和泽图尼[59]，等），但是也仅限于此，我们会在附录C和第七章讨论极限理论时再提及。


效应14　动态对冲永远不可能对冲掉期权的所有风险。



这一条也比较专业，非金融领域的读者可能不感兴趣。金融领域布莱克-斯科尔斯期权定价模型的对冲基础完全建立在动态对冲的可行性和必要性之上，而在第二十章和第二十一章中我们会证明两者都存在问题。有效的动态对冲要求误差呈指数下降，也即统计分布必须超出亚指数类分布。这里我们讨论的实际上是克拉默条件——最终都可以归结为指数矩问题。

本书的作者是一位期权交易员，而对交易员来说，期权并不是由动态对冲的方式定价的——在整个期权交易的历史上都是如此。


效应15　预测频率与预测期望收益有巨大差异。




效应16　在心理学和决策论中，大多数有关“高估尾部概率”和“非理性行为”的结论都来自研究人员对尾部风险的误解。比如，混淆概率和期望收益，误用统计分布，以及忽视极值理论（EVT）。



上面两点在下一章会展开讨论：只考虑频率不考虑期望的错误在薄尾条件下不算太严重，但是在厚尾条件下会有巨大影响，其结果见图3.12和图3.13。


[image: ]
图3.12　心理学研究中的概率校准：x轴是预测者估计的概率，y轴是实际发生的概率。比如某人预测下雨的概率是30%，且实际上有30%的时间会下雨，那么这称为“完美校准”。只有在学术领域，我们才把这种校准放在频率空间，把现实生活中的错误预测作为一个二元事件来考量，这一点在厚尾条件下问题很大。第十一章将详细讨论这一点。



[image: ]
图3.13　在幂律条件下，上图对概率的估计误差会转变成下图的收益误差。这里使用的是帕累托分布（尾部指数α=1.15）。同样，这一点第十一章将详细讨论。



效应17　在厚尾条件下，破产问题的严重性更甚，同时需要考虑遍历性。



相关的讨论比较专业，本章末尾会有解释。

下面我们就一些要点展开讨论。

3.4.1　预测

在《随机漫步的傻瓜》一书中，某人被问，到月底市场更有可能上涨还是下跌？他表示上涨的可能性更大，但后来发现，他在押注市场下跌。对不懂概率的人来说，这似乎很矛盾，但是对交易员来说再正常不过了，尤其是在非标准分布的条件下（确实，市场更有可能上涨，但如果下跌会跌得更多）。这个例子表明，人们常常混淆预测和风险敞口（预测的结果是二元的，而风险敞口的结果更多元，取决于整个分布的状态）。在这个例子中，一个非常基本的错误是，将发生概率理解为单个数字而非分布结果，而在进一步研究之后，我们会发现很多并不明显或不为人知的类似的悖论式问题。简单来说，作者认为，将“概率”作为最终标的，甚至作为决策的“基础”来讨论并不严谨。

在现实世界中，一个人所获得的不是概率，而是直接的财富（或生存权利等）。这时，分布的尾部越肥，就越需要关心收益空间——俗话说得好：“收益远胜于概率。”如果犯错的成本够低，决策者可以经常犯错，只要收益是凸性的（也即当他正确的时候会获得很大的收益）。反过来说，决策者可以在预测的准确率达到99.99%的情况下破产（实际上，破产的可能性说不定更大：在2008—2009年金融危机期间，破产的基金恰恰是那些之前业绩无可挑剔的基金[7]）。正如《动态对冲》[225]一书所讨论的那样（对非量化金融领域的读者来说，可能专业性略强），这是相同行权价的香草期权和二元期权之间的区别。违背直觉的是，肥尾效应降低了二元期权的价值，同时提高了香草期权的价值。正如作者的格言所说：“我从未见过有钱的预言家。”加肥尾部会导致高于1个标准差的事件的概率下降，但对应的后果会加重（就对矩的贡献而言，比如对平均值或其他指标的影响），我们会在章节4.3.1中具体展开。

图3.12展示了这个问题的严重程度。


评论1

概率预测误差（“校准”）与真实世界中的损益变化（或真实收益）属于完全不同的概率类别。

“校准”是一种衡量预测准确程度的方法，聚焦于概率空间——介于0和1之间。无论所预测的随机变量是否为厚尾分布，校准对应的所有标准测度都是薄尾的（而且因为有界，必然是超薄尾的）。另外，现实世界中的收益可能是厚尾的，因此这种“校准”的分布将遵循随机变量本身的特性。



我们会在第十一章给出完整的推导和证明。



[1]我们定义的渐进性是n很大但不为无穷大时的求和性质，这也是本书的焦点之一。

[2]样本均值是我们对总体取样后的平均值。显然，我们能接触到的都是样本均值。有时我们也可以拿到总体数据，如财富或者战争伤亡的分布，但此时总体均值和样本会有较大偏差。这里我们可以通过“影子均值”的概念，从产生数据的本质过程或机理中求解期望。

[3]简单来说，贝塔系数是表征资产A在多大程度上会受到总体市场变动（或者某个给定的市场基准或指数变动）影响的统计量。用公式表达为资产A与市场收益的协方差除以市场收益的方差。夏普比率表达的是某资产或策略的平均回报（或超额回报）除以自身的标准差。

[4]厘清一下术语，在本书中，用α表示的尾部指数是指log大于K的生存函数除以log K的极限，对柯西分布来说等于1。有些研究者会用相应概率密度函数中的α-1表示。

[5]用更专业一点儿的话表述，一般当相关性为0时，主成分相互独立。但是对于肥尾分布来说，相关性为0并不能推导出相互独立，我们会在章节6.3.1中展开讲解。

[6]不要弄混大偏差理论（LDT）和极值理论（EVT），EVT可以覆盖所有主要的分布类型。

[7]R.杜阿迪，来自风险数据（Risk Data）关于在2008年金融危机中清盘的基金的数据，作者通过个人交流方式获知。


3.4.2　大数定律

下面我们来讨论大数定律，作为统计学的基础，大数定律告诉我们，当增加观测值时，样本均值会逐渐变得稳定，收敛速率约为[image: ]。图3.8显示，在肥尾分布下，均值要趋于稳定需要更多的观察值。

“等价”并不简单。


极端斯坦下收益远胜于概率

为了考量平均斯坦和极端斯坦之间的差异，我们以飞机失事为例。假设100～400人在事件中丧生（令人痛心），也即一个独立的负面事件，对预测和风险管理来说，我们会尽可能最小化此类风险，使其可以忽略不计。

接下来，我们考虑一种特殊的飞机失事事件，该事件会杀死所有乘坐飞机的人，包括所有过去乘坐过飞机的人。那么这还是同一类型的事件吗？后者属于极端斯坦，而对于这样的事件，我们不考虑概率，而是关注其影响。






·对于第一种类型的事件，管理者主要考虑降低其发生概率——事件的发生频率。这里我们会数发生的次数，并尝试减少。

·对于第二种类型的事件，主要在于降低事件发生时造成的影响。这时我们不计算概率，而是衡量其影响。






如果觉得上述实验有些奇怪，你可以考虑一下1982年美国央行在危机中失去了之前历史上赚到的所有钱，存贷行业（现在已经不复存在）也出现过同样的事情，银行系统在2008—2009年赔掉了之前所有的利润。我们会经常看到，某人在单次市场事件中赔掉之前的所有积蓄。而同样的事情会在很多行业发生，如汽车业和航空业。

上面的银行仅仅和钱有关，对于战争，我们就无法只关注频率而不考虑其量级了，正如科普作家斯蒂芬·平克所说[194]，第十六章会讨论这一点。这里还不考虑本节末尾提到的破产问题（和非遍历性）。更严格地说，如果想让原始的概率值有意义，我们就要让一系列事件满足非亚指数的克拉默条件。上述类比是本书作者和极富洞察力的拉斯·罗伯特在一次经济学讨论的播客中提出的。



在统计现象中，最知名的是帕累托分布（即80/20法则），如20%的意大利人拥有80%的土地。表3.1显示，在高斯分布下需要取30个观测值才能使均值达到稳定的区间，而在帕累托分布下需要1011个观测值才能使误差达到同样的水平（假设均值存在）。

尽管上述计算并不复杂，却很少有人从这个角度去思考。在估计厚尾分布均值的时候，我们并不能表明其稳定性。还有其他的办法可以做到这一点，但肯定不是通过对样本的观察。


[image: ]
图3.14　人生的核心是收益而非概率，在极端斯坦下，两者的差异尤其明显。[图中为什么是“Gabish”而不是“capisce”？Gabish是Siculo-Galabrez（Calabrese）的发音，“p”过去听起来像“b”，而“g”听起来像闪米特语的kof，布匿语的K。就像capicoli是“gabagool”。]


表3.1　相应的nα，也即多少观测值可以使误差落到等价α稳定分布的均值附近（第八章会进一步讨论该测度）。高斯分布的情况对应α=2，对于尾部等同于80/20法则的分布，我们至少需要比高斯分布多1011量级的数据

[image: ]


3.5　认识论与非对称推理

定义3.1（分布的非对称性）

罪犯假扮诚实的普通人要比普通人假扮罪犯容易得多。同样，肥尾分布伪装成薄尾分布也远远比薄尾分布伪装成肥尾分布更容易。


法则3.1（认识论：驱动机理不可见）

我们不观察概率分布，只观察事件的结果。

概率分布无法告诉你某事件的结果是否属于它。

你需要一个元概率分布来讨论尾部事件（比如变量属于某个给定分布的条件概率）。



现在，让我们检视一下非对称推理在认识论领域产生的效应。图3.15显示了伪装问题（或推断中的中心非对称性）。左边是一个退化后的随机变量，取近似常量的值，直方图会以狄拉克细柱的形式显示。


[image: ]
图3.15　伪装问题（或推理的中心非对称）。左边是一个退化后的随机变量，近似常量值，直方图以狄拉克细柱的形式显示。我们无法以此排除非退化的概率。右边的图出现了不止一种结果，这时就可以排除退化特征。我们可以抽象出这种中心非对称性，并给出诸如“无法拒绝原假设”之类的陈述，其中“拒绝”的定义需要稍加修正。此类非对称性可以被用来创造真正严谨的检验规则。


至少从塞克斯都·恩披里柯经验主义开始，我们就知道退化性无法被排除，但在某些情况下，我们可以排除非退化性。如果看到一个没有随机性的分布，我们不能说它一定不是随机的，也就是说，我们不能否定黑天鹅的存在。现在，加入一个观测值，我可以看到它是随机的，我可以排除退化性，我可以说它不是“非随机的”。在右图中，我们看到了一只黑天鹅，因此关于没有黑天鹅的说法是错误的。这正是西方科学的反向经验主义的基础，当收集信息时，我们可以逐渐排除一些可能性。右图的分布可以伪装成左图的分布，但左图的分布无法伪装成右图的分布。这为我们提供了一种非常简单的处理随机性的方法。图3.16总结了我们可以如何排除分布。


[image: ]
图3.16　“概率面纱”，塔勒布和皮佩尔[245]从认识论的角度阐述了“面纱”效应。通过实验，观察者可以获得一系列数据（由“完美统计信息”的所有者生成，即从相应的时间序列生成器产生数据）。观察者不知道数据的生成过程，只根据手里的数据获取信息，同时必须对数据的统计特性（概率、均值、方差、风险值等）做出估计。显然，观察者只有数据生成器的部分信息，并且没有可靠的理论来反推数据源，因此在做出估计时总是会犯错误，但错误存在一定的范式。这也是风险管理领域的核心问题。


如果看到一个20倍标准差的事件，我们就可以直接排除薄尾分布。但如果没有看到大的偏差，就无法排除厚尾分布，除非我们对分布背后的整个过程了如指掌。这就是我们对分布排序的方法。如果重新考虑图3.6，我们可以看到，随着偏差逐步出现，我们可以从底部向上逐步排除分布类型。排序的依据是分布产生尾部事件的能力。排序（为了逆向推理而设定的顺序或优先级）的方法非常简单，考虑如下逻辑：如果有人告诉你出现了一个10倍标准差事件，那么一般来说更可能是你估计的分布错了，而不是真的出现了一个10倍标准差的事件（在本章后面我们会继续完善该论点）。同样，正如我们看到的，厚尾分布并不会频繁出现远离均值的大偏差，但偶尔会出现一个极大的偏差。所以，只要出现大偏差，我们就可以排除不是平均斯坦的情况。我可以说，通过排除，这个分布是厚尾的，但我不能通过类似的方法证明它是薄尾的，这就是黑天鹅问题。

伪装问题的应用：2019年8月12日前后的阿根廷股市。考虑一下2019年8月12日大幅下跌前后的阿根廷股市（见图3.21），它可以说明分布参数推理的非对称性，或者一个分布是如何伪装自己使尾部看起来更薄的。通过这样的推理，尾部参数未来的不确定性只会使尾部更肥而不是更薄。拉法尔·维隆[264]论证了在拟合稳定分布时我们会倾向于高估尾部指数（低尾部指数意味着更肥的尾部）。


[image: ]
图3.17　波普尔的推导方法论同样是非对称的：实证经验主义正是从反面出发，着眼于“排除”不成立的部分。我们将这一方法延伸至统计推理，通过不断排除分布类型来处理“概率面纱”。



俄罗斯统计学派对科学严谨性和非对称性的论述

如今，我们可以相信有关统计概率的数学表达，并规避模型误差导致的计算谬误，这主要归功于俄罗斯统计学派对非对称性的深刻认识，这里的非对称性指的是波普尔思想在数学空间中的表现。

该学派横跨三代统计学家：P.L.切贝绍夫，A.A.马尔可夫，A.M.利亚普诺夫，S.N.伯恩斯坦，E.E.斯卢茨基，N.V.斯米尔诺夫，L.N.布尔雪夫，V.I.罗曼诺夫斯基，A.N.科尔莫戈罗夫，Yu.V.林尼克，以及新生代的V.彼得罗夫，A.N.纳加耶夫，A.希拉耶夫等人。

他们在科学思想史上有着相当强大的影响力：他们以不等式而非等式的方式思考（最著名的是马尔可夫、切贝绍夫、伯恩斯坦、利亚普诺夫）。他们在研究中使用边界而非估计值。甚至他们的中心极限定理版本也是一个边界问题，后面我们会通过观察边界之外的行为来进一步研究这个问题。他们与新一代统计学者有着截然不同的思路。新一代统计学者会以精确概率的思维，甚至更糟糕的机械主义社会科学的方式进行思考。他们的方法中包含了怀疑主义和单边认知：A大于x，AO（x）[大O：趋于x]，而非A=x。

在风险管理领域，上述思维为实现数学严谨性提供了很好的理论依据。我们只知道某一边的信息，而不知道另一边的。我们只知道我们愿意为保险支付的最低价值，而不是最高价值（反之亦然）。[1]
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图3.18　归纳问题。枚举归纳的哲学问题可以表示如下：“你需要看到多少只白天鹅才能排除未来出现黑天鹅的可能性？”这一描述和我们应用大数定律时遇到的问题非常类似：“你需要多大量的数据才能在可接受的误差范围内论证某概念？”事实证明，统计推理的本质在于对数据的明确定义和推导的定量衡量机制。而恰巧在厚尾条件下我们需要大量数据。我们会在第七章和第八章中看到，有一种方法可以衡量推理机制的相对速度，哪怕最终问题依然无法被归纳法完美解决。而归纳法的问题通常被错误地甩给了休谟[227]。
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图3.19　这是一篇表明怀疑论哲学对科学具有重大意义的论述，作者为弗朗索瓦·德拉莫特·勒瓦耶（1588—1672），它显然是休特主教的参考文献。每次当我发现某个“民间思想家”找到了黑天鹅问题的解决方法时，结果很可能是他在模仿前人——这里并无恶意，但我们常常忘记应该先向前追溯。我们坚定地认为，“休谟问题”与休谟并没有多大关系，休谟将皮埃尔·培尔（他的前人）厚重的辞典传遍整个欧洲。一开始，我也以为来源是休特主教，不过随着不断向前追溯，我找到了更早的开拓者。
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图3.20　想要“证明”薄尾分布是不可能的，但是想要证伪薄尾分布很容易。一个分布随时可能会出现跳跃，而那些平静的日子并不能帮助排除这种尾部事件。
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图3.21　单日回报展示分布的真实尾部，例如2019年8月12日前后的阿根廷股票市场。你可能会突然需要修正尾部参数来适应更厚的尾部（尾部指数α更小），而不会反过来，事件的发生可能需要等待很长的时间。感谢迭戈·兹维奥维奇提供的数据。




[1]将非对称性和鲁棒性联系起来的方法如下，鲁棒性指的是概率分布在参数扰动中不发生变化。如果发生了变化，但具备非对称性，即对此类扰动有着凹性或凸性反应，则分别对应脆弱和反脆弱，参见[223]。


3.6　幼稚的经验主义：不应该把埃博拉病毒和从梯子上跌落进行对比

让我们通过一个真实世界的例子来阐述用薄尾思维衡量肥尾事件带来的问题。有时候，人们会引用所谓的“经验”数据来说明我们不该担心埃博拉病毒，因为2016年只有两个美国人死于埃博拉病毒。他们认为，从死亡数字看，我们更应该担心死于糖尿病或躺在床上。但如果我们从尾部的角度思考，假设有一天报纸报道突然死了20亿人，他们更可能死于埃博拉病毒还是死于吸烟、糖尿病或躺在床上呢？
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图3.22　幼稚的经验主义：永远不要比较厚尾变量和薄尾变量，因为它们的均值不属于同一类别。这是经济学家常犯的一个错误，经常出现在学术论述中。就连英国皇家统计学会在雇用了一个社会学或新闻学背景的“风险沟通”专家之后也犯过一次这样的错误。



法则3.2

我们不应该在极端斯坦（亚指数类分布）下，将有可能倍增的肥尾过程和平均斯坦下的薄尾过程（尤其是有切诺夫界的过程）进行比较。



这是之前灾难原则的直接后果，如图3.1所示。

同时，正是这些“基于经验”的人（在本书撰写阶段）遇到了狗尾摇狗效应。
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图3.23　比尔·盖茨幼稚的（非统计性）经验主义：微软[1]的创始人在资助并宣传上面的图片，同时还宣称气候变化给人类带来了生存风险。但他没有意识到，他的陈述自相矛盾，因为过去的数据中必然不存在生存风险。而且如果仔细看上图，癌症、心脏病和阿尔茨海默病都是老年人面对的问题，年轻人和中年人更应该关注恐怖主义和流行病。


另外一个逻辑漏洞是，恐怖主义发生的概率之所以很低，是因为人们对它的关注度很高。一旦放松警惕，它就可能会失控。凶杀案也是同样的逻辑：恐惧带来安全。

如果这张图告诉了我们什么，那就是大众对尾部风险有着非常好的感知，而这恰恰是“专家”所忽视的。人们比心理学家所描述的更能适应分布的性质和结果。

比较这些过程属于幼稚的经验主义，这表明我们太担心埃博拉病毒（流行病或大流行病）而对糖尿病考虑不足，而事实恰恰相反，我们对糖尿病担心得太多，而对埃博拉病毒和其他具有倍增效应的疾病担心得太少。这正是不理解厚尾效应导致的谬误——遗憾的是，这种谬误越发普遍。更糟糕的是，这种错误的推理方式还是被实证心理学促进的，而实证心理学似乎一点儿都不实证。行业里有些托儿还冒充“风险专家”，边出售杀虫剂边告诉我们不要担心，因为基于历史数据其危害不大。


[image: ]
图3.24　因为大数定律作用的速度太慢，在肥尾分布下，过去的过去和过去的未来并不相似。同样，当下的过去和当下的未来也不会相同。在薄尾条件下这个问题要容易得多，感谢斯特凡·加西奇。
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图3.25　要小心那些使用伪经验论点的说客，比如图中的这个“风险沟通”专家，这类有媒体背景的人受雇于孟山都这样的公司（以及汽车和烟草公司），代表这些公司的利益，利用所谓“科学”、“经验论述”和“证据”进行错误宣传，来淡化他们认为不合理的“公众恐惧点”。游说组织会渗透到像“哈佛风险分析中心”这样的地方，通过高大上的名字欺骗外行人。这种托儿的论点通常围绕“尚未存在有害证据”和“具备合理性”展开。而很多媒体人的统计基础非常薄弱，很容易被左右从而支持他们的论点。概率和风险素养、统计知识和整个新闻业都因为这些伪科学家（甚至更糟，伪统计学家）所传播的伪科学观念而遭受了极大的损失。


决策理论和风险通常不存在正确的推理，除了极值理论的分支和由格尔德·吉仁泽[108]领导的柏林马克斯·普朗克人类发展研究所的ABC工作小组，他们会告诉你不要忽视你祖母的直觉和教导，当她的建议与心理学家和决策理论家发生冲突时，更不严谨的往往是心理学家和决策理论家。简单看一下“被引用最多的作者”巴鲁克·菲什霍夫在其《风险：一个简短的介绍》[93]一书中的总结就知道，他并没有努力去区分这两类分布。该问题与被心理学家误解的“风险校准”和“概率校准”有关。在第十一章中，我们在谈到厚尾条件下的专业校准时会进行更量化的讨论。[2]

3.6.1　风险是如何倍增的


所谓“基于证据”的方法还是太过粗略，无法处理二阶效应（风险管理领域），因此在2019年新冠肺炎疫情中给我们带来了太多伤害。其中一个问题是，个体风险和集体风险的转换（另一个问题是对证据不足和证据理解错误的混淆）。

在新冠肺炎疫情暴发初期，很多不懂统计的流行病学家将新冠肺炎死亡风险和在游泳池中溺死的风险进行对比。这个对比可能对某个个体来说是成立的（虽然新冠肺炎迅速成为主要死因，后来甚至占纽约市死亡原因的80%），但如果加入同时导致1 000人死亡的条件，溺死在游泳池中的概率就微乎其微了。

这是因为，你的邻居感染了新冠肺炎会提高你感染新冠肺炎的概率，但是你的邻居溺死在游泳池里不会增加你溺死的概率（在一些条件下，其他人死亡的概率还会降低，如空难事件）。

这一累积问题将在后面的椭圆性中更定量地加以讨论，见第六章有关联合分布不再具备椭圆性，导致薄尾独立变量的和成为肥尾的论述。

这也是一个道德问题[247]：通过感染这种疾病你导致了大于自身的死亡。虽然得传染性疾病死亡的概率小于车祸致死的概率，但此时遵循“合理性”（也就是一阶合理性模型）显得异常荒唐，因为最终你会危害整个系统，甚至反过来伤到你自己。





[1]微软是一家科技公司，在本书写作时依然存在。

[2]吉仁泽的研究组并非不会犯错，他们在2020年早期误判了新型冠状病毒肺炎的风险——他们尚未意识到极端斯坦和平均斯坦的差异，但作者乐观地认为，他们很快就会有所认知。


3.7　幂律入门（几乎没有数学）

接下来我们讨论一下80/20法则背后的原理，它被简单地定义为：假设有随机变量X，在X产生的值x足够大的时候，出现超过2x的概率除以超过x的概率“不显著异于”出现超过4x的概率除以超过2x的概率，以此类推。这一性质被称为“可扩展性”。﹝这里引入一些最基础的数学：假设X是属于分布右尾具备“幂律”特性的随机变量：[image: ]这里[image: ]是缓变函数，定义为对所有的[image: ]，我们可以转换该式使其适用于负数区间。﹞

假设我们有一个帕累托（或帕累托风格的）分布，拥有1 600万美元的人和拥有800万美元的人的比例与拥有200万美元的人和拥有100万美元的人的比例相等，满足常数条件不等式。在不存在特征尺度的情况下，我们很容易理解该分布，哪怕这个分布不存在均值和标准差，它也比标准的统计分布更容易被我们理解。但正因为分布的均值不存在，我们不得不深挖统计教材，对其进行更扎实、更严谨的研究，哪怕用看起来并不那么数学的方法。

表3.2是幂律的一个例子。

表3.2　幂律的一个例子

[image: ]

帕累托分布不存在高阶矩：这些矩要么不存在，要么在统计上变得越来越不稳定。下面我们看一个经济学和计量经济学的实证问题。2009年我选取了55年的金融数据，并尝试观察有多少峰度（四阶矩的函数）来自最大单一观测值——如表3.3所示。对高斯分布来说，同样的时间长度下最大贡献应当在0.008±0.002 8之间。而对标准普尔500指数来说，这个值是79%。这也说明，我们对证券回报率的峰度一无所知。它的样本误差非常大，或者分布的实际峰度可能不存在，因此测量高度依赖于样本。如果对四阶矩一无所知，那么我们对二阶矩的稳定性也一无所知。这意味着，即便方差存在，我们所处的分布也不允许我们处理方差。科学研究很困难，量化金融同样不易。
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对于白银，过去46年来94%的峰度是由单日贡献的，因此，我们在金融数据上根本无法使用标准统计模型。GARCH波动率模型不成立，因为平方项的方差类似于四阶矩。但即便不了解方差，我们也可以很轻松地处理帕累托分布。虽然帕累托分布给出的信息更少，但在增加变量或变量无限时会更加严谨。

表3.3中的金融数据直接揭露了现有大学教材存在的问题，很多采用方差的计量经济学模型都被忽略了。这也解释了为什么经济学家无法预测未来——他们采用了错误的方法并构建了错误的置信区间，他们的理论在样本内成立，但在样本外会失效——因为样本是有限的，样本的矩也是有限的。如果实际分布的方差（或峰度）是无限的，我们在有限的样本内就永远不会得到无限值。

主成分分析（PCA）（见图3.26）是一种对较大数据降维的方法，在薄尾分布中非常有效（至少有时有效）。在数据量不足的时候，其结构并不那么可靠，当我们增加数据量的时候（几个变量），其结构开始变得扁平（在尤金·维格纳之后被称为随机变量的“维格纳效应”，这里不要把它与维格纳关于辐射下原子错位的发现搞混了）。在我们的模拟实验中，数据之间的相关性为0，也即不存在相关结构，各个主成分应该完全相等（当数据量变大时应该趋近），但是在小样本效应的持续作用下，排序后的主成分还是呈现出下降的特征。对厚尾分布来说（下半部分），我们需要更多的数据来排除伪相关性，因此，降维法并不适用于厚尾。
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3.8　隐藏性质在哪里？

下面的内容基本上是我在《黑天鹅》一书中的总结（这是一个被误解很深、需要十多年才能弄明白的概念）。分布可以是单尾或者双尾的。如果某分布存在厚尾，它可以是单尾厚尾，也可以是双尾厚尾。如果分布是单尾的，它可以是单尾左厚尾或单尾右厚尾。

图3.28显示，如果分布是厚尾的，且只看样本均值，我们会看到更少的尾部事件。一个常见的错误是，认为我们可以简单地对单尾分布直接求均值。但是也有一些看不见的罕见事件，随着时间推移总会发生，只是根据定义，这些事件发生的概率极小。


如果对比做空波动率的时序表现（左偏，遭受巨大损失）和做多尾部波动率的表现（右偏，获得巨大收益），我们很容易忽略两者的质量差异，从而被随机性愚弄。做空波动率的表现一定是被高估的（而做多尾部波动率是被低估的，见图3.28）。这是我们在本章前面提到的波普尔非对称性的另外一种表现。



合理的方式是先估计分布本身，然后推导出均值（需要线性外推）。本书将这种方法称为“插入式”估计，见表3.4。该方法不是通过对样本简单求解均值来完成的，这样求解在肥尾分布下是有偏差的。这也是为什么在未发生危机的时候，银行看上去非常赚钱，而一旦发生危机就会失去所有资产，甚至还要拿纳税人的钱去填窟窿。我们采用的方式如表3.4所示，将样本均值和分布的真实均值做了对比（我称为“影子均值”）。

我们还可以对基尼系数做同样的操作，估计出“影子基尼系数”来替代样本计算的基尼系数。

这也是我们说“经验分布”没有“经验”的原因。换句话说：（1）总体和样本之间存在鸿沟；（2）即便有充分的历史数据，它们也必须被视为从一个更广泛的总体中抽取的样本（过去是在样本内出现的，而推论是在样本外起作用的）。
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图3.27　中心非对称性：在厚尾条件下，缺乏存在的证据和具有不存在的证据之间的差异会急剧放大。这里需要对随机事件有更深入或更天然的理解（请不要把这里的智商分数等同于常规心理测量学中使用的智商分数：我高度怀疑智商测试中的高分人群是否能真正理解非对称性，我们说的智商应该是“真正的”智力，而不是从智商测试中得到的数值）。本图由斯特凡·加西奇提供。


表3.4　不同样本量下的影子均值，样本均值以及它们的比值。影子均值通过极大似然估计计算得到（插入式估计），第十三章和第十六章会详细介绍
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一旦找到分布的类型，我们就可以从统计上估计均值。这种方法比直接对样本取均值要好得多。比如，对于帕累托分布，98%的观测值都在均值以下，所以样本均值一定有偏差。而一旦确定它是帕累托分布，我们就应该忽略样本均值，并以其他方式寻求结果。第十三章和第十五章会展开讨论具体的技巧。

这里要注意，极值理论[115][82][116]关注的是尾部性质，而非均值或统计推论。


维特根斯坦的尺子：这真的是“10个西格玛”事件吗？

在1998年夏季，一家被称为“长期资本管理”（LTCM）的公司结束了自己短暂的存在，它在市场的一系列超大波动（超出预期的事件）中破产了。这是极其不寻常的事件，因为其中两名合伙人还获得了瑞典中央银行经济学奖——诺贝尔经济学奖。更令人称奇的是，这个基金影响了大量的金融学教授，很多金融学教授都在模仿LTCM的投资模式（在此期间，至少有60名金融学博士因进行了与LTCM类似的交易，并采用相同的风险管理方法而爆仓）。至少有两名合伙人声称这是一个“10个西格玛”（10倍标准差）事件，因此他们可以免去对自身不称职的指控（我曾两次当场听到他们给出上述说法）。

那么，让我们应用一下“维特根斯坦的尺子”：我们是在用尺子量桌子，还是在用桌子量尺子？

简化假设我们有两个分布：高斯分布和帕累托分布。对高斯分布来说，我们定义的10倍标准差“事件”发生的概率（生存函数值）是1.31×10−23，而对于同样离散程度的幂律分布，比如尾部指数为2的学生T分布，生存函数值是1/203。

那么对于上述情况，我们看到的到底是高斯分布下的10倍标准差事件，还是常规的幂律分布？

我们可以用贝叶斯公式来看看，[image: ]，替换[image: ]并应用于我们的场景。
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寓意：由此可见，只要有一个极小的可能，＜10−10的概率数据就不是高斯分布，根据事件我们基本上就可以拒绝高斯分布的假设，从而接受厚尾分布的假设。实际上，只要出现＞4倍或＞5倍标准差的事件，我们就可以拒绝高斯分布的假设——我们会在书中不断介绍为什么条件方差这样的补丁是不充分的，可能是彻头彻尾的欺骗。[1]
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图3.28　影子均值，下图：逆向火鸡问题——未知的罕见事件会带来正收益。当观察一个正偏的（反脆弱）时间序列并对未知事件做出（非参）推断时，你往往会忽略一些好事情并低估其价值。上图：和上述内容相反。阴影部分代表我们在小样本中由于数据不足不会见到的情况。有意思的是，阴影部分的面积随着模型误差的增大而增大（主要是由于尾部概率对不确定性的凸性）。




[1]本华·曼德博曾对向高斯分布和加入跳跃或以其他特殊处理方式来解释数据的方法论提出了极端批评（如默顿的跳跃扩散过程[173]）——人们总是可以事后拟合跳跃。他曾经引用约翰·冯·诺依曼的一句话：“给我四个参数我可以拟合出一头大象，再给我第五个参数我可以让大象摆动鼻子。”


3.9　贝叶斯图谱

在缺乏可靠信息的情况下，贝叶斯方法能帮上的忙非常有限。自《黑天鹅》一书出版以来，作者收到许多有关如何模糊地使用贝叶斯方法来解决未知厚尾的问题。其实，因为人们无法拼凑出超出可得范围的信息，所以无论是贝叶斯还是施马耶斯方法都不会奏效。关键在于，我们需要可靠的先验认知，而不仅仅是靠观察得到的一些东西（对于代理人形成先验认知的难度，可以参见迪亚科尼斯和弗里德曼[66]）。

其中一个问题是信息的更新速度，在第七章我们会提到它和分布高度相关。传统理性预期的问题在于，相信两个观察者在拥有同等信息的情况下一定会收敛到同一理解。不幸的是，上述条件在真实世界中发生的概率极小。

研究者当然可以使用贝叶斯方法来估计参数（在有足够先验认知的条件下），假设满足如下条件：（1）研究者很清楚地知道取值的范围（如数据来自某特定分布类或稳定机制）；（2）参数符合低方差的可处理分布，比如帕累托分布的尾部参数（满足倒伽马分布）[11]。


金融学术中的道德风险和寻租：作者感到最沮丧的一次经历是在马萨诸塞大学阿默斯特分校商学院，当时是在那里短期教授一门关于肥尾的课程。一位金融领域的博士很直白地表示，他喜欢肥尾理论，但金融学术生涯让他必须选择“薪酬最高的道路”（相较于金融的其他领域）。他更倾向于和其他教授一样使用马科维茨的方法论（尽管在肥尾条件下不成立），因为这能让他发表论文，并获得一份高薪工作。

对此我很反感，但我预测他会在发表论文上取得成功，他也确实做到了。




3.10　X和f(X)：混淆我们理解的X和相应风险敞口

X是随机或者非随机变量，而F(X)是风险敞口，是收益，是X施加于你的作用，是最终的底线（X一般是高维的，这里先简单假设X是一维随机变量）。

从业者和风险承受者经常会看到如下的割裂现象：人们（非从业者）谈论X（认为从业者在实践中应该考虑X），而从业者在考虑F(X)，而且只考虑F(X)。自亚里士多德以来，人们就在长期混淆X和F(X)，作者之前曾写过一本书《反脆弱》[230]来讨论这一主题。有时人们将F(X)理解为效用，但是忽略了整体收益。而这种混淆有两个层次：第一层是简单的概念混淆，第二层是在决策科学文献中，可以看到两者的区别，但是没有意识到对F(X)进行操作比对X进行操作更容易。

·变量X可以是塞内加尔的失业率，F1(X)是对国际货币基金组织（IMF）底线的影响，而F2(X)是对你祖母的影响（我认为微乎其微）。

·X可能是股票价格，假设你持有股票期权，F(X)就是你持有期权的仓位暴露，或者更复杂一些，是你对期权仓位暴露的效用。

·X可以是财富的变化，F(X)是该变化对你生活的凹性或凸性影响。我们可以看到，F(X)会比X更稳定（尾部更薄）。

变量X的凸性函数vs变量X的线性函数看一下图3.30，当F(X)越是非线性时，混淆F(X)（垂直）和X（水平）变得越严重。F(X)凸性越大，F(X)的统计性质和其他特征的变化越大。比如，根据詹森不等式，F(X)的均值会和F（X的均值）不同。但除了詹森不等式，两者之间的风险差异将越来越大。当考虑概率的时候，F越是非线性，X的概率对F而言就越不重要。这里的寓意是：重点关注F，我们能改变的只有F，而不是关于X的某种难以捉摸的性质。
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图3.29　混淆X（随机变量）和F(X)（X的函数或收益）。如果F（X）具备凸性，我们就不用知道太多信息——X纯粹变成一个学术问题了。而且转换F(X)要比转换X安全得多。
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图3.30　常见混淆：对一个厚尾变量X进行凹凸性转换可以产生薄尾分布（上图）。一个作用在(−∞,+∞)分布的Sigmoid变换（下图）会产生存在紧支撑的ArcSine分布。


知识有限性　至关重要的是，我们知识的有限性适用于X而不是F(X)，我们不能控制X，但可以部分控制F(X)，甚至在某些情况下可以高度控制F(X)。
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图3.31　通过凹凸性转换（高斯分布/逻辑分布的倒CDF）使得分布f(X)的尾部变得更厚。


处理黑天鹅问题的危险性正在于此：人们总是关注X（“想预测X”）。我想指出的是，虽然对X不够了解，但是我们可以通过改变我们了解的F来处理X。当所有人都想预测X的时候，我们不能这么做，因为小概率事件很难被计算，尤其是在厚尾分布的领域。F(X)是最终结果对你的影响。

F(X)的概率分布和X的分布完全不同，尤其当F(X)是非线性的时候。我们需要对X做一个非线性变换，得到F(X)，我们不得不等到1964年才能讨论“随机变量的凸性变换”，范兹维特（1964）[259]——因为这一问题在之前似乎并不重要。

无处不在的S曲线　F几乎总是非线性的（实际上，我认为所有情况都是非线性的），一般是“S曲线”，也即凸凹函数（对增函数来说）。更详细的讨论可见章节F。


脆弱和反脆弱　当F(X)是凹的（脆弱）时，对X的误差可以转化为F(X)的极端负值。F(X)是凸的，则在很大程度上不受严重的负变化的影响。而在试错的情况下，或者持有一个期权，我们不需要像了解实际风险敞口那样了解X。简单地说，X的统计性质被F掩盖了。《反脆弱》一书的核心就是风险敞口比直接的“认知”（了解X）更重要。

F越是非线性的，X的概率在最终F的分布中所占比例就越低。

很多人把概率X和F弄混了，我是认真的：整本书都是在这一错误的基础上展开的。好好看看F吧，别再折腾X了。




对事件的凸性比正确判断更加重要2017年秋季，一家做空波动率的公司破产了——公司决策者预测实际市场波动率（而不是方差）低于市场“预期”。虽然他们预测对了，但公司还是破产了。原因是他们的收益函数是凹函数。我们之前提过，x和f(x)完全不同，真实世界也不存在线性的f(x)。

下面的案例可以告诉我们原因。假设投资者每天的收益函数如下图，表达式为f(x)=1−x2，就是说，如果x向上移动1个单位（假定为标准差），就会相应地产生盈亏。这也是一个典型的“方差互换”合约。
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下面考虑以7天为周期的两组x连续偏离（以标准差单位表示）。

序列1（薄尾）：{1，1，1，1，1，0，0}，平均偏差=0.71，P/L=2。

序列2（厚尾）：{0，0，0，0，0，0，5}，平均偏差=0.71（相同），P/L=-18（彻底破产）。

两种情况下他们都做了正确的预测，但是波动率的聚集程度——厚尾程度导致结果天差地别。

简言之，这个实验解释了在现实世界中，为什么“糟糕的”预测者可以成为优秀的交易员和决策者，反之亦然。这是每个实践者都知道的事情，然而，那些“预测”研究却忽略了这一点。研究比实践落后了几个世纪。




3.11　破产和路径依赖

让我们以路径依赖和时间概率来结束本章。我们伟大的曾祖母是理解厚尾效应的。厚尾并不可怕，只要找到基于统计性质进行理性决策的方式，我们就可以存活下来。

这里定义一下路径依赖，如果我先熨了衬衫然后再洗，和我先洗再熨衬衫得到的是完全不同的结果。《动态对冲》[225]提到了交易员如何规避“边界吸收态”。因为一旦破产就会彻底出局，所有最终会破产的公司都将失去过去所有的利润。

物理学家奥勒·彼得斯和默里·盖尔曼[186]在这一方面提出了新的观点，大大推动了决策论的进步，并证明经济学中应用的概率论存在错误。他们指出，所有经济学教材都犯了这一错误，唯一的例外是凯利和索普这样的信息论专家。

下面我们解释一下系综概率，如图3.32所示。
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图3.32　系综概率vs时间概率。期权交易员通过吸收壁来处理。在《动态对冲》[225]和《反脆弱》[223]中，我的表达是，在存在某个吸收态时混淆随机变量X和F（X）。


假设我们随机选取100个人到赌场进行赌博，假设第28个人破产了，对第29个人不会有丝毫影响。所以我们可以通过大数定律，平均100个人的收益来计算赌场的回报率。如果对这个实验重复2至3次，我们就可以很好地估计出赌场的“优势”。但是当我们针对每个人去看的时候，系综概率就会遇到问题。因为，如果某人在第28天破产了，他就不会有第29天和之后的事了。这也是为什么克拉默展示了保险是无法在所谓的“克拉默条件”之外起作用的，因为该条件剔除了单个冲击带来的破产事件。同样，没有单个投资者可以在市场上持续获得阿尔法回报，因为没人有无限深的底池（或者按照奥勒·彼得斯的说法，没有人可以遍历所有平行宇宙以获得平均的生活）。我们只能在一定的限制条件下从市场上获得回报。

时间概率和系综概率并不相同，只有当风险承担者运用符合凯利公式的策略时，两者才能对应。之前彼得斯就时间概率写了三篇文章（其中一篇与默里·盖尔曼合作），并解释了很多悖论。

让我们看看如何应用，以及传统教材存在的问题。如果我们看到某事件存在一个极小的破产概率，且事件频繁发生，那么随着时间的推移，结果一定是破产。例如，骑摩托车是一个致死率很低的事件，但是如果经常骑，该行为就会降低我们的预期寿命。衡量这一条的标准是：


法则3.3（重复性风险暴露）

个体预期寿命标准降低的背后，隐含着重复风险事件暴露的密度与频率。



到目前为止，行为金融学领域还是从统计而非机理的角度进行推理总结，所以仍然不够完备。它机械地将对比抽离出来，并得出人们总是非理性地高估尾部风险的结论（因此需要被“调整”一下偏好来承担更多的风险）。但是，灾难性事件是一个吸收壁，没有任何一个风险事件可以被独立看待：风险会不断累积。如果我们骑摩托，抽烟，驾驶私人飞机，加入黑手党，这些风险事件会叠加在一起，导致我们几乎肯定会过早死亡。尾部风险可不是一种可再生资源。

每个幸存下来的风险承担者都理解这一点。沃伦·巴菲特理解这一点，高盛集团也理解这一点，他们想要的不是极小的风险，而是完全杜绝风险，因为这才是一家公司能够存活20年、30年甚至100年的关键。对尾部风险的态度解释了高盛149年来长盛不衰的原因——它以无限责任的合伙企业的形式运行了130年，然后在转型为银行后的2009年侥幸逃生。这一条并没有被写进决策理论的教科书，但是我们（风险共担者）每天都在练习。我们参与游戏，根据我们期望的寿命，考量重复风险暴露会在多大程度上降低我们的预期寿命。


评论2：决策心理学

心理学文献主要研究单次的暴露事件，并进行极为狭隘的成本收益分析。有些分析会给高估小概率风险的人贴上偏执的标签，但是忽略了只要对尾部风险的容忍度稍稍放宽一点儿，人类可能就无法在过去的数百万年中存活下来的事实。



下面我们考虑一下层级，解释为什么系统性风险和个人特质性风险属于不同类别。看一下图3.33中的倒金字塔：最糟糕的情况并不是自己死去，更糟的是家人、朋友和心爱的宠物同时死去，或者你死了但是你的仇敌活了下来。这些事件都比终结性尾部事件对期望寿命带来的危害更大。

所以就有了层级的概念，最大的风险是整个生态系统的消亡。预警原则围绕个体想要存活的风险控制模式构建起来。

遍历性的意思是，你对系综概率的分析可以转移到时间概率上。如果这一条得不到满足，那就完全放弃使用系综概率。
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图3.33　生存层级。更高层级的主体有着更长的期望寿命，因此，尾部风险对他们而言更重要。低层级主体，比如你和我都是可再生的。



3.12　如何应对

总结一下，首先我们需要区分平均斯坦和极端斯坦，这是两个永远不会重合的领域。如果无法区分两者，那么所有的分析都站不住脚。其次，如果无法区分时间概率（有路径依赖）和系综概率（无路径依赖），我们的分析同样不成立。

不确定性项目的下一阶段主要放在理解脆弱性、鲁棒性以及最终的反脆弱性上。一旦知道有些东西是肥尾的，我们就可以研究随机事件对风险暴露的影响：给定主体受到冲击的程度。聚焦随机事件带来的负面影响远比尝试深挖解决随机事件更有效（我们会看到，在厚尾条件下预测误差极大）。因此，和捏造统计性质相比，摸索应对策略远远来得更实在、更明智、更道德、更有效。

我们发现的一个美妙之处是，所有脆弱的事物都表现出凹性的风险暴露特征[223]，即使不完全相同，也与做空期权的收益相似，也即对波动率的负向暴露。它一定是一种非线性状态，随着事件强度的增加而加速，直到突破临界点，摧毁一切。我如果从10米高的地方跳下去，会比我从1米高的地方跳下去10次受的伤害更大。这是脆弱性的一个必然特性，我们只需要关注加速的尾部即可，而对于这种期权特性，我们也构建了有效的压力测试方法[240]。

在现实世界中，我们想要简洁有效的法则[109]，我们想要闷声发大财，挣钱只让会计知道而不是让同事知道（我在不确定性系列的上一部《非对称风险》中表达了一种观点，即系统是由你身边的人决定的，而不是由某种过度复杂的进化糟粕决定的）。为了存活下来，我们需要拥有与程序直觉相对应的清晰的技术。

新的研究重点是如何检测并衡量凹凸性。这比研究概率本身要容易得多。

下一部分

接下来的三章将以非正式讨论的形式介绍厚尾背后的数学原理。里面涉及的推导和证明将在由期刊论文改编而来的章节中展示。


第四章　单变量肥尾，有限矩（第一层）†[1]


接下来的两章结构如下。我们会分三层对肥尾展开讨论，目前主要聚焦于对肥尾的直观理解而非严谨的数学差异（后面讲极限定理时会进一步讨论）。这三个层次分别为：






·入门级肥尾，比如有限矩

·亚指数类分布

·幂律类分布






第一层内容最多，我们会在这里构建出整个框架。这种分层模式数学论文很少使用（肥尾一般和幂律或极限行为相联系），但它很适合分析和实践。借此我们可以很快了解肥尾效应的直接后果，构建易于理解的框架。比如，作者身为一名交易员，可以通过平均两个期权价格（不同波动率）的方式来直观理解肥尾效应，虽然简单，但非常有效。






[1]讨论章节。




4.1　构造轻微肥尾的简单方法

先回顾一下凸性和詹森不等式：

假设[image: ]是实数向量空间上的凸集合，函数[image: ][image: ]

[image: ]

那么ϕ为凸函数。


[image: ]
图4.1　随机波动率如何增厚尾部，依赖的主要是部分区域概率密度对分布尺度参数的凸性。


对于随机变量X和凸函数ϕ(.)，由詹森不等式[135]得出：

[image: ]

评论3：肥尾和詹森不等式

对高斯分布（以及所有能用位置和尺度参数定义的分布）来说，尾部概率对分布的尺度具备凸性，这里尺度参数可以用标准差σ（和方差σ2）来表示，因此，我们可以通过让标准差或者方差“随机化”的方式来增厚尾部，这样就可以在概率分布层面检验詹森不等式效应。

异方差是时间序列分析中的一个常用术语，主要用于描述尺度参数随机变化的过程。我们的方法是“随机化”，即在保持均值不变的条件下扰动分布的方差或标准差。[2]

但需要注意的是，所有的肥尾过程，甚至幂律过程都可以在样本内（即有限数量的观测下）用一个方差变化的高斯过程、一个状态切换过程，或者高斯过程加上一系列跳跃的组合来描述（虽然跳跃的尺度一般会有差异，见[174]中的总结）。[3]

该方法也可以帮助我们回答4.3中的问题：“尾部从哪里开始？”

假设[image: ]是正态分布的概率密度函数（均值为0），对于给定点x，分布是自身方差的函数。

下面比较[image: ]和[image: ]，两者的不同可以通过詹森不等式解释。我们假设σ2的均值为常量，σ为常量也可以——对于把均值限制条件放在方差还是标准差上一直存在争议，但是，只要保持一个值为常量即可，只是为了方便我们说明，这里没有本质区别。

由于在肥尾条件下高阶矩会增大，尽管不一定是低阶矩，所以我们可以在仅增加肥尾性（通过四阶矩）的同时保持低阶矩（前2至3个阶矩）不变。[4]

4.1.1　固定方差的增厚尾部方法

通过“随机化”方差的方式，我们可以保持分布的[image: ]不变并增加[image: ]。因为[image: ]是对样本[image: ]方差的估计，[image: ]平移等同于[image: ]，所以在大部分时间里，我们可以直接研究[image: ]。本章后面几小节会以更严谨的方式进行“随机化”。

为了直观理解，一个有效的方法是模拟均值为0的随机变量，然后通过固定方差的方法增厚尾部：假设随机变量以[image: ]的概率满足[image: ]，另外[image: ]的概率满足[image: ]，这里[image: ]

其特征函数[5]如下：

[image: ]

奇数阶矩均为0，二阶矩保持不变：

[image: ]

四阶矩：

[image: ]

根据传统的峰度计算，该分布的峰度为3(a2+1)（这里为了和高斯分布进行对比，不删除3）。这意味着，我们可以从样本峰度反推a的值。这里的a可以被视为随机波动率参数（或Vvol）的平均偏差。

简单方法的局限性　上面的方法有助于我们建立基本的理解，但是应用空间有限，因为该方法最多只能将峰度提升到高斯分布的两倍，所以更适合用来做教学示例以帮助大家理解凸性效应。在4.1.2中，我们会介绍一种更复杂的技术方法。


评论4：尖峰

如图4.4所示：肥尾对应尖峰，即观测值会以更高的密度聚集在分布中心。



这一点经常被人们误解。



[2]“波动率”是一个量化术语，表示标准差，但“随机波动率”表示的一般是随机方差。

[3]这样的跳跃过程可以被简单地建模为一种方差极低、均值极高的高斯分布状态（且该状态的发生概率很小），因此从理论上说，泊松跳跃也是混合高斯过程。

[4]重复一下之前章节的说明，我们会把“肥尾”和“厚尾”分开，前者一般表示幂律分布，而后者表示亚指数分布。当提到“肥尾”的时候，人们一般指的是峰度超过高斯分布，但有时分布的峰度甚至都不存在。我们的定义更贴近肥尾的实际应用，比如本章提到的，期权交易员就经常进行“增厚尾部”的操作。

[5]注意，当均值为0时，特征函数和矩量母函数相等，该性质在后面偏数学的章节中有更多应用。


4.1.2　通过有偏方差增厚尾部

我们可以改进4.1中制备肥尾的方法（将峰度限制为高斯的两倍）。我们在高斯方差之间切换：

[image: ]

这里[image: ]，特征函数如下：

[image: ]

峰度为[image: ]，这样一来，在方差不变的条件下，允许出现更高峰度的极端状态。

比如，假设p=1/1 000，那么相应的最大可能a=999，峰度就可以达到3 000。

该方法非常接近对数加权特征函数带来的统计效应：

[image: ]

V是方差，Vv是二阶方差，也即波动率的波动率，由于分步积分，我们可以使用傅里叶变换求得所有可能的收益（见盖思勒尔[102]）。但是，由于解析解的缺失，通过方差的分布来研究会更容易一些。

伽马分布　在研究方差分布的过程中，伽马分布是拟合高斯分布方差的极佳工具，可以让我们破除一些原有体系的限制[36]。在研究实践中，伽马分布比对数正态分布要更容易拟合。

假设高斯分布的方差遵循伽马分布。

[image: ]

其均值为V，方差为[image: ]。图4.2展示了在保持一阶和二阶矩相等的情况下，即均值[image: ]，标准差[image: ]，伽马分布和对数正态分布的相似性。在波动率均值保持不变的条件下，最终的分布为：

[image: ]


[image: ]
图4.2　随机方差：同样均值和方差对应的伽马分布和对数正态分布。



[image: ]
图4.3　构造满足伽马分布的随机方差（在公式4.7中取不同的系数a）。


那么：

[image: ]

这里Kn(z)是贝塞尔K函数，满足微分方程[image: ][image: ]

下面让我们深入研究随机波动率的各种表现形式。


4.2　随机波动率能否产生幂律？

我们还没有清晰地定义过幂律，现在可以暂时认为，分布至少满足一阶矩是无限的这个条件。

该问题的答案是：取决于我们是在随机化σ或σ2，还是在随机化[image: ]或[image: ]。

假设从基础的高斯分布出发，也即随机变量[image: ]，下面有几种方法可以使尺度参数σ变得随机。这里要注意，σ是非负数，所以必须采用某种单尾分布。

·我们可以使σ2（或者σ）服从对数正态分布。这样一来我们无法得到解析解，但是可以求解矩，且能确定分布无法满足幂律条件。

·我们可以使σ2（或者σ）服从伽马分布，这样一来就存在解析解了，如公式4.7所示。

·我们可以使[image: ]——精度参数满足伽马分布。

·我们可以使[image: ]满足对数正态分布。

表4.1中的结果是不同概率密度函数和期望操作符的简单叠加，假设X为任意随机变量，其PDF f(.)符合位置-尺度参数的定义。另外有随机变量λ，其PDF为g(.)。X和λ相互独立，因此，以标准的做法，两者的乘积Xλ和两者的比值[image: ]的p阶矩如下（通过梅林变换）：

[image: ]

这里位置-尺度类分布满足性质[image: ]，比如[image: ]（即正态分布），则[image: ]。

[image: ]

表4.2　可能的方差分布的p阶矩

[image: ]


4.3　分布的躯干、肩部和尾部

尾部从哪里开始？

我们认为，尾部从概率分布对尺度展现出凸性的地方开始，换句话说，尾部开始的位置受到随机波动率效应的影响。

4.3.1　交叉和隧穿效应

图4.4中存在一系列和参数a无关的的交叉区域。被称为“钟形曲线”的分布实际上有着凸-凹-凸的曲线结构（或拟凹结构）。

随机变量X的概率密度函数为p(x)，PDF属于单模型单变量连续PDF pσ，定义域[image: ]，尺度参数σ。假设p(.)定义域上为拟凹函数（非单调凹函数或凸函数）。p(x)满足对所有的[image: ]，对所有的[image: ]

[image: ]

如果变量为“双尾分布”，也即定义域为[image: ]且[image: ]

1．在内部存在某个“尖峰”区域，[image: ]，对概率分布的σ进行δ扰动后，当[image: ]时，[image: ]

2．在外部存在某个“尾部”区域，当[image: ]或[image: ]时，[image: ]

3．在中间存在某个“肩部”区域，当[image: ]或[image: ]时，[image: ]


黑天鹅问题：我们可以看到，不仅仅是尾部事件会发生或尾部事件重要，关键在于这些事件起到主导作用并且其概率无法被简单计算，不存在任何可靠的估计方法。它告诉我们，黑天鹅不一定来自肥尾本身，问题可能源自对尾部事件的不完整评估。




[image: ]
图4.4　尾部从哪里开始？通过扰动高斯分布的尺度参数，使其变得随机（而非固定）可以获得越来越肥的尾部，此时分布的部分区域会获得概率密度，而另一些区域会失去概率密度。中间事件的可能性降低了，而温和事件和尾部事件的概率升高了。我们可以看到，a1和a4处发生隧穿，所以“尾部”的合理起始位置是左边的a1和右边的a4。


假设[image: ]的解集。

对于高斯分布(µ,σ)，将σ的二阶导数设为0，得到的解为：

[image: ]

可以求得下列交点：

[image: ]

在图4.4中，最终不同区域交点的数值为{−2.13σ,−0.66σ,0.66σ,2.13σ}。

对于对称幂律尾分布（如下所示），如果尺度为s，尾部指数为α的学生T分布为：

[image: ]

上面的B(.)是β函数，[image: ]

当学生T分布为“立方分布”，也即α=3时：

[image: ]


总的来说，尾部从哪里开始？

对一般的对称幂律分布来说，尾部开始的位置是[image: ]，在高斯随机波动率模型中，标准差为s，α为无穷大。“尾部”出现在2～3个标准差处。这源于我们的定义：分布的哪一部分对尺度估计误差呈现出凸性。

但在实践中，由于小样本效应，根据历史数据计算的STD会偏小（再次强调，肥尾会加重小样本效应），实际尾部起始位置会大于2～3个标准差。



我们可以证明，当α→∞时，上述交点即为高斯分布的交点。比如，对于a1：

[image: ]

对于某些具备“钟形”凸-凹-凸特征的单尾分布，在一定条件下，上述四个交点依然成立。其中对数正态分布是一个特例。

[image: ]

随机参数　椭圆分布的问题是无法描述证券回报率的，因为方差在各个时间点上并不一致，可参见布绍和奇切帕提奇（2010）[42]。当不同分布的尺度不发生同向移动时，分布趋于椭圆分布。图6.2显示了应用类随机波动率方法带来的结果：更令人讨厌的随机相关性。在第六章中，我们会用突变的方式扰动相关性，不对相关性矩阵Σ做整体扰动。


4.4　肥尾、平均差和上升范数

接下来，我们将讨论标准差的滥用及存在的问题。

4.4.1　常见误区

让我们先从标准差和方差开始，由此一窥高阶矩的性质。那么，什么是标准差？我们对肥尾的误解似乎也污染了我们对标准差的理解。


标准差[image: ]（假设均值和中位数为0）和平均差[image: ]的差异在肥尾条件下会加大，如图4.5所示。该图为我们提供了对两者的基础认知。




[image: ]
图4.5　比较K+x2和K+|x|的行为。在随机变量x取值较大时，两个加权函数的差别会越发显著，由此也解释了两者（以及更一般化的高阶矩）在肥尾条件下的差异。


本书作者和丹·戈尔茨坦[113]曾向金融工程领域的毕业生提过一个问题，他们是每天和风险/标准差打交道的人。

某只股票（或基金）的平均回报为0%，价格每天平均移动1%（绝对值），也即上行时平均涨1%，下行时平均跌1%。当然不是刚好1%，有时候是0.6%，有时候是1.45%，等等，整体均值为1%。

假设我们生活在高斯分布的世界中，收益率（或每日百分比变动）可以用正态分布建模表示，假定一年有256个交易日，那么收益率的标准差（百分比变化，也即金融领域中的波动率σ）是多少？

日收益率的标准差是多少？

年化收益率的标准差又是多少？

读者可以看到，该问题描述的实际上是平均差，而我们得到的答案一般都是错误的。大家一般会认为，日收益率的标准差为1%，但是平均变动偏差为1%的高斯随机变量，其标准差要更高些，约为1.25%。如果以股票市场的实际经验分布来看，标准差约为1.7%。对于年化标准差大家一般会说是16%，这大约是真实值的80%。将日标准差乘以[image: ]进行年化调整没有问题，这主要取决于日收益率是否正确。

因此，大家会在直观上把标准差（STD）想成平均差（MAD）。当这些金融从业者每天讨论波动率和标准差的概念时，他们实际上用平均差对应标准差，采用的是错误的测度，这也会导致实际数值被低估20%～40%。而在一些极端市场中，低估程度甚至可以达到90%。哪怕有人直接指出两者存在差异，他们也无法立刻意识到错误，但如果我们继续问标准差的公式，他们又能给出正确的表达式：平均平方偏差的开方。有些人还会感到困惑，因为他们没有听过平均差的概念。

为什么这一点很重要？因为这意味着决策者每天在来来回回讨论“波动率”，却不知道其真实含义。如果去看一些相关的新闻，有些媒体人在解释波动率指数“VIX”的时候也会犯同样的错误。甚至连商务部的官方网站都错误地定义了波动率。

此外，由詹森不等式，MAD小于STD，人们认知中的波动被系统性地低估了。

两者的比值是如何上升的　对于高斯分布，该比值约为1.25，一旦存在肥尾，比值就会逐渐上升。

示例：可以观察一个极度肥尾分布，n=106，除了一个观测值为106，其余所有值均为-1。

[image: ]

其平均差MAD（X）=2，而标准差STD（X）=1 000，标准差/平均差为500。


4.4.2　指标分析

薄尾分布的比值考虑比值h作为一般分析指标：

[image: ]

[image: ]为期望操作符（在所需的统计测度下，X是中心化变量，[image: ]该比值随着肥尾程度的加重而上升。（最一般的情况为[image: ]假定分布n阶及以下的矩均存在，n=2是其中的特例。[1]）

我们可以简单地将Xp视为对X进行Xp−1加权的操作符，在X较大时其权重较高，在X较小时其权重较低。

该效应源自不同函数的凸性差异，|X|偏线性，在除中心区域以外的地方不存在凸性效应。

平均差vs标准差，定量探究　为什么统计学选择了标准差而非平均差？虽然文献中没有给出过量化推导，但我们可以参见休伯[131]阐释的历史缘由：

1920年，爱丁顿和费雪就dn（平均差）和Sn（标准差）之间的相对优劣有过一次争论。费雪指出，对于正态分布的观测，Sn比dn要有效12%，而这似乎决定了后来人们的习惯（我的猜想）。

那么我们重新推导一下费雪所说的概念。

令n为求和数量：

[image: ]

假如我们知道样本内Xi服从归一化的高斯分布（均值为0，标准差为1）。

相对标准偏差误差x2的特征函数Ψ1(t)可以表示为：Ψ1(t)=[image: ]令平方偏差z=x2,n变量求和的密度函数f满足：

[image: ]

现在令[image: ]对应自由度为n的卡方分布。积分后可以得到方差[image: ]我们有[image: ]

相对平均偏差的误差　|x|的特征函数是折叠正态分布，下面我们进行推导：

[image: ]

最终，高斯分布的渐进相对效率为：

[image: ]

这就意味着，在他们的语境中，数据符合高斯分布的前提下，标准差比平均差要“有效”12.5%（可参考图4.6），这些家伙接受了这个论点。但只要把条件稍稍放松，上述比值就不再成立。后面会解释为什么正态分布在绝大多数情况下都不适用，现在先让我们看看STD有多脆弱。

[image: ]



[1]矩“无穷大”的说法可能有点儿含混，用矩“未定义”会好一些，因为在这种情况下，矩完全依赖于样本，且没有外推能力。比如，对定义在实数轴上的双尾分布，我们所谓的“无穷大”可能适用于四阶矩，而非三阶矩。


4.4.3　肥尾效应对STD vs MAD“有效性”的影响

假设一个标准波动率混合模型，其偶尔跳跃的概率为p。我们在下列高斯分布中变换（保持均值为0）：

[image: ]

可以通过简单的蒙特卡罗模拟来实现。令p=0.01和n=1 000，图4.8展示了a=2时带来的问题，只要存在一个异常值，MAD就会立刻比STD更“有效”。而5倍标准差的小“异常”会使MAD有效5倍。[1]


[image: ]
图4.7　哈拉尔德·克拉默，提出了克拉默条件和破产问题。


[image: ]



[1]一般采用的方法是使MAD以中位数为中心，但是我们认为，这里的例子（以及决策理论）以均值为中心更合理，后面在以均值为中心时，我们会进行标注。


4.4.4　矩和幂均不等式

[image: ]


[image: ]
图4.9　方差有限幂律分布的平均差（蓝色）vs标准差（黄色）。结果和预期一致（平均差的分布更薄尾），同时标准差的方差为无穷大，因为对于尾部指数α的帕累托分布，其平方分布的尾部指数为[image: ]，在本例中，标准差比平均差要高5倍。



[image: ]
图4.10　对于高斯分布，平均差和标准差之间存在微小的差异（调整两者均值以方便比较）。


对于所有的[image: ]下面的不等式均成立：

[image: ]

其中权重ωi为正值且和为1（注意，我们为满足三角不等关系，避开了p＜1）。

证明　对于正值p和q的证明如下。定义下列函数[image: ][image: ]幂律函数f(x)的二阶导数如下：

[image: ]

在f的定义域上严格为正，因为q＞p且f为凸函数，由詹森不等式：[image: ]然后对两边同时乘方1/q（增函数，因为1/q为正），就可以得到[image: ]

我们研究肥尾效应，非常关键的一点在于，在保持低阶范数不变时，离散化分布会使高阶范数上升。比如，以简单的X={1,1}分布为例，[image: ]在保持[image: ]不变的情况下扰动使[image: ]可以得到如下高阶范数：

[image: ]

如果增加离散程度，使[image: ]范数会进一步升高：

[image: ]

可以看到，如果除去限制条件或允许存在负值，高阶矩会出现爆炸式增长。

对于矩无穷大的幂律分布，我们可以得到一条有用的性质：

[image: ]

高斯分布示例　为不失一般性，假设有x～N(0,σ)的高斯分布（均值为0），[image: ]是X的期望操作符，

[image: ]

这里Γ(z)是欧拉伽马函数；[image: ]奇数矩的比值为0，偶数矩：

[image: ]

对于四阶矩，该比值为[image: ]

对于尾部指数α=3的幂律分布，比如学生T分布来说，

[image: ]

在幂律分布的矩为“无穷大”的时候，我们会再讨论肥尾的定义和其他的统计量。因此，上述矩对平均差的比值分析只适用于样本内，并不适用于样本外。

帕累托分布示例　对于最小值和尺度均为L的标准帕累托分布，[image: ]标准差为[image: ]如果以均值为中心，我们有：

[image: ]

“无限”矩　假设分布有着无限矩，比如无限方差，在有限的样本中计算得到的矩依然有限，但仅仅因为样本是有限的。一个均值无定义的分布比如柯西分布，在有限样本中总是会呈现出有限均值，并且不同样本集给出的均值会完全不同，图4.11和图4.12显示了随着样本不断增大，矩展现出的“漂移”效应。


[image: ]
图4.11　均值无定义分布（柯西分布）的样本内均值序列。



[image: ]
图4.12　无限方差分布的样本内二阶矩开方值，在每一次跳跃前我们都会看到伪收敛。



4.4.5　评述：为什么我们应该立刻弃用标准差？

标准差的概念迷惑了大量的科研人员，我们应该在平时的研究中弃用标准差，并更换为更有效的平均差。标准差（STD）的概念应当留给数学家、物理学家和统计学家在推导极限定理时使用。在计算机时代，我们已经失去了用标准差进行统计估计的理由，反而是越来越多的社会科学家机械地使用标准差带来了大量问题。

假设有人让你测量过去五天你所在城市气温（某股票的价格或你舅舅的血压）的“每日平均偏差”，相应的数值为（-23，7，-3，20，-1），你会如何做？

你会将每个观察值平方，求和取平均值，再开方吗？还是去掉符号直接求平均值？这两种计算方法完全不同，前者的平均值为15.7，后者为10.8。前者的正式名称为均方根偏差，而后者的正式名称是平均绝对偏差（MAD）。相比较而言，MAD的概念更适用于“真实世界”。实际上，每当获得标准差数据时，人们在决策中还是会把它当成平均差来用。

一切都源于历史的偶然：1893年，伟大的卡尔·皮尔逊将“均方根偏差”赋予了“标准差”的概念，由此大家开始混淆，以为他指的是平均差。这一点很容易证实：新闻媒体每次尝试解释“波动率”的概念时，都会在口头上使用平均差的概念，然后使用标准差的数值结果。

但并非只有媒体会犯这样的错误：我曾经看到美国商务部和美联储的官方文件，以及监管层关于波动率的陈述都有过这种偏误。更糟的是，我和戈尔茨坦发现，大量数据科学家（很多都是博士）在现实生活中依然会犯错。

这都来自上面反直觉的命名方式，基于属性替换的心理学效应，有些人将MAD误认为STD，仅仅因为前者更容易令人想起——这正是骗子和幻想家最熟悉的“林迪效应”。[1]

（1）MAD在样本内更精确，而且比STD的波动更小。因为MAD采用自然权重，而STD以自身为权重，这使得较大偏差的权重提高，从而过度加权尾部事件。

（2）我们经常在公式中使用STD，但在最后应用中又转化为MAD（比如，金融领域的期权定价）。在高斯世界中，STD大约是MAD的1.25倍，也即[image: ]。但如果采用随机波动率模型，STD一般是MAD的1.6倍。

（3）很多统计现象和统计过程都有“无限方差”（比如，知名的80/20法则），但具备有限甚至性质良好的平均差。只要均值存在，MAD就存在，反之（无限MAD，有限STD）不成立。

（4）遗憾的是，许多经济学家放弃了“无限方差”模型，以为它们也是“无限平均差”模型。自从50年前，伟大的本华·曼德博提出无限方差模型以来，经济学家就被吓坏了。

我们非常遗憾地看到，这么一个小问题导致了如此多的误解：我们的科研工具和直觉理解相去甚远，这为科学研究带来了问题。这里我用罗纳德·费雪爵士的话来收尾：“统计学家要理解自己所应用或所推荐的方法，不应逃避这一责任。”

注意　一般情况下，如果随机变量X1,X2…Xn相互独立，方差存在线性关系：

[image: ]

但其他统计量很难通过线性变化满足可加性条件。[2]我们可以看到，对于高斯分布[image: ]对于自由度为3的学生T分布，该值为[image: ]，等等。



[1]见5.0.2中“林迪效应”的定义。

[2]比如，期权定价中的Black-Scholes公式使用了方差，但与价格直接对应的是平均差，一个平值跨式期权组合的收益等价于一个条件平均差。因此，我们在计算时需要先将MAD转化为STD，再转回MAD。


4.5　可视化p上升产生的等范数边界效应

假设我们有区域[image: ]边界定义为[image: ]随着范数提升，我们可以计算如下高维球面：

[image: ]

图4.13和图4.14分别展示了两种效应。

第一种效应是范数提升直观上会占据更多空间。

在第二种效应中，我们可以看到维数灾难，这一条非常有用（主要用于模型误差估计）。对比图4.13和图4.14就会发现，在第一种情况下，d=2，p=1时会占据正方形的一半，p=∞时会占据全部空间，范数的比值为[image: ]。但当d=3，p=1时占据[image: ]的空间（p=∞时占据全部空间）。高阶矩对低阶矩的比值会随着维数的增加呈现出爆炸性提升，如图4.15所示。

[image: ]

[image: ]


[image: ]
图4.15　维数灾难在统计领域尤其是在高维模型误差上有着大量应用。随着维数d升高，V1和V∞的比值大幅上升，当d=2时该比值为2，但当d=9时该比值就达到了六位数。



拓展阅读：我们先讨论到这里，为读者推荐一些统计图书。如果想对概率有更多直观的理解，建议必读的是博雷尔[85]、科尔莫戈罗夫[145]、勒夫[154]、费勒[91][92]，测度论可以读一下比林斯利[20]。

亚指数性　皮特曼[196]，恩布列切和戈尔迪（1982）[83]，恩布列切（1979，看上去和他的博士论文很接近）[84]，奇斯佳科夫（1964）[43]，戈尔迪（1978）[112]和泰格尔（Teugels）[248]。

极值分布　恩布列切等人[82]，德哈恩和费雷拉[116]。

稳定分布　乌柴金和佐洛塔廖夫[257]，佐洛塔廖夫[271]，萨莫林斯基和塔克[209]。

随机过程　卡拉萨斯和施里夫[141]，奥克森达尔[182]，瓦拉丹[261]。




第五章　亚指数和幂律（第二层）


本章简要介绍了“真正的肥尾分布”——亚指数类分布和幂律类分布（第三章有定义）并展示了和它们有关的一些结论。亚指数类分布（无尺度）是具备亚指数特性但不属于幂律分布的一个小类别（在常见的分布种类中，只有临界的指数分布和与伽马分布相关的对数正态分布和拉普拉斯分布属于这一类）。




5.0.1　重新排序

表5.1对第三章里的分布重新进行了排序。这里可以温习一下在极端薄尾（伯努利）和极端肥尾之间的一系列概率分布。在各类不同的分布中，一般被用来区分矩收敛性质的分布有：

1．紧支撑（但非退化分布）

2．亚高斯分布

3．亚指数分布

4．尾部指数大于2的幂律分布

5．尾部指数小于等于2的幂律分布。幂律分布仅在尾部指数大于1的时候存在均值，而仅在尾部指数大于2的时候存在方差

6．尾部指数小于1的幂律分布

表5.1　分布排序

[image: ]

我们感兴趣的是区分尾部事件是否有主导效应，从而找到平均斯坦和极端斯坦两大类的正式边界。

从中间看，亚指数分布是“薄尾”和“肥尾”的边界，具备如下性质。

假定X=X1,X2…Xn是定义在[image: ]上的独立同分布随机变量，累积分布函数F，亚指数类分布可以定义为：

[image: ]

这里[image: ]是两个变量X1+X2的和的累积分布，这就意味着，X1+X2超过某个值x的概率是单个变量X超过该值概率的两倍。因此，对于非常大的x来说，每当和超过x，贡献就主要来自某个x——两个变量中的较大值，而较小值的贡献很小。

更一般地说，对n变量求和时也会由该集合中的最大值主导。更严谨地讲，亚指数分布等价于下列两个性质[43][84]，对于给定的n≥2，让

[image: ]

因此，Sn和最大值Mn的量级相同，也即尾部起着最重要的作用。

从直觉上看，亚指数分布的尾部应该比指数分布下降更慢，因为指数分布的尾部事件并不起主导作用。实际上我们可以证明，对所有的[image: ]，亚指数分布不存在指数矩：

[image: ]

然而，反过来就不成立了，因为一个分布可以没有指数矩，但不一定满足亚指数条件。

这里如果把随机变量x的偏离定义在负数区域，根据对称性，类似的结论同样成立，只需要把x→∞替换为x→−∞即可，对双尾变量来说，我们可以对正负区域分别进行研究。


5.0.2　什么是边界概率分布？

理解概率分布最好的方式是自己创造。在下一小节5.0.3中，我们会通过构造统计分布的形式创造出薄尾和肥尾间的边界分布。考虑如下性质：

[image: ]

注意　该边界的另外一个性质是《黑天鹅》中提到的卢克莱修谬论（肥尾条件下未来的极值和过去的极值不同，而且两者的差异随着尾部的增厚而增加）。

先看边界的性质，假设X是在(0,∞)或(−∞,∞)上的随机变量，而[image: ]是“真实世界”分布的期望操作符，经典结论有[82]:


[image: ]

·如果λ=1，X属于薄尾分布类[image: ]，并且存在特征尺度

·如果λ＞1，X属于正规变化肥尾分布类[image: ]，并且不存在特征尺度

·如果

[image: ]

且µ＞0，那么X属于边界指数分布类。



上面第一种情况被称为“林迪效应”，此时随机变量X存在和时间相关的生存函数。这是肥尾项目之外的课题，可参见伊多·埃利亚扎尔的论述[77]。


5.0.3　创建一个分布

虽然指数分布处于亚指数类分布的边界，但是通过[0,∞)的定义，我们可以创建一个在(−∞,∞)上的边界分布[1]，只要找到[image: ]满足：

[image: ]


[image: ]
图5.1　对比我们创建的亚指数分布和同样方差的高斯分布（k=1），从高斯到亚指数对应的转换差异并不大。


假设我们的目标函数为S形，采用双曲正切函数：

[image: ]

将其作为一个核分布（我们后面会加入该函数来调整峰度）。

概率密度函数f(.)如下：

[image: ]

特征函数：

[image: ]

由于定义在实数域上，均值和所有奇数矩均为0。

计算得到二阶矩[image: ]四阶矩[image: ][image: ]因此峰度为[image: ]。因此，我们创造出的分布比高斯分布的尾部略厚。



[1]拉普拉斯分布在两侧都为指数分布，并不适用以上性质，因为所定义的平方项除以两倍项等于1/2。


5.1　尺度和幂律（第三层）

下面我们进入肥尾的硬核部分。

为什么会出现幂律分布？很多理论都描述了为什么自然界会存在幂律分布，并将其作为概率分布的一个特例来看。但大家似乎从未反过来思考：幂律才是常态，而高斯分布是一个特例[223]。这也是《反脆弱》和数量化不确定性系列后续要描述的内容，高斯分布主要来自事物的凹凸响应（抑制脆弱性和反脆弱性，增强鲁棒性，从而导致尾部变薄）。

5.1.1　有尺度和无尺度，对肥尾更深层的理解

到目前为止，我们对肥尾的理解还停留在有限矩的范围内，对那些无限矩的分布类来说，[image: ]依赖于n和K。对无尺度的分布来说，如果在尾部选择足够大的K，那么[image: ]只依赖于n。这类分布不存在特征尺度，从而具备帕累托尾部。比如，对足够大的x，[image: ]α是尾部指数，C为常数。

注意　我们可以看到，学生T分布和帕累托分布的尺度差异，常规帕累托分布的定义更一般地被表示为[image: ]这里的L(x)是“缓变函数”，即对于所有常数t＞0满足下列性质：

[image: ]


[image: ]
图5.2　三种不同的分布，当我们研究尾部的时候，学生T分布会保持尺度不变，而标准对数正态分布会存在一个中间过渡状态，最后在log-log图上以无限斜率收尾。不过处理对数正态分布时要小心一些，因为它可能会有一些意想不到的性质（见第八章）。


表5.2　比较正规变化函数/幂律分布和其他分布的尺度性质

[image: ]

[image: ]

对于足够大的x，[image: ]会收敛到常数，也即尾部指数−a。随着x→∞，存在尺度的分布会在log-log图上展现出α的尾部斜率。对于高斯分布（标准差σ，均值µ），不用计算超越概率，直接通过PDF就可以2看到[image: ]也即在±x→∞时会比−log(x)更快地趋向−∞。

到目前为止，我们可以直观感受到不同类型分布的差异。分布只有存在尺度才会有“真正的肥尾”，而其他的分布都会在求和的过程中逐渐高斯化。另外，尾部指数是渐进的，我们可能永远无法到达极限，能看到的都是某种中间状态。最后，上面所有的图表展示的都是柏拉图式的理想分布，现实世界的过程要更加复杂和混乱，我们也会随着大偏差的出现不断调整尾部指数。

定义5.1（[image: ]类分布）

满足[image: ]类幂律分布（正规变化）的随机变量X可定义为：

[image: ]


5.1.2　灰天鹅

为什么用学生T分布来模拟对称幂律分布？　只是为了方便，我们并不认为幂律的产生机理是学生T分布，因为分布的中间部分对决策来说并不重要，只需要关注尾部特性即可。


[image: ]
图5.3　这是英镑的log-log图，可以看到英国脱欧带来的“灰天鹅”（公投结果超预期导致的货币市场跳空）。但如果从幂律的角度看，这样的巨大跳跃依然和统计性质相匹配。


尾部指数数值越小，分布的中间部分就越不重要。尾部指数数值越大，学生T分布就越像高斯分布，使用学生T分布作为近似的合理性就越强。

为刻画不对称幂律分布，可以使用列维定理这类更高级的方法。但实际上，我们无须过度复杂化，简单采用两个不同参数的单尾帕累托分布即可（设置不同的左尾和右尾α）。

参数估计问题要注意，有很多种通过数据来估计尾部指数α的方法，也即“参数拟合”。但是要准确估计尾部指数非常难，因为尾部事件数据量不足，拟合本身会面临极大误差。总的来说，已有数据会显示出比真实情况更薄的尾部。

在后续章节中，我们将更深入地讨论这个问题。


[image: ]
图5.4　书籍销量：我们可以很好地拟合书籍销售量分布的尾部，其鲁棒性也很好，只要不妄图计算总体期望或者高阶矩就行。



[image: ]
图5.5　火鸡问题，从过去的数据中完全推断不出未来跃变的可能性。



5.2　幂律的性质

核心性质有两个。

5.2.1　变量求和


性质1：变量求和的尾部指数

假设X1,X2…Xn为非独立非同分布随机变量，其中每个Xi都服从某个渐进尾部指数为αi的分布（我们假定在幂律分布类之外，分布的渐进alpha均为+∞），后面我们主要观察分布的右尾（左尾也类似），详情见[99]。

考虑对上述变量加权求和[image: ]加权权重ωi均为正值，αs为和的尾部指数。

对于所有的ωi＞0：

αs=min(αi)



[image: ]

也就是说，只要在变量中加入一个均值、方差或高阶矩未定义（无限大）的随机变量，整体变量和的均值、方差或高阶矩就为无限大。

法则5.1　（幂律尾+薄尾=幂律尾）

无论如何组合，将幂律尾随机变量和薄尾变量混合都会得到幂律尾变量。


5.2.2　变换

第二个性质看上去没什么，但实际上会带来一些麻烦。


性质2

假设X为尾部指数α的随机变量，变量Xp的尾部指数为[image: ]



该性质告诉我们，一个尾部指数小于4的随机变量（方差有限），其方差的方差是无穷大的，我们可以看到，它给随机波动率模型带来了挑战，真实世界的过程很有可能是无限方差的。

这也给我们一个启示，无须计算就可以想象，对一个随机变量进行凸变换可以增厚尾部。

证明　一般化的证明方法如下，假设p(.)为概率密度函数，且φ(.)为某种变换函数（带有一些限制条件）。我们可以得到变量变换之后的分布（假设定义域保持不变）：

[image: ]

假设对一个很大的l，取x＞l（比如缓变函数中x“停止变化”的位置），该类x的PDF可以被写为p(x)∝Kx−α−1，这时考虑y=φ(x)=xp：y=xp

的逆函数为[image: ]将其代入公式5.8可以得到[image: ]

在l之上积分，生存函数可以表示为[image: ]


5.3　钟形vs非钟形幂律

案例研究：缓变函数效应　尾部越厚，分布的“躯干”对矩的影响就越小（最终矩会趋于无穷）。但是对尾部稍薄的幂律分布来说，非幂律的区域（缓变区域）还是可以起到一定作用的——“缓变”的正式定义可以参见5.1.1和18.2.2。本小节主要展示了为何尾部相等的分布会有不同的形状。

让我们比较下列双尾帕累托分布的PDF：

[image: ]

和一个同样中心位置为0、尺度参数为s的学生T分布，PDF为[image: ]这里的B(.)是欧拉β函数，[image: ][image: ]

我们有两种比较分布的方法：

·使尾部比率相等：使得[image: ]，我们可以得到“尾部”等价的分布[image: ]

·使标准差相等（如果标准差存在）：[image: ][image: ]，因此我们有[image: ][image: ]

最终在图5.6中，我们可以看到半凹平滑和存在尖角的不同“钟形”曲线。


[image: ]
图5.6　比较两个尾部指数相同的对称幂律分布，分别构造自缓变函数和扩展函数。最终两种分布所有的矩都趋向一致，尽管中心的形状存在差异。



5.4　幂律分布尾部指数插值：一个例子

看看新冠肺炎疫情期间的失业率情况：2020年3月，失业率突然上跳了多个标准差。但该跃变是否为一个异常值呢？一个薄尾思维模式的人看到图5.7时可能会这么想，但事实并非如此。如图5.8所示，尾部指数其实并没有变化。分布的尺度可能会改变，但尾部指数在样本外依然保持了稳定。


[image: ]
图5.7　失业率：对未经统计训练的经济学家来说，最后的跳跃看起来像个异常值。但如图5.8所示，事实并非如此。而对有经验的人来说（本华·曼德博），之前的波动虽然温和，但绝对不是高斯分布。



[image: ]
图5.8　失业率的齐普夫图：我们不需要新冠肺炎疫情期间的大跳跃（最右侧点）就可以认识到数据服从幂律分布。



5.5　超级肥尾：对数帕累托分布

作为肥尾之母的对数帕累托分布并不在常见分布之列，但我们可以在这里重新推导它。对数帕累托分布类似于对数正态分布的帕累托化。


评论5：重新推导对数帕累托分布

假设帕累托分布X ～P(L,α)的PDF[image: ]，生存函数为[image: ]，那么通过[image: ]，对数帕累托分布的PDF：

[image: ]



对普通的幂律来说，我们在log-log图的末端有一个渐进线性斜率，如：

[image: ]

而对数帕累托分布的斜率趋向0：

[image: ]

显然，无论尾部指数α取什么值，所有矩都不存在。图5.9展示了不同渐进行为之间的差异。


[image: ]
图5.9　比较帕累托分布和对数帕累托分布生存函数的log-log图。



5.6　伪随机波动率：一项研究

在第三章中，我们提到过一个“10倍标准差”的事件，能证明我们并非生活在高斯世界中，我们还讨论了概率分布的不可观测性：我们只能观测到数据，而非其产生机理。

因此，我们很容易把幂律过程理解为一个异方差过程。事后看来，我们总是可以说：“条件波动率相对较高，这时我们看到的不是一个10倍标准差，而是一个3倍标准差的事件。”

破除这种言论的方法是，反过来思考该问题：一个尺度不变的幂律过程可以如何伪装成一个异方差过程。我们在迷你章节中会看到，计量经济学有多么依赖“异方差”（变化的方差），而且这种依赖存在严重缺陷，因为方差的方差并不存在清晰的结构。

图5.10显示，市场的波动率非常类似于简单的随机波动率过程，在随机波动率的框架中，我们假设方差随机分布。[1]


[image: ]
图5.10　学生T分布模拟的滚动22天（约为月度）历史波动率（标准差），数据给人一种随机波动率的直观感觉，但实际上分布的尺度没有变化。


假设X是均值为0、尺度为σ的收益分布，PDF ϕ(.)如下:

[image: ]

转换变量Y=X2（为得到二阶矩的分布），随机变量Y的PDF ψ如下：

[image: ]

我们可以看到，分布转化为渐进尾部指数[image: ]的幂律尾，特征函数[image: ]可以表示为：

[image: ]

由此我们可以得到二阶矩的平均差[2]：

[image: ]

下一部分

下一章我们会探索高维空间，高维空间中有一些效应可以类比，有些则不那么显而易见——比如在多变量条件下，相关性存在但协方差不存在的情况。



[1]随机波动率模型可以是随机方差模型，或是随机标准差模型，两者有着不同的期望。

[2]根据习惯，我们采用平均差而不用标准差来描述统计性质，因为标准差统计量不稳定且信息量不足。


第六章　高维空间厚尾†[1]


本章会以较为浅显的方式讨论高维空间中的分布，主要介绍：（1）多元随机变量的肥尾效应；（2）分布的椭圆特性；（3）随机统计量和相应特征向量的分布；（4）当矩不存在时应当如何研究协方差和相关性（比如多元柯西分布）。





[1]讨论章节。





6.1　高维空间中的厚尾，有限矩

和之前的章节一样，我们会从尺度凸性的角度出发直观地理解肥尾，不过这次换成了高维空间。

假设[image: ]是p×1维随机向量，内部各随机变量由多元高斯分布生成。考虑联合概率分布f(x1…xm)，我们可以将m个变量的多元正态分布表示为[image: ]，其中均值为[image: ]，协方差矩阵为Σ，以及联合概率分布：

[image: ]

这里[image: ]，Σ为m×m的对称正定矩阵。

我们可以采用和4.1中相同的方法，在保持方差不变的条件下增厚尾部：

[image: ]

在这里，a为决定随机波动率大小的参数，Σ1=Σ(1+a),Σ2=Σ(1−a)。﹝和我们在一维空间中类似，可以简化使得思的现象。[image: ]﹞

注意，在图6.1中，我们可以看到分布的概率密度在中心聚集，和一维的情况类似。[2]


[image: ]
图6.1　高维空间中的厚尾：薄尾（左图）和厚尾（右图）对应方差相同的三维分布。和单变量厚尾“钟形曲线”的尖峰类似，可以看到三维厚尾分布的密度在中心区域显著增加。




[2]我们在保持相关性为常数的情况下，使方差随机化从而构造厚尾，这也是为了保持矩阵的正定性质。


6.2　联合肥尾分布及其椭圆特性

随着维数和随机变量的增加，我们之前定义的肥尾之外出现了更有意思的现象。

什么是椭圆等高分布？　从标准的定义来看[88]，我们认为p×1维变量X满足椭圆分布（椭圆等高分布）的前提条件是，特征函数ϕ可以表示为：

[image: ]

其中µ为位置参数，Σ为非负定矩阵，Ψ为某标量函数，对概率密度也可以采用类似的定义。目前先认为Ψ是协方差矩阵Σ的函数。

直观地说，椭圆分布应该展示出等高线图一般的椭圆特性，可以在图6.2和图6.4中看到2D（双变量）和3D（三变量）对应的情形。而非椭圆分布会体现出不一样的形状特征，如图6.3和图6.5所示。


[image: ]
图6.2　联合幂律分布（学生T分布）的椭圆等高线图。



[image: ]
图6.3　随机相关性产生的非椭圆联合分布。



[image: ]
图6.4　在密度一致的情况下，多元随机变量分布（x，y，z）联合分布的椭圆等高线。



[image: ]
图6.5　随机相关性产生的非椭圆联合分布，及在密度一致情况下的多元随机变量分布（x，y，z）。



[image: ]
图6.6　带跳跃的历史走势：图为一个肥尾过程的历史走势，其尾部事件服从80/20法则，α≈1.13，也即3D列维过程。



[image: ]
图6.7　图为“大缓和”或“长期和平”的支持者脑海中所想：一个薄尾过程的历史走势。


椭圆分布的主要性质是，在线性变化下是封闭的。正如我们在第三章身高和财富的例子中看到的那样，椭圆分布意味着（在双变量情况下），尾部来自单一偏差的概率较低。

椭圆性与金融领域的主要理论缺陷　在投资组合构建和投资组合理论中，椭圆分布线性变换下的封闭性质为该领域提供了极佳的特性（实际上，如果分布的椭圆性不成立，整个投资组合理论将不复存在）。

在椭圆条件下，所有投资组合的回报都可以被完全描述为位置和尺度的分布，任意两个具备同样位置和尺度的资产都有着完全相同的收益分布。

具有讽刺意味的是，列维稳定分布是椭圆分布——但只是定义上的。

因此，椭圆性（有限方差条件）允许现代投资组合理论（MPT）在所谓的“非正态”情况下推广其结果，最早始于[183]，也可参见[121]。然而，对了解随机协方差的人来说，资产回报在任何测度下都不满足椭圆特性，参见奇切帕提奇和布绍[42]以及E.8中描述相关性稳定性的直观图表。

一个简单的示例是，通过[image: ]来表达，假设双变量正态分布的特征函数为[image: ]。下面我们将ρ随机化，假设概率p取ρ1，（1-p）取rho2。

[image: ]

图6.8展示了[image: ]和ρ1=ρ2时的结果。

我们还可以更严谨一些，表现出两者的差异，将协方差矩阵Σ随机化，比较公式6.3中的[image: ]


分散化投资

之前提到过，金融理论在肥尾条件下会失效（除了“过拟合”，没有其他修补原框架的方法），其根源就在于分布缺乏椭圆性。也就是说，所有基于马科维茨式的构建投资组合的方法，或者基于多元化理念的分散配置，都无法降低风险，只是“伪降低”了日频波动率。长期来看，使用杠杆几乎一定会导致破产。[1]



[image: ]



[1]这里还包括一种讨厌的“风险平价”投资方法，这种方法一般假借理论和学术之名来筹集资金，又被称为“资产收集法”。


6.3　多元学生T分布

多元学生T分布是一种便捷的建模方式，因为在α=1的情况下，它会呈现柯西分布特征。还有一种方式是多元稳定分布，我们将看到，它没有明确的概率密度函数。

假定X为服从多元学生T分布的(p×1)向量，X～St(M,Σ,α)，这里M是长度为p的向量，Σ是p×p矩阵，α是帕累托尾的尾部指数，PDF可以表示为：

[image: ]

6.3.1　肥尾条件下的椭圆性和独立性

以两个柯西分布变量x和y概率密度的乘积为例：

[image: ]

显然，结果没有椭圆性，正如我们在第三章中所举的两人财富的和为3 600万美元的例子。如果和联合分布fρ(x,y)进行比较：

[image: ]

这里将ρ设为0，也即假设变量不相关，

[image: ]

得到的是椭圆分布，因此我们可以看到，变量不相关和相互独立是两个不同的概念。


两个随机变量X和Y相互独立可以定义为：

[image: ]

这里不管相关系数的取值。在椭圆分布类中，相关系数为0的双变量高斯分布既相互独立，也不相关。但对柯西分布或学生T分布就不成立。



相关系数为0的多元稳定分布依然不满足独立性条件，原因如下所述。

随机向量[image: ]满足多元稳定分布的条件是，对于所有的元素，线性组合[image: ]都满足稳定分布条件。也就是说，对于任何常向量[image: ]，随机变量[image: ]应该服从稳定分布。而线性组合要落在同样的分布类的条件是椭圆性。因此，从定义上看，f0(x,y)和f(x)f(y)就不一定相等。以有明确概率密度函数的柯西分布为例，密度函数乘积的分母包括一个额外的x2y2项，会把概率密度等高线向一边或另一边拉扯，这和第三章介绍的例子类似。


6.4　肥尾和互信息

我们注意到，因为我们构造多元分布时的设计，变量在相互独立的条件下交互信息依然不为0，因为在“相关性”ρ为0时，联合概率密度函数与概率密度函数乘积之比不为1。

那么，学生T分布（包括柯西分布）下的互信息是多少呢？

[image: ]

上式期望基于X和Y的联合分布。互信息因为有log操作所以具备可加性[请注意，可以使用任何对数基数，并通过除以log(2)的方式进行转换]。

因此[image: ]或[image: ][image: ]，这里的[image: ]代表熵，[image: ]是联合熵。

无论取什么参数，高斯分布的互信息都是[image: ]。因此，对于服从多元学生T分布(α,ρ)的X,Y，互信息[image: ]可以表示为：

[image: ]

csc(.)是余割函数，B(.,.)是β函数，H(.)(r)是调和数[image: ][image: ]

简要总结一下，像互信息这种和熵有关的统计量会比相关性有意义得多，互信息具备捕捉非线性的能力。


6.5　肥尾和随机矩阵，一个小插曲

如图6.9所示，随机矩阵的特征值可以类比高斯分布的半圆形分布结果。


[image: ]
图6.9　随机矩阵特征值的不同形状。高斯分布下特征值服从维格纳半圆分布，柯西分布对应自由度为1的学生T分布。


假设M为一个（n，n）的对称矩阵，特征值[image: ]满足[image: ]为第i个特征向量。

定义在[-R，R]上的维格纳半圆分布，可以被视为中心为（0，0）并标准化之后的半圆形：

[image: ]

当矩阵的大小n接近无穷时，此分布会成为（n，n）对称矩阵特征值的极限分布（有限矩条件）。

我们将在下面进一步介绍随机矩阵的“肥尾性”及其收敛性质。

上面的描述等价于描述矩阵的肥尾性，我们可以认为，单变量分布的四阶矩达到高斯水平（等于3），相当于在随机矩阵中，特征值触及维格纳半圆。


6.6　相关性和未定义方差

下面来看一个矛盾现象：在某些情况中，协方差为无穷大，相关性却为有限值。不过这和第三章讨论PCA时遇到的问题一样——样本误差极大，我们需要极大的数据量才能使两者显现出差异。

问题：为什么在幂律分布类中，肥尾分布的单变量均值（和高阶矩）都为无穷或未定义，但在高维条件下，却可以存在无限（或有限）的协方差和有限的标准差？

以一个定义在(−∞,∞)上的分布为例，假设各阶矩均不存在：[image: ]无定义，[image: ]，协方差不存在，[image: ]无定义。但是n个随机变量的相关性（非中心化）依然在-1到1之间。

[image: ]

由亚指数性质，在x→∞时，我们有[image: ][image: ]。这里幂律分布类包含在亚指数分布类[image: ]之中。

将随机变量按照绝对值排序，使[image: ]

令[image: ]对所有的[image: ]

[image: ]

图6.10展示了一种可能的相关性分布。相关性有限并不意味着方差低：这里相关性虽然存在，但因为收敛极慢，噪声很大，其统计意义非常有限。


[image: ]
图6.10　103个样本的相关性分布，双变量T分布存在相关性（尾部指数2/3，相关性3/4），但没什么意义。



6.7　线性回归模型的肥尾残差

第三章我们曾提到线性回归在肥尾条件下会失效，这在实际应用中很常见。比如，收入和财富显然服从幂律分布（这里引出不少问题，参见第十三章关于基尼系数的讨论），智商分数根据计算方法服从高斯分布，但依然有人在两者之间做线性回归，根本意识不到其中的不恰当之处。

以下面的线性回归为例，其中自变量和因变量服从不同类的分布：

[image: ]

X服从标准高斯分布[image: ]服从幂律分布，[image: ]且[image: ]，不存在其他参数限制条件。

显然，我们可以按照1减去残差求和除以平方偏差求和的方法计算决定系数R2，从而给我们构造的模型提供更一般化的解。因为[image: ][image: ]，我们有：

[image: ]

我们可以看到，对于较大的n，

[image: ]

当然，在无限方差的条件下：

[image: ]

[image: ]服从自由度为α的学生T分布，显然[image: ]服从F比率分布(1,α)——尾部指数为[image: ]的幂律分布。

注意，在这里我们也可以计算X和Y相关性的平方来简单求“期望”。比如，假设[image: ]满足均值为0、尺度为σ、尾部指数α＞2的学生T分布（和之前的例子相同，只是将均值固定为0），先计算相关性：分子是协方差[image: ]，分母（Y的标准差）是[image: ]。因此：

[image: ]

上式的极限为：

[image: ]

这里我们没有采用某个确定的R2，而是很谨慎地采用了[image: ]。因为R2是一个高度依赖于样本的随机变量，且n只有在非常大时才会趋于稳定（那得是一个天文数字）。而在样本内，期望永远是有限值，哪怕[image: ]是柯西分布时也是如此！如图6.12和图6.13所示。实际上，如果用α和[image: ]对R2进行极大似然估计（第十三章和第十四章的“影子均值”方法），我们就会注意到，图中的智商样本误差均值大约是极大似然估计的一半，也即R2会小得多（近似于0）。﹝2.2 109 vs 1.24 102。﹞

这一条实际上证伪了很多与智商-财富或智商-收入有关的研究[268]，可以在图6.11中看到其效果。虽然R2是在[0，1]上的有界变量，但其逼近真实值的速度极慢——参见第十九章的P值问题。


[image: ]
图6.11　使用WLS（Winsconsin Longitudinal Studies）数据对智商-收入进行线性回归，对所得回归的残差平方[image: ]绘制生存函数log-log图。可以看到收入变量被缩尾了，剪掉尾部会呈现出高R2的假象。实际上，哪怕不进行缩尾，因为幂律分布方差的小样本效应，两者的相关系数也会呈现出比实际高得多的数值。



[image: ]
图6.12　假设分布的方差无限，在样本内呈现出高R2，但其真实R2为0。要知道R2实际上也是一个随机分布，这一问题和第十九章的P值问题类似，都是定义在[0，1]上的元分布带来的。



[image: ]
图6.13　实际R2=0的柯西回归，在小样本上显现出极高的R2值（图中为0.985）。



性质3

当肥尾随机变量和薄尾随机变量进行回归的时候，决定系数R2会被高估，即便具备收敛性，我们也需要超大量的样本才能使R2收敛。



有时人们会对随机变量进行非线性变换（比如取对数），尝试转化非线性为线性来解决问题。此时如果变换完全精准尚可，但只要有差异就可能导致很大的误差。和互信息不同，相关性这一指标极度敏感，不具备可加性，且常常没有意义。作者对此曾有更细致的研究[238]。

下一部分

在第八章中，我们会研究幂律分布变量在大数定律（LLN）下的缓慢收敛，高斯分布可以比它快1013倍。


A　殊厚尾案例


[image: ]
图A.1　相较于受到大冲击，咖啡杯不太可能受到“小伤害”。因为杯子非常易碎，要么没有风险，要么全部暴露于风险。类似的收益结构在金融市场中也很普遍，尤其在对资产重定价（杀估值）的阶段，只要越过某一门槛，大波动相对小波动反而成了大概率事件。



对于单模型分布，厚尾是常态：在社会科学领域，我们拿出上万个变量的时间序列，也找不出一个“柏拉图式”的理想分布。但多模型分布有时会有出人意料的结果。




A.1　多重模型与厚尾，战争-和平模型

在章节4.1中，我们提到了随机化（让确定的变量或参数变得随机）。通过峰度可以看到，只要稍稍随机化方差分布就会趋向厚尾，但我们保持了均值固定。

这里我们也可以随机化均值（同时保留初始平均值），产生不同的状态，将可能的分布拉开。这样一来，整体分布的“峰度”（四阶矩）反而下降了。如果将不同的均值和不同的方差联系起来，我们就会得到带有一系列“模式”的模型，每个状态都有其对应的概率。


[image: ]
图A.2　战争-和平模型。峰度=1.7，比高斯分布的峰度要低得多。



[image: ]
图A.3　双模型下的相对负峰度（高斯分布的峰度为3）。


在多重模型下，“厚尾”的概念会失去其意义，反过来我们应该关注“中间地带”，也即期望有意义的位置[7][156]。

在现实生活中，很多情况都存在多种可能的状态或模式。假设所有状态的各阶矩都有限，根据下列结构：s1是平静状态，均值为m1，标准差σ1。s2是剧烈波动状态，均值为m2，标准差σ2，两个状态都有其对应的概率pi。

下面考虑一种最简单的情况，即均值和方差都会改变的高斯分布：以概率[image: ]满足[image: ]另外[image: ]满足[image: ]。峰度为：

[image: ]

正如我们看到的，峰度是均值差d=µ1−µ2的函数。对于σ1=σ2且[image: ]，峰度会低于常规高斯分布，按照计算方法峰度为负值。假定要使峰度等于3，均值的随机性需要和波动率的随机性进行对冲。

[image: ]

为了简化单阶段模型，我们假设站在某个历史时点向前看。（这里增加复杂性不会改变结果，比如定义不同状态间的转换矩阵。）

混合分布的特征函数为：

[image: ]

当N=2时，各阶矩如下：

[image: ]

下面考虑各种类型的情景，都有p1＜(1−p1),m1＜m2,m1＜0,m2＞0，以及核心条件：σ1＞σ2。

情景1：战争-和平模型　平静的和平时期均值为正，波动率很低，动荡时期均值为负，波动率大幅上升。

情景2：条件性的状态　假设有一个债券B，在单周期内偿付利息r，在最后有较高的概率偿付B（1+r），但存在一定的违约风险。因此，最终偿付刚好为B的可能性很低。可以参考战争-和平模型：两者之间没有中间状态。债券不会仅违约“一点点”。在这种分立条件下，最终得到混合分布均值的概率几乎为0。一般来说，期望的概率密度函数[image: ]只是比不同状态的均值小一些，也即[image: ]和[image: ]，但在极端情况下，[image: ]极其小。最终落在整体均值反而成了尾部事件。

外汇市场的固定汇率也是同样的道理，一般不存在“温和”的贬值，市场的波动率只会是很小或极大，而在分立状态之间的概率密度“山谷”非常低。


[image: ]
图A.4　债券收益/固定汇率模型。在状态2中，波动率几乎消失了，获得确定性收益；而在状态1中，混乱不可知。这里的峰度K=2.5。另外，咖啡杯的破碎与否则是状态1和状态2都退化的情形。



[image: ]
图A.5　固定汇率所受的压力一般会在“无贬值”的状态下造成狄拉克概率密度函数（等同于低波动）。很多新手会把S2状态下的低波动当成常态。


对期权收益来说，双重模型会提高平值期权的价格，降低虚值期权的价格，从而带来和“波动率微笑”完全相反的特征。

注意，咖啡杯只有破碎和完好两种状态，而且破碎这一状态可以被视为吸收态（用马尔可夫链表示转移概率），因为坏掉的杯子不会自动复原。同时，咖啡杯也不存在“轻微破碎”的状态，如图A.1所示。

满足双重模型的其他情景

1．固定汇率

2．并购

3．职业选择和结果

4．冲突：人与人之间，战争各方之间，以及所有不存在和谐与敌对以外状态的双边关系。

5．条件级联


A.2　转移概率：有不可逆破碎可能的事物终将破碎

之前我们只考虑了单阶段模型，因为新信息会导致双重模型在未来发生变化，所以观察单阶段模型十分合理：只看一步，不多做预判。但下面我们做一个小练习来了解脆弱性。假设模型的结构保持不变，我们可以观察模型长期转换的行为模式。假设P为转移矩阵，其中pi,j是在∆t上从状态i到状态j的转移概率，也即[image: ]，这里S(t)是阶段t的状态。

[image: ]

在n阶段（n步）之后，

[image: ]

其中，

[image: ]

[image: ]

需要考虑的极端情况是，当存在吸收态时，p1,1=1，因此（替换[image: ]）

[image: ]

“遍历性”概率为：

[image: ]

这告诉我们，吸收态S（1）最终会以概率1主导所有可能的情形：有不可逆破碎可能的事物终将破碎。

从“遍历性”矩阵，

[image: ]

1T是单位向量{1，1}的转置，π是特征向量矩阵。

其特征值为[image: ]，对应的特征向量[image: ]



第二部分　中数定律




第七章　极限分布综述*，†[1]


在本说明章节中，我们根据研究需要简要整理了与极限分布有关的理论。在介绍完大数定律之后，我们会直观展示中心极限定理，观察不同分布下渐进情况的差异，然后讨论高阶矩的大数定律。下一章我们会进行更正式、更深入的研究。



大数定律和中心极限定理是同一个问题的两种回答：“随着随机变量的数量趋向无穷，总体的和（或均值）的渐进性质如何？”而我们所关注的中数定律（前渐进性）是：求和的数量达不到无穷时又会如何？




[1]讨论章节（带有一些研究内容）。




7.1　温习：弱大数定律和强大数定律

标准定义如下，假设X1,X2…是独立同分布随机变量（勒贝格可积）的无限序列，分布期望[image: ]（之后会看到，有时也可以放松i.i.d.条件）。对于所有的n，样本均值[image: ]都会收敛到期望，也即对于[image: ]

这里方差有限不是必要条件（当然，如果高阶矩有限会加快收敛速度）。

收敛方式有两种：以概率收敛[image: ]（意味着分布上收敛，反过来不一定成立），和更强的必然收敛[image: ]（类似于点对点收敛）（也被称为几乎处处收敛或几乎必然收敛）。这里的差异分别对应弱大数定律和强大数定律。

弱大数定律　可以总结为（也被称为金钦定律或伯努利定律）：随着序列不断增多，样本平均值超过某个阈值的概率逐渐变小。在估计理论中，如果一个估计量在概率上收敛于被估计量，则被称为估计量一致。

[image: ]

注意，标准的证明方法为切比雪夫不等式：如果X具备有限非0方差σ2，对于任意实数k＞0，

[image: ]

强大数定律　表达的是，随着求和数n趋向无穷，均值收敛到期望的概率为1。

[image: ]

放松i.i.d.条件　接下来，在某些条件下我们可以放松独立同分布的假设：科尔莫戈罗夫证明了在非同分布的情况下，只要求和项Xi分布的二阶矩有限即可。

这里的放松独立性，是指允许变量之间存在弱依赖。一般来说，放松之后的条件为：（1）有限方差[image: ]；（2）协方差矩阵[image: ][image: ]

但实际上，（1）和（2）可以进一步弱化为[image: ][image: ]，这里[image: ]。见伯恩斯坦[19]和科兹洛夫（俄罗斯）[148]。[2]

我们的兴趣点　在本章和下一章中，我们的目标是考量上述收敛的“速度”。注意，在独立同分布的强假设下，不需要方差有限的条件，因此我们可以通过平均差来观察收敛情况。



[2]感谢“romanoved”，一位在Mathematics Stack Exchange数学问答论坛的陌生俄语答主。


7.2　中心极限过程

我们将从广义中心极限定理（GCLT）的简化版本开始，该理论源自保罗·列维（传统CLT和公式推导将在稍后介绍）。

7.2.1　稳定分布

和上面的定义相同，假设X1,X2…Xn为独立同分布随机变量，它们的和为Sn，我们有：

[image: ]

这里的Xs依然服从稳定分布S，an和bn为标准化常量，[image: ]代表以分布形式收敛（n→∞时X的分布）。下一章我们会对S的性质进行严谨定义，目前可以先认为随机变量Xs服从稳定分布（α稳定分布），表示为Xs～S(αs,β,µ,σ)，特征函数[image: ]有如下形式：

[image: ]

约束条件为[image: ]﹝我们会用αs∈(0,2]来表示柏拉图稳定分布的尾部指数，而用αp∈(0,∞)来表示渐进等价的帕累托分布参数，并在有歧义时加以区分，一般α可以通过上下文来理解。﹞


[image: ]
图7.1　保罗·列维（1886—1971）年，广义中心极限定理的提出者。


“稳定分布”的概念意味着，该类型分布在求和条件下保持稳定：假设你对下一章定义的[image: ]类分布（实际上是相同的分布，但特征函数的参数不同）进行随机变量求和，得到的分布依然会落在同样的类型中。直观看，[image: ]的类型相同，其[image: ]。这一类分布中有知名的高斯分布、柯西分布和[image: ]的列维分布，其余分布的概率密度函数都不存在解析式。﹝其实部分解析式也可以通过特殊函数来表达，比如，作者偶然发现的一个分布：参数[image: ]的稳定分布S，[image: ][image: ]，在后面用来表征帕累托分布求和的极限分布。﹞


7.2.2　稳定分布的大数定律

下面我们回到大数定律。

在一般情况下，可以观察到稳定分布的大数定律，如图7.2所示。

[image: ]


[image: ]
图7.2　大数定律显示，分布会围绕均值不断收敛，最终退化为均值点上的狄拉克分布。


当最终收敛到µ时，退化分布满足狄拉克特征函数，其傅里叶变换为（这里参数化成特征函数的逆函数）：

[image: ]

此外，我们可以进一步观察1＜n＜+∞对应每一步的“实时”收敛情况，下一节将进行讨论。


7.3　CLT的收敛速度：直观探索

我们知道，如果X方差有限，稳定分布随机变量的均值Xs会是高斯分布。但是要知道，Xs是n→∞的极限情况，而实际上能“多快”逼近极限的问题要复杂得多。对于CLT的收敛速度，可以考虑下列四种情况。

7.3.1　迅速收敛：均匀分布

考虑最简单的情况——均匀分布，假设定义域为[0，1]，其概率密度[image: ]，在定义域上的积分为1。现在，增加另外一个独立同分布的变量x2，和x1+x2立刻改变了形状！参见图7.3中的φ2(.)，形状立刻变成了三角形。再添加一个变量，现在考虑X1+X2+X3分布的概率密度φ3，n=3时几乎是钟形了。


[image: ]
图7.3　最快的CLT：均匀分布在几步之后就会变成高斯分布，图中为1，2，3，4个变量求和的情况，3个变量之后我们就会看到钟形曲线出现。


均匀分布的和分布：

[image: ]


7.3.2　中速收敛：指数分布

下面我们看看指数分布的随机变量和。

初始概率密度

[image: ]

对n变量求和[1]

[image: ]

通过将x替换为n/λ可以得到（图7.4中λ=1）：

[image: ]

也即均值[image: ]，方差[image: ]正态分布的概率密度。

在图7.4中，我们可以看到，和分布趋向高斯分布的速度相对缓慢，主要在于分布的偏斜和高斯分布的完全对称还存在一定距离。


[image: ]
图7.4　指数分布，概率密度φ和求和数量的关系，虽然收敛比均匀分布慢一些，但也差得不多。




[1]我们使用归纳法推导变量和的概率密度，在分布简单时相对容易。另一种方法是通过特征函数推导，如后面的帕累托分布。


7.3.3　慢速收敛：帕累托分布

考虑定义在[1,∞)上最简单的帕累托分布：

[image: ]

通过反转特征函数，

[image: ]


[image: ]
图7.5　帕累托分布，可以看到和分布不想失去其有偏特征，虽然最终还是会收敛到高斯分布。


这里的E(·)(.)代表指数积分[image: ]，显然，该积分需要用数值方法计算（目前还没有办法写出帕累托求和分布的解析式）。其计算时间复杂度呈指数上升（n=2需要45秒钟vs n=50需要24小时），我们在图7.4中使用了蒙特卡罗模拟。

回忆一下公式7.1中收敛需要归一化常数项an和bn。根据乌柴金和佐洛塔廖夫[257]，在限制[image: ]的条件下，我们有：

[image: ]

随着x→∞（假设这里c为常量，下一章会提到“缓变函数”的正式定义），那么

[image: ]

归一化常数变成了[image: ]（其他情况[257]在实践中不太可能发生）和

[image: ]

对称参数[image: ]，显然对所有的αp＞2，分布都会收敛到高斯分布。


[image: ]
图7.6　帕累托分布φ100和φ1 000对于趋向高斯分布的速度并没有太大提升。但是你得有足够多的耐心和足够长的寿命去见证它，虽然当α=2时，和分布最终还是会收敛到高斯分布。



7.3.4　半立方帕累托分布及其收敛分布族

这里比较有意思的是[image: ]的情况，与7.3.1中的和分布缓慢趋向对称的形式不同。下一章会提到，我们不能把它和稳定分布的性质进行类比，实际上它的尾部更肥。


[image: ]
图7.7　半立方帕累托分布在现实中永远不会走向对称，这里n=104。



7.4　累积量和收敛性

由于高斯分布（作为收敛标准）偏度为0，原始峰度为3，我们可以通过观察各阶矩的收敛情况来近似地刻画中心极限定理生效的速度。

定义7.1（超额p累积量）

假定χ(ω)是给定分布的特征函数，n是独立随机变量的求和数目，p是矩的阶数。我们可以定义p阶矩对应的累积量比率：

[image: ]

K(n)是相对于高斯分布的超额p阶矩（p＞2），Kn4=0表示n个独立变量和的高斯性。


[image: ]
图7.8　几个金融市场资产累计收益率的四阶矩，大家一般觉得它们会收敛到正态分布，但实际上并不收敛（[228]中的数据）。对于这些低频数据，我们还没有可靠的方法可以证明其收敛于高斯分布。



评论6

对于所有幂律类之外的概率分布，我们有

[image: ]

同时，对薄尾分布来说，[image: ]是有限值，换句话说，根据矩是收敛的还是发散的，我们可以清晰地定义出分布类型的边界。



对于幂律以外的分布，[image: ]都以Np−2的速率衰减。

要想证明上面的结论，可以通过公式8.4，将稳定分布作为极限分布，同时利用比分布尾部指数高的p阶矩的不可导性即可。

表7.1展示了n个变量求和的累积量K(.)的性质。

在随机波动率模型下（对数伽马方差），理论上的下降速率为[image: ]，然而图10.2展示的下降速率完全不同。由此可见，我们并不在这一分布类中。在[228]中也可以看到，诸多经济变量求和之后的峰度并无收敛性。

表7.1　n个独立薄尾分布随机变量求和，其收敛速率的累积量

[image: ]


7.5　数理基础：传统版本的中心极限定理

本小节对各类中心极限定理（CLT）做了归纳总结。

标准版本（林德伯格-列维）CLT　假定和之前一样，有独立同分布的随机变量序列，其中[image: ]是n个样本的均值。当n趋向无穷时，随机变量和[image: ]会在分布上趋向高斯分布[20][21]：

[image: ]

以分布形式收敛的意思是，累积密度函数CDF对所有的实数z，点对点收敛到[image: ]的CDF：

[image: ]

这里Φ(z)是z处的标准正态CDF值。收敛性对z均匀意味着：

[image: ]

sup代表最小上界，也即集合的上确界。

李雅普诺夫CLT　在李雅普诺夫的推导中，求和变量应该相互独立，但不一定要同分布。该理论要求随机变量＇|Xi|存在某些矩（2+δ，这些矩的增速受到下面给出的李雅普诺夫条件的限制）。

条件如下，定义：

[image: ]

如果对于δ＞0：

[image: ]

那么，随着n趋于无穷，和[image: ]在分布上收敛于标准正态分布。

[image: ]

系列随机变量如果满足李雅普诺夫条件，那么也满足下面的林德伯格条件，反之不一定成立。

林德伯格条件　中心极限定理在林德伯格弱假设下成立，和之前的表达类似，对所有的[image: ]

[image: ]

[image: ]是指示函数，那么随机变量[image: ]时以分布形式收敛到正态分布。

林德伯格条件是中心极限定理的充分条件，但不是必要条件，除非满足：

[image: ]

此时，林德伯格为中心极限定理的充分必要条件。


7.6　高阶矩的大数定律

7.6.1　高阶矩

测试肥尾性的方法之一是，将大数定律应于用高阶矩，观察它们是如何收敛的。在第三章中，我们观察了随机变量X的大数定律，而累积量的矩均值也与之类似，可以作图观察Xp的行为（原始值或中心化均可）。通过不断增加样本，观察均值（或者方差）的波动是否降低来验证大数定律的效果。如果矩不存在，该图会出现偶发的跳跃——或者大样本会产生完全不同的均值。而如果矩存在，增加样本量会使均值趋于稳定，不再跳跃。

另一种作图方法是，计算最大单一观测值对总体矩的贡献，并随着n增加观察其占比的变化，这也被称为MS图[115]，如图7.9所示。

表7.2　峰度K（t），收益率变量t取1日、10日和66日窗口

[image: ]

[image: ]


[image: ]
图7.9　MS图展示了标准普尔500指数过去60年（截至2018年）收益率分布的累积矩（阶数p=1，2，3，4）。章节10.2.6会展示完整的MS图。



[image: ]
图7.10　和图7.9类似的高斯分布对照组。



7.7　稳定分布的平均差

让我们先用L1范数准备好下一章的结论，假设有一个均值有限方差无限的分布。[1]显然，在这种条件下，我们无法通过L2范数测量分布围绕均值的离散程度。

L1范数求和的误差如下所示。假设θ(x)是赫维赛德函数（也称阶跃函数，对负值输入返回0，正值返回1）。由sgn(x)=2θ(x)−1，其特征函数为：

[image: ]

令χd(.)为任意非退化分布的特征函数。对χsgn(x)∗(χd)n进行卷积，就可以得到n个独立变量求和的正向偏离：

[image: ]

在我们的例子中，平均绝对偏差是χ的正值的两倍：

[image: ]

也即χ的希尔伯特变换，积分项是柯西主值积分（2015）[193]，根据我们的定义，所有求和项来自同一分布，所以可以将χ(t)n替换为χs(t)，和σs=n1/ασ的特征函数一致，β也保持不变：

[image: ]

希尔伯特变换H[193]：

[image: ]

可以重写为：

[image: ]

下面考虑7.2.1中定义的稳定分布。

推导积分中的第一项，用z=log(t)进行变量替换，

[image: ]

从而得到漂亮的积分表达：

[image: ]

下一部分

下一章我们会讨论一个核心问题：该如何应用中数定律？我们如何比较不同类型的分布？



[1]根据惯例，当我们描述随机变量的矩无穷大时（比如X2或者随机变量的方差），对单尾分布用无限，对双尾分布用未定义（如柯西分布）。


第八章　需要多少数据？肥尾的定量衡量方法‡[1]


本章我们会讨论中数定律。我们针对所有一阶矩有限的单变量单模型分布，构造了一个可操作的统计量，其定义域为[0，1]，0代表最薄尾（高斯分布），而1代表最肥尾。该统计量想要解决的问题是：“对于给定数据集，你需要多少数据才能得出具备统计意义的结论？”

该统计量的应用：

·在高斯分布之外，帮助确定统计显著所需的样本大小n。

·帮助衡量收敛到高斯分布（或稳定分布）的速度。

·在实践中可以对不同类型的肥尾分布进行比较。

·评估投资组合达到指定分散化程度所需的证券数目。

·帮助理解方差参数化之后，对数正态分布特征的不一致性。

本章主要考量渐进行为，聚焦于可操作性，以填补有限n求和条件下的大量研究空白。



背景：肥尾性的常规测度有：（1）幂律分布类的尾部指数；（2）有限矩分布的峰度。两者在应用时都有分布限制，且不支持不同类分布之间的参数化比较。比如，对列维稳定分布之外的分布，或是不同数量求和的分布，上述指标都无法比较其幂律性。我们不知道应该如何比较100个自由度为3的学生T分布随机变量的总和与列维分布或对数正态分布的总和，也不知道该如何比较100个自由度为3的学生T分布的总和与自由度为2的单一学生T分布。

因此，我们提出一个可操作的指标，基于有限数量随机变量求和时（n个变量）大数定律的收敛速率，来比较在有限一阶矩条件下，n个独立变量求和的分布。

这样一来，无论是对数正态分布、指数分布、帕累托分布还是学生T分布，只要在皮尔逊分布族内，我们就可以进一步得到直接的解析式或模拟结果（模拟边界）。




[1]研究章节。　这里着重感谢米哈伊尔·卢拉基斯的评论，他严格推导了学生T分布和对数正态分布下的极限κ。同时感谢施皮罗斯·马克里达基斯的耐心和智慧。该论文最初发表于《极端和更高准度的风险》（Extremes and Risks in Higher Dimensions），于2016年9月12日至16日在莱顿大学洛伦兹中心做过讲演，并于2017年10月发表在柯朗研究所吉姆·盖思勒尔的纪念论文集中。还要感谢让-菲利普·布绍、约翰·艾因马尔、帕斯奎尔·西里洛等人。劳伦斯·德哈恩建议将统计量的名称从“gamma”改为“kappa”以避免混淆。还要感谢科尔曼·汉弗莱、迈克尔·劳勒、丹尼尔·迪弗雷纳和其他参与讨论、推导与提供见解的人士。





8.1　定义与介绍

如何就“肥尾性”比较一个方差有限、尾部指数α=2.1的分布和高斯分布？这两个分布都属于二阶矩有限的正规变化类分布，从渐进极限来看，求和之后都会收敛到高斯分布。但是在渐进极限之前，目前还没有有效的比较手段，因为常规的高阶矩统计量（如峰度）并不可用。同样，我们也无法比较一个方差无限的帕累托分布和其极限α稳定分布（假定两者的尾部指数相同）。还有，我们如何比较自由度为3的学生T分布和尾部指数为1.95的列维稳定分布？上面两个分布均值均有限，但只有学生T分布的方差有限，在实践中，学生T分布在少量求和的状态下会展现出更为“肥尾”的特性。

“肥尾性”的标准　市面上对肥尾有着诸多不同的“定义方法”，每一种都有自己的排序标准。如果圈定在各阶矩有限的分布类中，峰度是合理的定义，可以以高斯分布为基准对不同分布进行比较。对于幂律分布类，尾部指数是合理的定义。此外，还可以采用极值法，考量样本超过某个最大值的概率，再对其进行尺度归一化（参考极值理论）。在实践中，我们会把肥尾视为一种集中度的概念，比如“单一观测会在多大程度上贡献统计性质”，或者尺度调整（均值调整）后，“整个国家的财富在多大程度上集中在少数富人手里”？

这里我们采用的标准对应上一段最后的集中度概念：“在给定分布下，额外数据在多大程度上提高了观测均值的稳定性。”不仅出于统计学目的，也可以将其理解为：“在我的投资组合中增加一种证券，会在多大程度上提高组合的稳定性？”

我们的统计量和常规的渐进测度不同（比如极值理论中使用的统计量），因为本质上我们的统计量代表的是渐进极限之前的性质。

真实生活和现实世界，恰恰发生在渐进极限之前。

该统计量可以做什么？我们采用的κ有如下作用（如图8.1所示）：

·可以对n个相同或不同分布的随机变量求和进行比较，并描述给定分布的前渐进性质。

·给出当前分布和极限分布的距离，一般是列维α稳定分布（高斯分布是其中的一个特例）。

·用于统计推断，对大数定律收敛的“速度”进行评价，表达形式为随样本量n增大，以均值为中心的平均绝对偏差的变化。

·支持不同单变量分布的“肥尾性”比较，且只需要分布存在一阶矩的弱条件。

·帮助我们计算运行蒙特卡罗模拟所需的合理数量。

统计推断　对于最后一条，大家似乎忽略了趋向极限的“速度”（见第三章对9 400页的《统计学百科全书》的评述）。我们在市面上很少看到关于多长时间才能逼近渐进状态的论述，或是如何在n较大但又没有大到满足“近似正态分布”时处理n变量求和的方式。

强调一下我们的格言：“统计学不是标准。”提出该统计量旨在描述标准是什么样的，并从统计置信度的角度衡量偏离标准的程度。


8.2　统计量

定义8.1（κ统计量）

假定[image: ]为均值有限的独立同分布随机变量，[image: ]令[image: ]为部分项求和，令[image: ]为相对n变量均值的期望平均差。可以定义从n0开始的n个额外求和量带来的收敛“速率”：

[image: ]

对于n=n0+1，我们可以直接用κn0表示。

另外，对于κ(n0,n)，和“局部”利率类似，我们可以将其分解为“局部”中间值的和：

[image: ]

平均差的使用　注意，我们使用的测度是对均值的平均绝对偏离，这里为了适用方差无限的情况使用了L1范数——实际上即使方差有限，在幂律分布下，样本的二阶矩地不稳定且缺乏意义，而平均差是鲁棒性更好的指标。（除了峰度等于3的高斯分布，平均差一般都更“有效”，[237]中有更多的相关讨论，[187]中列举了平均差的其他优点。）

表8.1　双变量求和的Kappa，κ1

[image: ]

[image: ]


8.3　收敛性基准，稳定分布类

定义8.2（[image: ]类分布）

随机变量X满足[image: ]类幂律分布（正规变换）的定义如下：

[image: ]

这里～表示随着x→∞，左项和右项比例的极限趋于1。[image: ][image: ]是缓变函数，对任意k＞0，有[image: ]，常数项α＞0。

下面我们取相同的参数，定义同分布随机变量之和的吸引场。

定义8.3

（[image: ]类稳定分布）随机变量X遵循稳定（或α稳定）分布，可以符号化地写为[image: ]，特征函数需要满足下列形式：

[image: ]

相应地，我们定义稳定分布参数[image: ]

[image: ]

下面我们进一步讨论[image: ]类分布。

8.3.1　稳定分布的等价表述

对于所有的n0和[image: ]的[image: ]类稳定分布都有：

[image: ]

上式来自如下性质：

[image: ]

因此，在高斯分布时，[image: ]。

这样一来，n变量求和的前渐进问题可以降级为：

·n0=1时（或者从求和分布自身开始）分布的性质是什么？

·n0个变量的和分布性质如何？

·[image: ]的方式是什么，速率如何？


8.3.2　样本充足率的实际置信度


置信区间：简单来看，κ越高，置信区间取值就越不足。对于任何κ大于0.15的分布，其求和“近似于正态分布”的可信度极低。由此我们可以质疑大量研究肥尾的论文。



例如，表8.2的计算为比较不同参数的不同分布提供了示例（我们对比了不同参数的帕累托分布，对称学生T分布以及κ为0的高斯分布）。

表8.2　主要结果总结

[image: ]

表8.3　比较帕累托分布和学生T分布（尾部指数α相同）

[image: ]

正如本章介绍的那样，统计推断需要的样本量是由求和量n决定的。然而，大家常常罔顾这一点而误用大数定律。因此，我们需要一个和样本量有关的严谨统计量。

很多领域（尤其是金融领域）的学术论文直接将有限方差当成肥尾分布的二元分类边界[99]：因此将尾部指数大于2的幂律分布也归为“高斯族”，从而在应用中直接使用方差这样的统计量。但实际上，在金融领域，更自然的边界条件是期望有限[229]。因此Kappa统计量有如下价值：

令[image: ]为一系列均值为µ、尺度为σ的高斯变量，令[image: ]为一系列其他分布变量，通过尺度重整使两者的[image: ]相同，也即[image: ]。我们需要考虑的是给定ng下nv的取值。


κn不仅可以表征大数定律下的收敛速率，还可以描述κn→0时，分布求和的中心极限定理相对于高斯分布的偏离程度，如图8.2所示。



[image: ]


[image: ]
图8.3　对数正态分布在σ较小时和高斯分布类似，但之后会迅速表现得像幂律分布。这也有助于大家理解，关于财富分布是对数正态（吉布拉）还是帕累托（齐普夫）分布的争论实际上没有显著差异。


[image: ]

上值可以通过下面的公式，按照高斯分布的κn=0，目标分布的κn，通过简单的近似逆推求得：

[image: ]

这个近似归因于收敛缓慢。比如，一个自由度为3（α=3）的学生T分布需要120个观测值才能使均值调整后的方差（也即置信区间）下降到高斯分布30个样本时的状态，也即对应4倍的数据量。同样，尾部指数α=3的单尾帕累托分布需要543个观测值才等价于30个样本的高斯分布，是学生T分布的4.5倍。这样一来可以看到：（1）从统计意义上讲，方差的有限性并不表示肥尾；（2）尾部指数也不是一个好的比较指标；（3）对称学生T分布和帕累托分布不等价的原因是，学生T分布的“钟形形态”（来自缓变函数）抑制了分布中心的偏差。

同时，我们也可以得到一些反直觉的结论。根据公式8.8，大家所熟知的80/20法则，其尾部指数α≈1.14，需要比高斯分布多109的样本量。


8.4　数量化效应

8.4.1　非对称分布的一些奇异特性

当稳定分布有偏的时候，其κ指数依然可以和对称分布保持一致（换句话说，κ对公式8.4中的β参数是不变的，在求和时保持不变）。但是按照我们的定义，单尾帕累托分布会比等价的对称帕累托分布更肥尾。

因为在现实生活中，我们根本无法观察到稳定分布，稳定分布只存在于理论数学的研究中，但帕累托分布很常见。这一点在现有文献中还没有很完善的总结。乌柴金和佐洛塔廖夫[257]就用一个稳定分布替换了一个帕累托分布。

曼德博提出，使用极值稳定分布（对应β=1）来描述日常经验法则比使用齐普夫-帕累托分布更可取。而从后续诸多理论和出版文献中可以看出，曼德博的思想得到了越来越广泛的认可。人们希望通过这种方式，在数学模型的框架内确认经验性原则，同时厘清这些原则的形成机制。

但这两个分布不是一回事，哪怕经过很大的n求和之后，两者也完全不同。


8.4.2　学生T分布向高斯分布的收敛速率

在附录中，我们通过α=3时学生T分布的解析解（也是金融领域常出现的“立方”分布），展示了速率为κ时，求和趋向0的收敛速率为[image: ]。这样一来就补充了布绍和波特[28][214]的结论（得到学生T立方分布在n变量求和时，和分布密度函数伪解析式）。他们的方法是观察极限分布的尾部性质，将密度近似为高斯分布的定为“高斯分布区”，将保留幂律尾的定为“幂律区”。两个区域的“交叉”分布沿中心以[image: ]标准差的极慢速度移动。实际上，我们可以预期更多求和会使结果倾向于落在分布中心，而非落在边缘。所以，根据概率密度函数在中心和尾部的不同分配模式，中心极限定理的收敛速度会由此产生差异。

后续我们会继续探究从帕累托分布到列维稳定分布的收敛情况，该研究方向目前只有数值解。


8.4.3　对数正态分布既非薄尾，又非肥尾

正如我们在图8.2中所见，参数σ越小，对数正态分布表现得越像高斯分布，而当σ很大时，其行为更像某种柯西分布（单尾柯西分布，α=1，β=1的稳定分布），此时的κ更接近1。这一点为以往随机变量属于帕累托分布还是对数正态分布的论辩提供了新思路，比如关于财富分布的讨论[162][53][54]。实际上，在真实世界的应用场景中，这种论辩毫无必要。正如P.西里洛[44]看到的，很多时候帕累托分布只是方差较大的对数正态分布，而实际产生的统计效应差异却比想象的要小得多。


8.4.4　κ可以为负吗？

正如混合高斯分布（随机均值而非随机波动率模型）的峰度可以小于3一样（或者按照峰度相对于高斯分布的测度，减去3为“负值”），κ统计量在峰度为“负”的时候也可以为负。这种情况对应双模型分布（即在固定方差的情况下概率化均值，用均值变化替代标准差变化形成不同的叠加模型），在单模型分布中该情况不会出现。

推导细节见附录。


8.5　效应总结

总结一下，极限定理（大数定律和中心极限定理）考量的是n→+∞时的行为，而我们考量的主要是有限n在较小和较大时的行为。

由此我们可以给出实践中的几种影响。

8.5.1　投资组合的伪稳定性

自然，上述方法也可以用于构建投资组合，向投资组合中添加证券追求分散化和对样本增加观测追求统计显著性，两者的“稳定化”效应非常类似。“需要多少数据？”也可以说是“需要多少只证券？”。显然，现代金融学中的马科维茨配置方法[166]只在κ接近0时有效（马科维茨本人似乎并没有用这种方法构建他的投资组合[178]）。而在实践中，人们会采用带凸性的指标，否则会低估尾部风险导致“爆仓”，就如以投资组合理论为指导的著名对冲基金“长期资本管理”在1998年发生的事[236][250]。

之前我们说过，帕累托80/20分布需要比高斯分布多109量级的样本量。同样，这样收益分布对应的投资组合风险会比现代投资组合理论高8个数量级。按照这样的推理，在构建组合时，人们需要更多的投资标的。

同时，我们也知道，哪怕峰度这样的简单标准来自[228]，我们也无法找到尾部薄如高斯分布的金融资产。也就是说，马科维茨的投资组合配置方法绝对不是最佳模式。在实践中，股票投资顾问会相对聪明地采用1/n的方式来配置，而行为金融学家将其错误地归类为“行为偏差”（错误归类是指虽然该现象存在，但并非一种“偏差”，恰恰相反，是研究人员使用了错误的工具，而非决策者犯了错误）。比如贝纳茨和塞勒[18]认为，这种“过度分散化”的行为模式偏离了最优投资方法，他们（在[16]中）描述道：当面对n个投资选择时，将资金平均分配到各个机会上，我们将这种方式称为“1/n法则”。但是，额外增加分散化和标准配置方法一样有效（见[265][62]温德克利夫与博伊尔对此的评论）。简言之，等权配置的投资组合在一系列指标上都优于标准普尔500指数。但即使是后两篇批评论文也没有考虑到肥尾效应的全部特性，这一点我们可以给出更精确的解释。图8.4展示了和马科维茨相比的投资组合效应。

这种错误归类的偏差导致政策制定者“助推”人们采用错误的配置方法[236]，从而让大家的投资组合增加了数倍的风险。

再多评论几句金融领域投资组合的风险。标准普尔500指数的κ值约为0.2，但要考虑到它本身就是n=500的一篮子证券，即便证券之间有相关性，且相对稳定的股票所占权重更高，κ也不低。而单一股票的κ值介于0.3和0.7之间，这意味着投资者必须采用“过度分散化”的资产配置模式。

同样，κ指标在数据预测和处理方面为我们提供了一些指导。比如，预测需要多少样本，以及我们需要多少年的数据才能证明气候条件“发生了变化”，等等，见[160]。


[image: ]
图8.4　为什么1/n法则有效：如果想要降低马科维茨组合的理论风险，我们需要在组合中加入远远超过当前数量的证券。为了简化，我们假设这些证券互不相关，实际上它们并不是独立的，这使得上述效应更加显著。



8.5.2　其他领域的统计推断

目前我们只考虑了单变量分布，在高维空间中，一个潜在的研究领域是极端肥尾多元分布的等价表达。这里的样本量无法通过马尔琴科-帕斯图尔分布（又名威舍特分布）来获取，因为在这种情境中，增加变量数目无法移除随机矩阵的噪声。


8.5.3　最终评述

正如我们一直强调的，“统计学不是标准”，但是我们可以找到一种合适的方法来衡量和标准偏离得有多远。


8.6　附录、推导和证明

这里我们放上了一些推导。

8.6.1　立方学生T分布（高斯族）

本书格外关注自由度为3的学生T分布，它在金融领域非常流行[99]。因为方差有限，它经常被错误地近似为高斯分布，但这对我们了解它的收敛速率毫无帮助。曼德博和塔勒布[165]指出，立方分布的求和极限更像幂律分布，这里可以通过和分布的PDF解析式给出证明。

假设X为概率密度函数为p（x）的随机变量：

[image: ]

命题8.1

令Y为X1,X2…Xn（也即n个同样的变量）的和，令[image: ]为n个变量求和的平均绝对偏差。收敛的“速率”[image: ]为：

[image: ]

这里[image: ]是缩写的伽马函数[image: ]

因为平均差[image: ]

[image: ]

可以进行如下推导，对PDF和MAD我们采用不同的路径。

由n变量求和的特征函数：

[image: ]

可以得到随机变量Y的PDF：

[image: ]

经过艰苦的整合，我们得到公式8.11。此外，由于下面的结果在文献中没有出现，我们有一个有用的结果，即Y的PDF可以写成：

[image: ]

这里[image: ]是指数积分[image: ]

根据性质（来自阿布拉莫维茨和斯特根的新研究）[69]，

[image: ]

对渐进性我们有如下结论（由米哈伊尔·卢拉基斯提出）：

[image: ]

更进一步有：

[image: ]

（从泊松分布随机变量Xn求和收敛到高斯分布的中心极限定理可得：[image: ]因为n个参数为1的泊松分布求和等于参数为n的泊松分布，由中心极限定理又有[image: ]趋向标准正态分布。所以，当n→∞时，[image: ]。[1]或者用另一种方法，[image: ]，见[179]中的证明。）

通过极限性质[image: ]，我们可以得到如下渐进性质：

[image: ]

所以κ以[image: ]的极慢速度趋向0（此时均值为高斯分布）。按照曼德博的说法，哪怕求和数量达到106，也无法将渐进行为描述为高斯分布[165]。



[1]来自数学讨论社区，罗伯特·伊斯雷尔。


8.6.2　对数正态分布

从n变量求和的行为来看，我们在σ较低的时候可以观察到求和分布偏向于高斯分布，而在σ较高的时候偏向于对数正态分布，在两种情形下我们都可以清晰地求得κn。

对数正态分布（参数为µ和σ）的特征函数没有表达式，但是我们可以通过递归得到i变量求和的Ki。对于同样的随机变量Xi，有[image: ]

求和累积量：

[image: ]

我们可以直接从累积量/矩的表达式证明：

[image: ]

这样一来就明确了κ的下边界。

令[image: ]为对数正态分布在和分布依然保持对数正态特征时的κ，一阶矩和二阶矩相同，我们有：

[image: ]

探索尝试　在下面不同的探索方法中，我们会通过两步看到：（1）在

较高σ条件下，大数定律会变慢，[image: ]

卢拉基斯证明　在较高σ条件下，κ1,n的上界逼近1，这里我们可以简单总结一下米哈伊尔·卢拉基斯[1]的正式证明。从[image: ][image: ]开始，f(.)为概率密度函数，m为均值，[image: ]是生存函数，从而有[image: ]假设[image: ]或[image: ]这里Z为标准正态变量。[image: ][image: ]可以得到[image: ]。通过亚指数性[196]，[image: ]。所以[image: ][image: ]且第二项趋于0（霍尔德不等式）。

跳过一些中间步骤，我们能得到[image: ]，同时又要满足边界条件[image: ]，因此，对于σ→∞，[image: ]，也即[image: ]

采用皮尔逊族的计算方法　为了方便计算，在参数σ不大的时候（小于0.3），我们可以近似地采用皮尔逊族的计算方法。虽然对数正态分布本身并不属于皮尔逊族分布（属于正态分布，但作为近似计算依然可行）。直观地说，在σ较低的时候，因为大偏差不存在，前四阶矩已经足够了。而在σ较高的时候，保留对数正态分布才是正确的方式。

皮尔逊族分布的相关资料较多，因为其在信息论等领域也有一定的应用。对于对数正态分布的求和可参考聂和陈的论文[180]，对于皮尔逊IV分布参见[41][65]。

皮尔逊族要求尺度调整后的分布密度函数满足如下条件：

[image: ]

可以看到，在皮尔逊族内，a0、b2等参数确定了分布，也即皮尔逊IV分布。最终我们可以得到平均差的解析式，为n、σ、µ的函数。

令m为均值，迪亚科尼斯等人[67]使用了一个棣莫弗和苏祖基用过的老方法[221]，使用[image: ]加分部积分的方式，可以得到平均绝对偏差的解析解。

[image: ]

我们使用n个对数正态变量的和来拟合对应参数，令[image: ][image: ]，我们有：

[image: ]

多项式展开　其他的方法对获取κn的帮助不大，如Gram-Charlier展开式，如施莱赫[210]和比利[14]等。在σ较高的时候，随着我们加入高阶多项式，近似变得不太稳定，可参见迪弗雷纳的评论[70][71]。



[1]卢拉基斯的论文为启发式推导提供了正式的证明。


8.6.3　指数分布

指数分布是“入门级”肥尾，处于薄尾和肥尾的边界。

[image: ]

对[image: ]求和，由卷积公式[image: ][image: ]，通过递归可以得到：

[image: ]

也即伽马分布，由此可以计算n变量求和的平均差：

[image: ]

所以：

[image: ]

我们可以看到，虽然指数分布处于亚指数的边界，但其渐进行为也很缓慢（和学生T分布类似）。

[image: ]


8.6.4　负Kappa和负峰度

假设我们考虑均值和方差都在不同状态间游走的高斯分布，一种最简单的情况是以[image: ]的概率属于分布[image: ]，同时以[image: ]的概率属于分布[image: ]


[image: ]
图8.5　A.3中的负峰度和对应的Kappa统计量。


在这种情况下，如果按照双模型µ1和µ2不同，联合分布的尾部可能比高斯分布还薄。如果两者相隔几个标准差，效应就会变得更加显著。这里令d=µ1−µ2，σ=σ1=σ2（此时峰度最小）。

[image: ]

µ1−µ2的差值越大，κ值就会负得越厉害。

下一部分

接下来，我们会采用一些基础的分析手段来衡量标准普尔500指数的幂律性质。我们也会展示从样本简单估计尾部和用极大似然参数估计，再外推尾部性质的方法的差异。


第九章　极值和隐藏尾部*，†[1]


当数据服从肥尾分布时，会有一部分分布不体现在过去的样本中，也即被“隐藏起来”。因此，过去的极值（极大值或极小值）并不是未来极值的良好预测指标——破纪录的事情总会发生。用过去的最高水位来预防洪水是非常天真的行为。第三章曾提到卢克莱修谬论，我们也可以用如下方式阐述：只有傻瓜才会认为世界上最高的山峰和最长的河流是他见过的那些。

在本章中，我们会先介绍极值理论，之后聚焦于其在肥尾上的应用。当数据满足幂律分布时，首先可以推导出n个观测极大值的分布。我们也会具体展示幂律分布变量的最大值吸引域（MDA）是如何渐进趋向弗雷歇分布的。

更一般地讲，极值理论为极值的严谨处理和样本外推创造了条件。我们在介绍“隐藏均值”的时候会给出示例，同时也会看到传统风险管理文献中对应存在的诸多谬误。






[1]阐述章节（带有一些研究内容）。《物性论》卢克莱修。我们知道，这条河是伟大的。不可能看到比它更伟大的事物，绝不可能。无论是树木、人类，还是各种各样的东西。可以看到，最伟大的事物已经终结于此。



9.1　极值理论简介

假设X1,X2…Xn是相互独立的帕累托分布随机变量，其概率密度函数（CDF）为F(.)


[image: ]
图9.1　卢克莱修，罗马哲学家和诗人。


我们可以精确地表示随机变量最大值（或最小值）的分布。n个变量最大值的CDF为：

[image: ]

对应所有随机变量x都不超过Xmax的概率。PDF则是公式9.1的导数：[image: ]

极值分布关注的是随机变量的极大值，x→x∗，x∗=sup{x:F(x)＜1}（分布的右“端点”）所归属的吸引域[116]，可以表示为：

[image: ]

这里[image: ]代表以概率形式收敛。那么核心问题来了，x∗服从怎样的分布？从工程师的视角出发，我们可以接受之前公式9.1的表示形式，但如果有耐心和算力，我们也可以借助数值方法完整地测试其统计性质，这也是处理渐进性的唯一方式，从而回答“当n较小，x尚未逼近x∗时会发生什么”。

了解渐进状态下的结构对统计研究非常有意义。

费雪-蒂皮特-格涅坚科定理的定义如下（恩布列切等[82]，德哈恩和费雷拉[116]）。假设存在一系列“归一化”常量an＞0和bn∈R，使：

[image: ]

这里ξ是极值指数，管理分布的尾部行为。G被称为广义极值分布（GED），由ξ=0、ξ＞0和ξ＜0定义的子族分别对应耿贝尔、弗雷歇和韦布尔分布三个子类。

[image: ]

Mn分布具备指数型尾部。

[image: ]

如之前所示，Mn分布有着幂律类型的右尾，α＞0。

[image: ]

此时Mn分布的右侧定义域有限（定义域存在最大值边界），同样α＞0。

9.1.1　各类幂律尾如何趋向弗雷歇分布

如果用工程师而非数学家的方式思考，根据现有的帕累托分布和弗雷歇分布，我们可以观察两者是如何趋近的，也即从幂律尾的渐进性质推导出弗雷歇分布。

我们采用的推理方式适用于所有的帕累托尾变量，只需要缓变函数近似于一个常量的点——“卡拉玛塔点”。

帕累托分布的CDF如下，假定下界和尺度均等于L，尾部指数为α：

[image: ]

因此n个观测极大值的PDF为：

[image: ]

而弗雷歇分布的PDF为：

[image: ]

下面考虑x“非常大”时的情况，此时两个函数值相同，[image: ][image: ]

[image: ]

对于“较大”的x，可以相应地近似采用β=Ln1/α。公式9.5向我们展示了尾部α是如何在分布变换中保持不变的。


性质4

独立同分布随机变量极大值分布的尾部指数和变量自身的尾部指数相同。



现在，在实践中，图9.2告诉我们可以在“哪里”使用此近似。


性质5

我们可以拟合出幂律尾极值的精确渐进形式。




[image: ]
图9.2　幂律极大值的精确分布和弗雷歇分布的CDF比值。我们可以直观地看到两者的相似性，以及x如何趋近最大吸引域。这里α=2,L=1。PDF的比值结果与左图类似，而高斯分布的性质明显不同，后面会展示两者的差异。



9.1.2　高斯分布的情形

上面弗雷歇分布相对比较简单，因为幂律的定量表达非常清晰，很容易推导极限情况的参数。而对高斯分布和其他分布来说，需要用分层函数对归一化常量an和bn做更多的近似和推导。这里费雪和蒂皮特[94]的论文已经告诉我们，“从正态分布出发，趋向极限分布的速度极慢”（被加索尔等人引用[101]）。


[image: ]
图9.3　高斯分布的行为，和幂律不同，高斯分布很难找到好的参数化方式。y轴代表n变量最大值分布和参数化EVT的CDF比值。



[image: ]
图9.4　和图9.3相同，但展示的是PDF的比值。我们不太可能通过这样的方式对尾部做良好的近似。


下面我们会基于[120]和后续的研究，进一步观察高斯分布的归一化常数项。

考虑公式9.2中Mn=anx+bn，假设Mn服从极值分布EVT（CDF为[image: ]，是耿贝尔分布极小值的镜像分布，假设[image: ]服从CDF为[image: ]的耿贝尔分布，然后对分布做−Mn变换即可）。[1]参数化之后Mn的CDF为[image: ]

为方便起见，近似如下﹝恩布列切等人[82]提出[image: ]的第二项只在n很大时有意义，该近似的速率为[image: ]﹞：[image: ]，同时[image: ]erfc−1是互补误差函数的逆函数。


[image: ]
图9.5　高水位线：1910年巴黎大洪水时的最高水位值。显然，我们应该考虑到未来的水位可能会突破该值，而合理的风险管理方案是，按照估算的未来极大值会超出“多少”来设定保护措施。我们永远都在重复卢克莱修谬论。



性质6对于尾部性质和尾部风险，最好的方式是直接从n个高斯变量的精确分布出发，我们可以写出标准高斯分布F(g)最大值的CDF：

[image: ]

其中erfc是误差函数的补函数。





[1]我们遵循惯例用耿贝尔分布计算极小值，用合理参数化调整后的EVT来计算极大值。


9.1.3　皮克兰兹-巴尔克马-德哈恩定理

超出某值的条件分布函数在概率密度上等价于超出偏差的“林迪”条件期望[116，190]，我们会在第十六章进一步使用这一概念。

假设有一个随机变量X，其分布函数F未知，我们想要估计X在某个阈值u之上的条件分布函数Fu，定义为：

[image: ]

其中[image: ]，这里x∗是基准分布F的右端点（有限或无限）。那么存在可测函数σ(u)使得：

[image: ]

左边相反，[image: ]是广义帕累托分布（GPD）：

[image: ]

如果ξ＞0，此时G.,.为帕累托分布，如果ξ=0，如上所示，G.,.为指数分布，如果ξ=−1，G.,.是均匀分布。

该理论允许我们对超出某值的情形进行统计推断。在第十六章中，我们会进一步讨论其在战争和暴力趋势分析中的应用。


9.2　幂律分布看不见的尾

假定Kn为n个独立同分布幂律随机变量的极大值，Kn=max(X1,X2…Xn)，φ(.)为分布的概率密度函数。我们可以将矩分解为两部分，其中一部分为K0之上的“隐藏”矩，如图9.6所示。

[image: ]

这里µ0是分布可见的部分，而µK是隐藏的部分。

基于归一化的经验分布φe：

[image: ]


[image: ]
图9.6　K之上的p阶矩。


拉东-尼科迪姆导数：

[image: ]


[image: ]
图9.7　对不同的尾部指数α，隐藏均值占整体均值的比例。


命题9.1

假设随机变量X的生存函数在某个点可以令人满意地近似为常量，也即[image: ]，该点为K∗。


[image: ]
图9.8　在不同的样本大小n下，隐藏均值占整体均值的比例。


在K＞K∗的假设下，当存在n个样本时，隐藏矩µK,p的分布概率密度函数为[image: ]

[image: ]


在K＞L＞0时，分布在K以上的p阶矩期望可以表示为：

[image: ]



我们可以看到，样本生存函数的分布（也即p=0）属于指数分布，PDF为：

[image: ]

因此，只和n有关，经验分布超出某值的概率并不依赖于肥尾程度。

为了计算均值，我们只需要做一个随机下界K＞Kmin的积分：

[image: ]

对于完整分布gn,p,α(z)，我们先将帕累托分布的均值重整为尺度L，因此Kmin=L。

通过换元法进行标准变换[image: ]就可以得到上述结果，其中弗雷歇分布的PDF为[image: ]


[image: ]
图9.9　对于不同样本数量n，隐藏均值的占比（按标准差计）。


9.2.1　和正态分布对比

对于PDF为[image: ]的高斯分布，[image: ]和之前类似，在不使用耿贝尔分布（极值理论或“镜像耿贝尔分布”）的条件下，我们可以从标准高斯分布的CDF直接推出最大值的精确分布F(g)：

[image: ]

erfc为误差函数的补函数。

在p=0时，“看不见的尾”的期望[image: ]

[image: ]


9.3　附录：经验分布的经验有限

人们对于非参经验分布存在一个常见的误解，认为不管基础分布如何，哪怕底层分布服从肥尾分布，随着n增大，累积经验分布在频率上的误差都会是高斯分布（假设定义域无界）。因为CDF（或生存函数）都是在[0，1]上的分布，由顿斯科定理，序列[image: ]在分布上收敛于均值为0、方差为F(x)(1−F(x))的正态分布（Fn为n变量求和的样本CDF或生存函数，F为实际CDF或生存函数）。而通过格利文科-坎泰利定理，我们甚至可以找到更强的收敛形式。

正是因为存在如此显著的性质，大家才会假设分布收敛的尾部性质和分布本身无关。而且在极端情况下，经验分布CDF和生存函数的方差F(x)(1−F(x))还会下降，更是加深了这一误解。但不同于概率，尾部的极端收益却不一定如此。


[image: ]
图9.10　从另一个角度审视基础概率谬误。所谓的“基础概率”实际上是一种基于历史极值的经验性评估，正如在[227]中，罗马诗人卢克莱修在《物性论》中认为，世界上最高的山峰是自己过去见过的最高山峰。左图内容在和作者沟通后以“未经允许”的方式引用。


从极值性质来看，如果将概率乘以尾部偏差，真实的尾部误差会大大增加。

对美国的股票市场指数来说，如图9.11所示，经验分布会导致尾部收益的低估程度比正常值高5～70倍。第十一章我们会再次讨论二元和连续收益，并比较在肥尾机制下人们对真实世界概率和收益的混淆。


[image: ]
图9.11　该图展示了尾部CVar风格的测度和平滑后经验分布的相对比值。虽然经验分布方法号称拥有“经验”，但在极端尾部，该方法对收益的低估程度比正常值高70倍。



B　增速和结果并非同类分布


作者和帕斯奎尔·西里洛的共同研究揭示了流行病（瘟疫）的致死率服从幂律分布，并且尾部指数显著小于1。也就是说，该分布所有的信息都集中在尾部。因此，除非在某种情况下我们可以忽略总体无条件统计量（比如证明“这次不一样”），否则就不该基于点估计或分布期望来进行风险管理。

由此带来以下悖论：Xt是t0和t之间的死亡人数，服从均值未定义的帕累托分布，但其指数增长率不是同类分布！增长率会服从薄尾类分布，如指数分布等。



西里洛和塔勒布（2020）[48]的论文通过极值理论揭示了流行病的死亡人数XT（定义为未来T时刻的死亡人数）服从α＜1的幂律尾分布，其生存函数[image: ]。如果我们用L的最小值来简化上式，L(x)～L，可得生存函数：

[image: ]


B.1　谜题

考虑一般情况下的模型，

[image: ]

rs是瞬时增速，将该分布归一化到L=1后，我们可以证明如下结论（假设Xt具备公式13.13的生存函数）：


定理1

如果r的定义域为(−∞,∞)，那么其增长率ρ=r(t−t0)的PDF ϕ可以参数化定义为：

[image: ]

这里的[image: ]

如果r的定义域为(0,∞)，那么PDF ϕ为：

[image: ]



这里我们得到的是指数分布或双指数分布（拉普拉斯分布）。


评论7

给我们的启示：不能在增速r和XT之间做简单的性质类推，因为只要r有很小的误差（不为0），在指数变换的过程中，误差就会出现爆炸式增长。



反之同样成立：如果r服从指数分布，则根据公式13.13，XT一定服从帕累托分布。

[image: ]

可以通过换元法简单推导如下：令r服从密度函数φ的分布，定义域为(a,b)，在标准情况下，u=g(r)服从的新分布其密度函数满足：

[image: ]

定义域为[g(a),g(b)]。


B.2　瘟疫的分布极度肥尾

从图B.2中我们可以看到，无论怎样选择样本子集，拟合后我们都会得到α很小的幂律分布。在有关极值理论的论文[48]中我们也用了相同的数据，该图预先给出了分析结果（此图不在论文中）。这是我们见过的最小的尾部指数。这意味着，在医药领域推进流行病学研究的同时，政策制定者必须用极值理论进行决策，或者简单地依靠预防性原则——也就是说，在成本仍然可控的时候尽早切除癌变组织。[1]


[image: ]
图B.2　从历史上60次最大的瘟疫中随机选取一半，按照当今人口进行数据归一化，可以看到，分布尾部的帕累托性和相应参数的鲁棒性都很好。虽然通过极值理论得到的尾部指数会稍高一些，但依然远小于1。这也是作者在职业生涯中见过的最小的尾部指数。




[1]在制定政策的时候，依赖于单点预测是一个严重的错误。实际上，正如第十一章所述，使用生存函数进行预测总是错误的，在结果二元的条件下，遵循“科学研究的范式”来预测显得荒谬可笑。


C　大偏差理论简介


最近有关该领域的研究文献迅速增多，让我们跟随它们一起回到克拉默界问题。在章节3.1中，身高与富有异常值背后的边界逻辑是，在某些条件下尾部事件发生的概率会呈指数式下降。这也是风险管理领域的核心要素，如之前提到的灾难原则，尾部呈指数式下降是分散化有效的必要条件。



大偏差理论可以帮助我们理解尾部行为，同时能让我们理解事物为什么在薄尾条件下不会崩坏，更重要的是，为什么在肥尾或不满足克拉默条件的时候会崩坏[118]。

假设MN为N个同分布随机变量的均值，当N很大时，考虑尾部概率：

[image: ]

这里I(.)是克拉默函数或速度函数（瓦拉丹[260]，登博和泽图尼[59]）。如果我们知道X的分布，那么通过勒让德变换，[image: ]是累积量生成函数。

函数θ(x)的行为可以告诉我们，单个事件在整体收益中的贡献（它可以和克拉默条件联系起来，需要分布存在指数矩）。

伯努利变量的一个特例是切诺夫界，它严格限制了该类离散变量的边界。


C.1　简单示例：切诺夫界

二元收益有着非常严格的边界。令[image: ]为一系列独立的{0，1}伯努利试验，其中[image: ]。这些变量的和[image: ][image: ]，期望[image: ]，定义δ为“与均值的距离”，根据切诺夫界：

[image: ]

让我们计算一下，抛n次硬币正面朝上的概率比实际均值高50%。这里[image: ]，也即对n=1 000，其概率为每1.24×1018次会有一次正面朝上。

证明　由马尔可夫界我们有：[image: ]，这里我们将X替换成某个正函数g(x)，因此[image: ]。下面会用g(x)=eωX代入此性质。

考虑(1+δ),δ＞0作为“与均值的距离”，因此对于ω＞0，

[image: ]

[image: ]，根据停时的独立性，得到[image: ]

我们有[image: ]

[image: ]

替换公式C.1可得：

[image: ]

我们可以通过调节ω来收紧边界，调节不等式右边使其取最小值。由[image: ]可得ω∗=log(1+δ)。

从而得到边界：eδµ(δ+1)(−δ−1)µ。

霍夫丁[130]对切诺夫界进行了扩展，将边界从伯努利变量扩展到所有独立随机变量。


D　帕累托性质拟合


[image: ]
图D.1　伟大的本华·曼德博将统计分布和分形几何通过在所有尺度上的自相似性联系在一起。当人们让他解释自己的理论时，他回答“rugosité”，意思是“太难了”——他花了五十年才发现这是他的专长。（图为沃尔夫冈·拜尔创作的海马，来自维基共享资源。）


我们先进行一些回顾。

定义D.1（幂律分布类[image: ]）

随机变量[image: ]满足缓变函数分布类[image: ]（帕累托尾或幂律尾）的条件是，其生存函数（这里可以取变量的绝对值）以固定的指数α或α′渐进下降，也即

[image: ]

（右尾）或

[image: ]

（左尾）

这里α,α′＞0，L:(0,∞)→(0,∞)是缓变函数，定义为对所有的k＞0：

[image: ]

值得庆幸的是，参数α服从倒伽马分布，且求和后迅速收敛到高斯分布，不需要很大的n就能进行较好的估计。在图D.2中我们可以看到两者在拟合时的差异。


[image: ]
图D.2　对于α=1.2的帕累托分布，对比105个样本均值的蒙特卡罗模拟（方法1和方法2，黄色）和极大似然均值估计（方法3，蓝色）在n=100和n=1 000时的差异。我们可以看到，MLE对分布的近似更为可靠。我们也可以测试估计偏差，因为数据有偏，方法1和方法2会低估样本均值，我们需要107量级的数据才能降到和方法3相同的误差。


正如我们所见，所谓方差有限的幂律分布实际上存在问题。我们在第八章会看到，方差有限并不起什么作用。


D.1　样本尾部指数的分布

考虑标准帕累托分布随机变量X，PDF满足：

[image: ]

假定尺度重整后L=1。

其极大似然函数是[image: ]。最大化极大似然估计函数[image: ]。下面令[image: ]，通过特征函数可以得到平均对数分布：

[image: ]

也即伽马分布[image: ]的特征函数。标准结果为[image: ]服从倒伽马分布，密度函数如下：

[image: ]

无偏估计　因为[image: ]们可以选择另一个无偏随机变量[image: ]，尺度重整后的分布密度函数为[image: ]

在α＞1时截断　因为[image: ]时分布的均值不存在，所以我们将分布的参数限制在[image: ]。当前我们的样本估计量存在下截断，也即以[image: ]为截断点，严格大于1，[image: ]，或者[image: ][image: ]，因此，大于1的尾部指数分布为：

[image: ]

我们可以从图D.2中看到，在单尾帕累托分布条件下，通过尾部α的“插入式”均值可能是一个更好的拟合方法。


第十章　“事实就是这样”：标准普尔500指数分析†[1]


本章是对标准普尔500指数历史数据的诊断研究，我们会通过一系列测试逐步展开其统计图像。显然，标准普尔500指数的收益率服从幂律分布（同时还有一些额外的复杂因素，如向上和向下的不对称）。按照之前的介绍，在这种情况下，绝大多数常规统计分析方法都会失效。我们研究的主要方向有：

·不断延长时间窗口，观察样本累积峰度的行为

·观察不同K值下，条件期望[image: ]的行为

·极大值比率图（MS图）

·回撤情况（某时间窗口内的最大下行量）

·极值与破纪录情况，观察极值的出现是否独立



通过这样一系列研究，我们可以确定的是，所有定义在二阶矩上的分析在方法论和实际应用中都不成立，比如现代投资组合理论（MPT）、因子分析、GARCH模型、条件方差和随机波动率等。




[1]本章基本上以图为主，文字为辅，主要论点都以不收敛的形式体现在图中。




10.1　帕累托性和矩

问题定义正如序言所述，认知从薄尾转向肥尾不是改变裙子的颜色那么简单。金融和经济学领域的寻租客只会说，“我们知道这是肥尾分布”，但他们根本不理解，当大数定律作用速度很慢的时候，样本均值和高阶矩远远达不到统计意义上的有效（同时他们也不理解遍历性）。这也使得投资行业存在大量的无效分析。

帕累托性可以清晰地定义为，分布的某些高阶矩不存在，表现上就是分布缺乏大数定律的收敛效应。


[image: ]
图10.1　在log-log图上直观表示帕累托性，横轴代表收益率，纵轴代表生存函数。假设我们移除1987年崩盘的数据点，剩余数据可能适用于对数正态分布或幂律类以外的肥尾类分布，因为其生存函数终端的斜率（尾部指数）趋于无穷，在图上以接近垂直的斜率下降。但正如老话所说，一切只需要一个单一事件……



评论8

假定：

（1）正规变化类分布不存在比α更高阶的矩，更精确地讲：

·如果p＞α，且p为偶数或分布定义为单尾，则[image: ]

·如果p为奇数或分布定义为双尾，则[image: ]无定义

（2）正规变化类之外的分布各阶矩均存在，[image: ][image: ]

[image: ]未定义或为无限大[image: ]



下面我们来看检验矩“无穷大”的方法。对于证明矩无穷大，很多人会感到困惑，因为在给定测度下，任意样本的矩都是有限可测的。这里我们需要检验的是矩的不收敛性，假设[image: ]为加权p-范数：

[image: ]

我们有幂律分布的性质：

[image: ]

提问　为什么分布一旦属于幂律尾[image: ]，就会证伪绝大多数使用L2范数的方法？

简单来说，即使四阶矩不存在，在无穷大高阶矩的条件下，方差二阶矩本身的方差也为无穷大，这样一来我们就会陷入之前看到的抽样问题：假设幂律分布的α接近1（尽管略高于1），在三阶矩无限的情况下，虽然均值存在，但永远无法被观测到。而我们观测到的样本二阶矩不能提供有效信息，因为它几乎永远无法收敛到真实值。


10.2　收敛性测试

收敛法则可以帮助我们排除某些类型的概率分布。

10.2.1　测试1：累积样本峰度

如果分布的峰度存在，随着时间尺度的不断延长，最终数据就会收敛于高斯分布。因此，我们可以不断延长区间来计算收益率的峰度，如图10.2所示。


[image: ]
图10.2　标准普尔500指数在过去17 000次观测中的峰度收敛性分析，我们对标准普尔500指数的原始数据和打乱后的数据按不同周期分别计算峰度。可以看到，原始数据的四阶范数无收敛性，但打乱以后收敛性显著。由此可知，“肥尾性”主要来自数据的时序结构，尤其是波动率的聚集现象。薄尾分布在速率为1/n时的预期下降见表7.1。


结论　从图10.2中得出的结论是，月收益率的峰度不显著低于日峰度。按照预期，峰度会以n−1的速率下行。但随着数据量增加，我们并没有看到峰度显著下降。由此我们可以排除很多类型的分布，包括简单的随机波动率模型（如方差伽马模型），下面我们会进一步论证。

这里有一个常见的误解：在《塔勒布可以从马科维茨那里学到什么》[255]一文中，投资组合理论的提出者之一杰克·特雷诺曾表达了他的反对意见，他认为数据在“短期”可能是肥尾的，但是在所谓的“长期”中会回归高斯分布。不好意思，事实并非如此（我们只要加入遍历性问题，就会消除，至少是模糊短期和长期的差别）。

原因是，我们无法在峰度无限大的条件下讨论分布向“高斯分布”的收敛（不论其低阶矩是否存在）。而且，对于α≈3，中心极限定理生效非常缓慢，我们需要106量级的数据才能得出有效结论，而这也远远超出金融市场历史数据的量级[27]。


10.2.2　最大回撤

对于资产S的可交易区间[image: ]，我们要研究的变量是：

[image: ]

和收益率一样，回撤可以使用价格最小值的对数来计算，而回撤的窗口区间可能长达n=5、100、252天，如图10.10所示，回撤服从帕累托分布。


10.2.3　经验Kappa

由第八章中的Kappa表达式：

[image: ]

缩写为κn=κ(1,n)。我们可以通过自举法进行经验估计，从而清晰地看到尾部符合幂律——负回报满足α＜3的幂律尾。


10.2.4　测试2：超越某值的条件期望


结论　该测试的结论见图10.4，在X（或-X）大于某个任意阈值K的条件下，X（或-X）的条件期望值和K成正比。



定义10.1

假设K定义于[image: ]+，超出某值的条件期望定义为：

[image: ]

对于在幂律类以外的分布，我们有：

[image: ]

对于满足定义10.1的分布，由范德维克法则[44][228]我们有：

[image: ]

图10.4显示了条件期望在K很大的时候并未显著下降，至少在表现上与非帕累托分布不一致。


10.2.5　测试3：四阶矩的不稳定性

论文[228]的主要思想是，标准普尔500指数在50年的历史数据中峰度一度大于80%是由单一观测值贡献的。而我们也可以在其他社会经济学变量中看到同样的效应，如黄金、原油、白银、其他股票市场和软商品等。如此大的路径依赖也说明了收益分布的四阶矩完全不稳定，或者也可以认为其四阶矩不存在。


10.2.6　测试4：MS图

另外一个检测[image: ](Xp)是否存在的方法是，通过观察给定样本的高阶矩行为，检测大数定律的收敛性（或不收敛性）。其中一个便捷的工具是极大值-求和比例图（MS图），如图10.3所示。MS图依赖于极大值的大数定律[184]。对于非负独立同分布随机变量序列X1,X2…Xn，假设对[image: ]，那么随着n→∞：

[image: ]

其中[image: ]为部分和，而[image: ]为部分最大值。（我们可以对随机变量取绝对值，这样在随机变量取负值时也可以求奇数矩。）


[image: ]
图10.3　对比这些MS图：p=4的标准普尔500指数（或称“p阶矩的大数定律”），p=4的高斯分布和峰度相等（全样本峰度30）的随机波动率模型。所有我们能定义的“收敛性”在合理的时间尺度内都不成立。再对比p=3的标准普尔500指数的MS图和p=4的高斯分布MS图，我们可以认为，分布的四阶矩为无穷，而三阶矩不确定。



[image: ]
图10.4　“林迪测试”，对不同的K计算小于K的条件期望，由此测试分布的尺度。理论上，该测度会随着K的增加而下降。



[image: ]
图10.5　经验分布可以很好地拟合αl=1.62的列维稳定分布。



[image: ]
图10.6　尾部数据甚至可以拟合一个均值无限、αl=1的稳定分布。



[image: ]
图10.7　16 500个标准普尔500指数的平方历史收益率，没有任何一个GARCH（1，1）模型可以产生图中这样的锯齿，这也是伟大的本华·曼德博所说的“粗糙性”。



[image: ]
图10.8　通过n个样本经验估计的Kappa。



[image: ]
图10.9　滚动窗口n=5、30、100和252天的相应回撤。最大回撤可以由公式10.1循环计算得到。这里我们使用给定S之后一段时间内最小值S的对数来计算。



[image: ]
图10.10　回撤和尺度的帕累托性。



[image: ]
图10.11　用回撤值拟合稳定分布。



[image: ]
图10.12　通过弗雷歇分布来纠偏标准普尔500指数的经验分布。


我们之前对比展示了高斯分布和学生T分布（尾部指数为3）的MS图。可以看到，标准普尔500指数展示出典型的陡峭幂律特征，在16 000个观测值（50年）的时间尺度上MS图都没有下降到大数定律起作用的临界点。


10.2.7　历史记录和极值

耿贝尔极值法如下所示（恩布列切等[82]），假定X1,X2…Xn为离散时间序列，最大值出现在[image: ]的区域，Mt=max(X1,X2…Xt)，可以基于n个数据点计算极值统计量N1,t。

[image: ]

无论底层分布如何，Nt的期望[image: ]都是调和数Ht，方差为[image: ]其中[image: ]。我们可以注意到，调和数是增速很慢的凹函数，近似等价于对数函数。也可以通过log(n)+γ近似表示，γ是欧拉常数，该近似满足[image: ](数学世界网站[263])。


评论9

上述检验极值独立性的耿贝尔测试可以作为充分条件，证明标准普尔500指数的对数极度负回报收敛于极值分布的最大吸引域。



完整时间序列　在图10.17和图10.18中，我们将标准普尔500指数的收益率打乱再进行统计（无放回地进行重抽样，样本容量约为17 000个，重复103次），极值统计量的均值为10.4（通过相应的标准差用调和数计算）[image: ]，生存函数[image: ]，因此可以认为，正极端值相互独立的假设不成立。

另外，负极端值的次数为9次，和期望类似公式10.3，其偏差在1/2个标准差内，足以证明负回报的独立性。

子集极值　如果不直接看整个时期的数据，而是将其拆成几个区间，由测度的凸性和詹森不等式，我们可以得到[image: ]共计T/δ个观测值。这里取[image: ]，也即将T≈17×103天拆成170个子集。结果见图10.16，我们均无法拒绝独立性假设。

子集极值总结　至少对负回报的部分，我们可以应用极值理论。


10.2.8　左右尾不对称

在图10.13中，我们可以注意到左右尾的不对称性，其中左尾显著厚于右尾。这对想要精确建模的分析师来说是一个灾难，但是对风险管理人员和期权交易员却不一定。


[image: ]
图10.13　我们将对数回报率按正负分开，计算从1到15天的重叠累计回报。显然，负回报看上去更符合幂律分布，而右尾的帕累托性没有那么显著。



[image: ]
图10.14　比较学生T分布和标准普尔500指数经验分布的QQ图：两者的左尾比较贴合，右尾则不然。



[image: ]
图10.15　极值测试显示极端负回报相互独立，而极端正回报存在相关性。独立观测序列的极值以调和数的H(t)方式随时间增长（图中虚线，近似于对数函数），但这里正回报的极值增速比标准要快2.5倍标准差，因此不能假设极端正回报相互独立。该测试无法得出极值以外的相关性。



[image: ]
图10.16　测试一下较短的时间区间子集，对比t=1 000天重叠观测的极大值（极小值）和期望调和数H(1 000)。


[image: ]

[image: ]


10.3　总结：事实就是这样

本章探究了一个简单的课题：标准普尔500指数的回报率服从幂律分布（按市值计算，标准普尔500指数是美国股票市场的主体）。按照维特根斯坦的尺子，我们用任何其他类型的模型来拟合它都不合适。因此，目前学术界使用的标准分析方法完全错误，如现代投资组合理论MPT或所谓的“基础崩盘概率”（认为人们高估了尾部事件概率）。超过7万篇论文和几个大的研究领域都存在问题，还不包括基础经济学领域依赖于“方差”和“相关性”的大约106量级的论文。我们必须知道这些统计量存在问题，并学会和它们共存。正如老话所说，“法律是冰冷的，但它就是法律”，或者用更现代的黑手党的风格来说：


事实就是这样。




E　计量经济学的问题[1]


计量经济学存在很大问题，该领域几乎所有的论文在现实世界中都无法复现。在第十章中，我们做了两类可靠性测试，无论是带参方法还是稳健统计，都证明了计量经济学的方法论存在本质性谬误。也就是说，其方法论的可靠性根本不支持有效风险决策。而决策者也只能在遇到问题时不断追加解释来修补原来的理论。本章是论文[228]的简要总结。



对经济学变量来说，其“峰度”的绝大部分可以被1万次观测中的某个观测解释（即40年数据中的某一天）。峰度是有限矩条件下衡量“肥尾”的标准测度，用来测量所考虑的分布偏离标准高斯分布的程度，或者尾部事件对总体统计性质的影响。对美国股市来说，1987年那一天的崩盘就决定了1952年至2008年80%的峰度。利率、汇率、商品和其他金融变量也存在同样的问题。通过对不同时期不同变量的广泛研究，我们发现，峰度这一统计量完全不稳定。这里问题的关键不是数据存在“肥尾”（这一点人们知道，虽然有时也会忘记），而是我们永远无法通过标准统计手段确定尾部“有多肥”，永远不可能。


[image: ]
图E.1　感谢斯特凡·加西奇。


这意味着，经济学中基于平方项的工具并不科学（或者用术语“L2范数”表示），如标准差、方差、相关性、回归等能在教材上找到的指标（只有在少数变量有界的时候适用）。你在学术研究中看到的所谓“p值”对经济金融变量根本没有意义。即使是在量化金融中使用的随机微积分这样的复杂分析手段也不适用于经济学，除非情况特殊。



[1]在经济学（丑陋而单调）的研究框架内，跟踪宏观经济变量（如美国每周申请失业金的人数）似乎可行，但最终该模型也被“砰”的一声打碎了。新冠肺炎疫情期间，申请失业金的人数经历了“30个标准差”的“意外”跳空：在2020年4月的一次观测后，峰度（失业率变化的对数）从8直接上升到＞550。这样一来，几乎所有的样本高阶矩都可以归于该数据点，且影响随矩的阶数升高而增强——所以，我们必须接受这样的事实，即该变量一定属于幂律分布，不存在高阶矩，也不存在有意义的低阶矩。这种尾部性质直接否定了整个宏观经济建模史，以及经济学家基于平均斯坦类指标得出的所有结论和制定的政策。虽然经济学家被困在学术引用循环中，可能没有意识到，这是一种欺诈行为，但其他人并没有忽视这一点。在本书编写过程中，人们开始意识到分布越肥尾，制定政策时就越应当遵循极端期望和极值理论（EVT）。在极端情况下，高斯模型和幂律模型之间的差异会更加明显。




E.1　标准带参风险统计量的表现

这样一来，绝大多数基于这些标准统计方法的经济学论文根本无法被复现。更糟糕的是，这些工具还会催生不可知的风险敞口。没有任何修正模型可以准确地衡量罕见事件，我们只知道罕见事件被低估了，但不知道被低估了多少。

[228]使用了对数回报率[image: ]和n样本四次方的极大值[image: ]令[image: ]为n样本[image: ]频率上最大的四次方贡献。

[image: ]

对我们来说，采用中心矩或非中心矩没有差别——结论几乎一致。

对高斯类分布（如卡方分布变量的平方分布），其最大贡献[image: ]约为0.008±0.002 8。直观上我们可以得到四阶矩性质：

[image: ]

表E.1　四阶矩的最大单一观测值贡献

[image: ]

简单来说，四阶矩表征的是二阶矩的稳定性，而二阶矩表征的是样本自身的稳定性。

如果我们另找一个不同的时间区间，上述金融变量按峰度贡献的排序就会发生变化，当前排名高的会降低，而一些排名低的会升高，这也是该测度时序不稳定的一种表现。

数据集描述　这里列举了2008年8月可交易宏观资产的市场数据。“可交易”的定义是，存在实际收盘价的资产（比如利率、汇率、股票指数等，均源于市场而非官方估计）。


[image: ]
图E.2　表E.1中不同证券的最大四阶矩贡献。



[image: ]
图E.3　在不重合的周期内，欧元存款利率的峰度。



[image: ]
图E.4　标准普尔500指数的月度实际波动率（也即标准差）。可以看到，唯一成立的结构性规律就是其值不低于0，也即一般规律。



[image: ]
图E.5　采用表E.1中相同的数据集计算的月度波动率的波动率，其值非常不稳定，难以预测。



E.2　标准非参风险统计量的表现

过去能否预示未来的尾部？下面我们进行一个非参实验，以完全基于经验概率分布的方式进行。


[image: ]
图E.6　比较某个阈值水平之上（股票为4%）的单日绝对偏差M[t]和后续偏差M[t+1]，可以看到，在长达50年的数据中，大偏差基本上没有向前的继承性（极少），也没有向后的延续性（极少）。



[image: ]
图E.7　同样是平均偏差，“常规状态”基本上可以预测“常规状态”。图中比较了宏观经济变量的M[t]和后续绝对偏差M[t+1]。


上面还是在一维范围内，当观察如协方差矩阵这样的高维性质时，情况会变得更糟。我们在讲到均值-方差优化的时候会再讨论模型误差的处理问题。

因为xt的定义域为[image: ]，协方差矩阵过于敏感会使样本中观察到的矩和条件矩极度不稳定。随着维数的增长，多维向量的尾部事件会更加难以模拟和拟合。

目前经济学/计量经济学领域的反馈　对上述问题他们没有任何回应，他们还在使用标准差、回归、GARCH模型、风险值等其他类似的指标。

比索问题　本华·曼德博曾表示，一切事物都可以用带泊松跳跃的过程来拟合。这就类似于我们总能用n-1个参数的多项式来拟合n个数据点。如果你使用的是一个参数要不断变化的模型，那么它一定不是幂律模型。
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图E.8　相关性也是存在问题的统计量，因为变量自身方差并不稳定，再加上不同随机变量的乘数效应，由此带来的随机性可以完全否定相关性的合理之处。而使用相关性方法展开研究的投资组合理论也就显得毫无意义了。


很多研究者使用“异常值”或者“比索问题”[1]来表示他们知道肥尾的存在（他们只知道肥尾是分布的尾），却完全忽略了其统计意义（首先对肥尾的拟合手段只有泊松模型，而且泊松跳跃还是薄尾分布）。这里我们采用的方法完全相反：不要自欺欺人地将异常值藏起来。相反，应该以它们为基础构建认知框架。换句话说，应该像美国联邦航空管理局和美国食品药品监督管理局那样，从预防灾难的角度设计安全措施。我们需要丢弃常规的认知框架，保留极值作为唯一的信息源，以此考虑风险管理才是真正安全的方法。因为在尾部事件中，绝大多数常规分析方法和应对政策都会被摧毁，根本不适用。

有关黑天鹅的类“比索问题”误区

（……）“黑天鹅”（塔勒布，2007）这一文化符号被用来表征极其罕见的灾难，因为其发生频率过低，无法使用常规统计方法研究和推断。但是我们认为这一视角并没有多大帮助，因为这使我们陷入了一种无助的不可知论状态，只能被动地被不可知事件重创。

上文来自罗闻全，显然他没有认真读过这本他批评的书。

缺乏风险共担　很多人可能会很疑惑，为什么计量经济学采用如此错误的方法论却依然在发展，而“学院派”研究人员又是怎样一起参与这一夸张的行为艺术的？总的来说，他们只关心低阶量而忽略了高阶效应。尾部事件由于极为罕见，甚至不会出现在数据中，这样一来，研究人员虽然犯了原则性错误，但绝大多数时候看起来还是很聪明的。从源头上讲，科研人员、“量化”风险管理者和学院派经济学家完全没有风险共担的特性，因此也不会在错误的风险测度下受损：受损的是其他人。只要这种伤害他人又能逃脱罪责的行为继续被允许，上面这种行为艺术就会持续下去。（更多内容参见塔勒布和桑迪斯[246]，塔勒布[236]。）



[1]比索问题指的是在货币市场上发现的汇率异常值现象，后来成了计量经济学中异常值和无法解释行为的代名词。


F　有关机器学习[1]


在期权交易中我们知道，只要加入时间价值进行平滑处理，一维收益函数就可以分解为一系列看涨期权和看跌期权的加权线性组合。这样一来，单个期权可以被视为某种基础构件。更精确地讲，期权叠加构造出的收益可以表示为[image: ]其中C是看涨期权价格（或估值），ω为权重，K是行权价格，t是期权到期时间。根据定义，欧式看涨期权C在到期日t时会给出max（S-K，0）的收益。

另外，机器学习的鼻祖——神经网络和非线性回归从阶跃函数开始，然后平滑得到sigmoid类型的S曲线，而我们只需要一系列不同的sigmoid函数就可以拟合任意样本。



因此，这一部分讨论的主要是如何通过不同的基础构件来获取肥尾性。在机器学习领域，人们逐渐脱离了早期的S曲线，开始使用线性整流函数（ReLu）或斜坡函数（斜坡函数和看涨期权的收益形状完全一致）。研究人员发现，这类函数具备很好的外推特性，可以更好地处理样本外的尾部事件（因为根据定义，不存在所谓样本内的超预期“尾部事件”）。

什么是sigmoid函数？先来考虑一下图F.2中的收益函数，用公式表示为[image: ]，或者我们也可以用三个参数的函数表示为[image: ]。同时还可以是正态分布的累积密度函数[image: ]。通过σ控制平滑度（如果σ→0就会变成图F.1中的阶跃函数）。所有有界的sigmoid函数都可以被视为阶跃函数用参数平滑之后的结果。

[image: ]

[image: ]

在图F.3中，我们还可以通过n变量求和来构建sigmoid函数[image: ][image: ]，但要满足：


评论10

对于χn(x)∈[0,∞)∨[−∞,0)∨(−∞,∞)，必须有n→∞。



我们需要无穷多个无界函数求和来构建。所以无论“经验分布”的最大值取在何处，最后的观测都会符合sigmoid函数尾部走平的状态。

现在让我们来看期权收益。图F.4展示了常规期权到期时的收益——从定义上和机器学习中的ReLu激活函数完全一致。图F.5展示了如下函数[image: ]

[image: ]

我们可以对该函数求和，通过[image: ]拟合非线性函数。实际上和组合看涨期权类似，上面的参数pi可以控制时间价值和平滑度。


[image: ]
图F.3　对sigmoid函数求和依然只能得到有界函数，所以我们需要无穷多的函数求和来复制“开放式”收益，此类函数不存在饱和状态。



[image: ]
图F.4　期权到期时的收益，右侧处于开放状态。



[image: ]
图F.5　按公式11.18,k=0时的ρ函数，我们可以通过不同的p来平滑拟合不同的收益。






[1]这一通用近似方法是交易员发现的，类似于我们下面讨论的sigmoid函数（西本科[52]）。



F.1　拟合有角函数

从图F.6中可以看出，在等式[image: ]中，ωi实际上对应夹角的arctan值，图F.7展示了正的ω值，负值则对应其补角。


[image: ]
图F.6　蝶式图形(通过期权/ReLu激活函数求和获得)，两边的尾部对应开放式收益，同时一阶矩和二阶矩互换。该图优美而有力，哪怕没有相应的文字描述，期权交易员和机器学习研究人员也可以很好地理解。



[image: ]
图F.7　ω=arctanθ，通过拟合上述夹角，我们可以将非线性函数转化为一系列期权的和。



总结

我们可以对一系列不同行权价的看涨期权进行加权求和，从而描述所有的非线性单变量函数。在机器学习中，对应的ReLu函数可以比sigmoid函数更好地适用于尾部（sigmoid函数本身就是一系列相邻行权价看涨看跌期权的价差组合）。我们可以使用函数与笛卡儿坐标的夹角得到各求和部分的权重。





第三部分　预报、预测和不确定性




第十一章　肥尾条件下的概率校准‡[1]


二元预测（或统计预测）能力和结果的关系是什么？这里我们总结了二元预测或“信仰”（认为某特殊事件会发生/不会发生）和现实世界中连续收益的差异（某事件带来的定量收益或损失），并揭示了它们在决策科学文献中如何被混用以及相关的认知误区。



情况如下：

（1）虚假的心理学研究：尤其是那些认为人们高估尾部概率和罕见事件的研究，以为参与者对市场崩盘、生态灾难等事件反应过度。但很多所谓的“行为偏差”不过是心理学家的误判。另外，为了鼓励大家预测市场，哈耶克的话也时常被滥用。

（2）在二元空间成为一个“好预测家”不一定能带来好的结果，反之亦然，尤其是在非线性条件下。二元预测的历史记录在一些分布类中可能还是反向指标，在不确定性更高或统计分布更复杂时更容易混淆。

（3）机器学习：一些非线性收益函数虽然不适合直观表达和“预测”，但在期权和机器学习领域都有很好的应用。

（4）M竞赛：M4-M5竞赛分数比布里尔分数更适用于现实世界中的变量。

本章附录展示了不同收益的精确分布和数学性质，以及测试置信度和样本充足性的布里尔分数。


[image: ]
图11.1　[13]中描述的“典型行为模式”，认为人们的决策心理高估了小概率事件。核心内容见1977年和1978年的文献[152][153]。我们注意到左侧的估计：（1）对洪水、飓风、食物中毒等肥尾事件，大家将其计入概率是因为它们会带来严重后果；（2）概率估计存在误差，将不确定性考虑在内应该会增加尾部概率。





[1]研究章节。




11.1　连续vs离散分布：定义和评述

例11.1　[我们没法吃到观点和（二元）预测]

在不确定性系列的第一部中（《随机漫步的傻瓜》，2001[226]），背景叙述者（某交易员）被上司问道：“你预测市场是上涨还是下跌？”“上涨！”他自信地回答。然后上司非常生气地发现，在公司的仓位暴露中这名交易员在做空市场（会从市场下跌中受益）。

交易员发现很难向老板解释清楚这样做其实并不矛盾，因为某人可以从二元的角度相信市场向上的概率大于向下的概率，但是如果下跌，大幅下跌的概率会非常低。所以，实际上空头仓位对应正期望回报，理性选择是做空市场。按照交易员的说法，“你吃到的不是预测，而是盈亏”（或者“你没法把预测货币化”）。

如果观点和仓位暴露不在一个方向上，那是因为观点是高维决策降维表达的结果。如果从决策论的视角审视上司所犯的错误，他实际上混淆了二元事件（0阶矩）或事件概率和对应的期望收益（一阶矩，以及非线性时的高阶矩），两者的收益函数有时可能类似，但也可能完全不同。

评论11.1

简单来说，概率校准需要我们估计零阶矩，而现实世界需要我们估计各阶矩（除了赌博下注或心理学实验，在这种人工环境中，收益函数被压缩了）。而且肥尾的核心性质是高阶矩呈爆炸式增长（甚至无穷大），同时权重越来越高。

11.1.1　与描述的差异

上面交易员的例子在数学上比较简单（虽然这样的错误经常发生）。当收益函数非线性（与高阶矩相关）或更为复杂时会遇到更大的问题，比如在决策和风险管理领域。我们一旦不用文字描述，在数学上将其转化为合约或仓位暴露，就会出现一系列严重的分布问题。

定义11.1（事件）

实数随机变量X:Ω→[image: ]，定义于概率空间(Ω,F,P)，X(ω)是结果ω∈Ω的函数。事件定义为Ω内的可测子集（可数或不可数），可测量的意思是，可以通过随机变量中的值来定义。

定义11.2（二元预测/收益）

二元预测（观点或收益）是取两个可能值的随机变量：

[image: ]

也就是说，结果存在于二元集合中，比如{0,1}{-1,1}，或者某事件会发生/不会发生。假如有收益，收益也会被映射到二元空间中（如果事件发生为某固定值，不发生为另一个值）。除非另有说明，否则在本章讨论中我们默认使用{0,1}集合。

现实世界中收益二元的情况有：

·赌场赌博、彩票、抛硬币、“游戏”环境，或二元期权（比如，股票市场跌到某个点之下得到固定收益，反之无收益），上述都可以定义为某种形式的“赌博”。[2]

·结果为二元的选举（比如全民公投、美国总统选举），而选举结果对经济的影响不属于此类。[3]

·单个患者在用药一段时间后痊愈与否。痊愈周期和期望寿命（基于疾病的生存时间）不属于此类，流行病相关的概念不属于此类。

·具备给定用户画像的某人在给定时间是否购买指定产品，购买数量不属于此类。

评论11.2（二元观点等价于收益）

二元“信仰”也应该被映射到某种最终收益上（可以对概率进行尺度重整化），德菲内蒂[57]提出，某种“信仰”或“预测”（聚焦于两种可能的结果）等价于对{0,1}二元随机变量下注的期望。此时“观点”可以被视为赌博的价格，在该位置参与者买卖意愿相等。自相矛盾的观点则会导致套利机会，比如“荷兰赌”，一系列定价错误的组合可以获得确定的方向性收益。

定义11.3（现实世界的开放式连续收益）

[image: ]

连续收益发生在一个区间而非有限集合中。它对应一个无界随机变量（单向或双向无界）。

注意　我们在研究中主要比较二元收益与连续开放式收益（无界定义域）。很多离散收益可以被看作标准连续收益模型的离散子集。我们也不考虑三元收益的情况，比如在{-1，0，3}中取值，因为它们与二元的属性类似（可以用二元变量的和来构造）。此外，许多下有底上有顶的变量（有界定义域），例如事件受害者或灾难的数量，在分析和实践中也被当成开放变量使用[46]。

现实世界中连续收益的例子：

·战争、地震、药物等因素造成的伤亡

·市场崩盘的量级，衰退的严重性，通胀水平

·策略的收益

·新产品上市的销售和利润率情况

·一般来说，就是保险合同涵盖的一切

大多数自然界和社会科学变量都是连续变量，其统计分布不存在有界定义域，所以我们无法按照有上限的方式来处理。


[image: ]
图11.2　混淆概率和预期回报的问题深深嵌入心理学和金融学领域，感谢斯特凡·加西奇。


案例11.2

在二元空间{0,1}中的预测可以根据概率计算，比如可以根据消费者伊安尼斯·帕帕佐普洛斯（虚构人物）的线上行为，基于概率检验他是否会购买某种商品（如婚戒）。但如果用它来衡量潜在新产品能否“成功”，那就会出现和上面交易员案例类似的误区。因为公司的销售实际上非常肥尾，哪怕成功概率很低也值得一试。可以参考风险投资或期权交易——收益概率小于1/1 000的虚值期权依然有吸引力。

更重要的是，概率预测的误差不会体现在最终结果上，但是λ(M4)会。

期权交易员非常了解这一差异，被称为“二元期权”的金融衍生合约会给出{0,1}类的收益（取决于标的资产S最终是否在行权价K之上），而一般的金融期权会给出[0,∞)的收益，比如max(S−K,0)，或者更糟(−∞,0)，因为损失无上界，期权卖方可能有破产的风险。在《动态对冲》[225]中，我们讨论了两者在数学和经济效应上的差异。因为前者只能提供固定收益，后者有着无限收益，我们无法用一个来复制（对冲）另一个，尤其是在加入肥尾和参数不确定的条件以后——两种收益结果完全不能转换。这一点在数学金融领域是众所周知的，但决策论领域对其知之甚少。

评论11.3（衍生品理论）

我们的研究方法来自不同类型金融衍生品（或期权）的理论和实践：（1）二元期权（在事件发生时获得固定收益）；（2）“香草”期权（具有连续收益的标准期权）。两者无法相互对冲[225]。而且，假设在看涨的条件下，两者的行权价均为K，当我们增加分布的峰度时（保持前三阶矩不变），或者在对数正态分布下提升分布尺度的不确定性，两者的价值会呈反向变动。

评论11.4（条款清单）

因为金融衍生品在法律和数学上都必须符合“条款清单”，这也为收益提供了明确的法律保障，其数学、统计学和经济差异都得到了极致的展现。

预测市场和实际金融市场之间一直存在某种对立，正如我们所见，预测可能仅仅对赌博者有意义，但是无法被用来对冲经济风险。

其数学差异和不可对冲性可以证明如下。假设X为定义在R上的随机变量，我们可以将预测的收益表示为[image: ]

[image: ]

而自然收益[image: ]。因为[image: ]是K处的狄拉克δ函数，δ(K)和[image: ]至少对[image: ]一阶可导（在线性条件下一阶导为常数，如期权在行权价K之上的部分），此时不可能通过补偿方差使导数相同。[4]这一点在图11.3中有所体现。


[image: ]
图11.3　比较二元下注的收益[阶跃函数θ(.)]和连续开放式暴露g(x)。直观上看，两者的导数差异无法通过对冲来填平。




[2]个人投资者购买二元期权一般是赌博，这在很多地方都是被明令禁止的，如欧洲证券及市场管理局、www.esma.europa.eu和美国，它被认为是另一种形式的互联网赌博，遭到很多决策论科学家的抗议，见阿罗等人[3]。我们认为这种禁令是有意义的，因为和金融市场相比，赌博无法创造经济价值，而运用金融市场可以合理对冲自身的风险敞口。

[3]连续收益变量对应二元赌博市场的情况非常少见，唯一的例外是二元期权，但也没有风靡很长时间。根据作者的经验，1993—1998年主要是避税推动了二元期权的发展。

[4]如果想用二元收益复制出开放连续收益，我们需要无穷多的投注来求和，这就断绝了将预测转化为真实金融市场结果的可能。紧支撑上定义的分布矩永远有限，但实数域上定义的分布则不一定。


11.1.2　肥尾条件下不存在“崩溃”、“灾难”或“成功”

某“事件”量级的不确定性会带来一些数学上的效应，即便是在2019年，也有部分文献出现了将[0,∞)的事件二元化的错误。最近一篇有关校准观点的文章写道：“……如果有人认为美国正处于经济崩溃的边缘或气候灾难迫在眉睫……”经济“崩溃”和气候“灾难”不应当被表达为一种{0,1}事件，它们在现实世界中可能的取值有很多，需要考虑事件的特征尺度。实际上，在肥尾条件下，因为特征尺度不存在，并没有所谓“典型”的崩溃或灾难，因此，二元预测或信仰不能作为衡量标准。

下面我们来看薄尾和肥尾的差异。

定义11.4（特征尺度）

令X为定义在(0,∞)或(−∞,∞)上的随机变量，[image: ]为“真实世界”（物理世界）分布下的期望操作符，经典结果如下[82]：

[image: ]

·如果λ=1，X属于薄尾分布类D1，存在特征尺度

·如果λ＞1，X属于肥尾正规变化分布类D2，不存在特征尺度

·如果

[image: ]

其中µ＞0，那么X属于边界指数类

这一点可以用以下方式表达：我们不可能通过二元合约来对冲某种“崩溃”的风险，因为我们无法事先知道崩溃的量级，也就不可能知道要使用多大价值的合约。反过来，提供连续收益的保险合同和期权才能提供所需的对冲。换个视角：将这类事件降维成语言表述上的“崩溃”或“灾难”，就相当于健康保险只有在某人“病得很重”时提供一笔收益（不管疾病本身的类型和严重程度如何）。

在期望收益的积分中，将收益和概率分开研究并不可取。[1]在类似的实验中，代理商需要估计食物中毒以及相关疾病导致的死亡人数：误解概率的代理商遭到了大家的批评。但这也是实验本身存在的问题：人们不一定能把概率和收益分开。



[1]在实际情况中，自1960年以来的所有经济学变量都属于D2类，或者至少是中间的亚指数类分布（包括对数正态分布）[99,162,163,164,226]，其他社会科学变量也类似，如城市规模、语言词汇、网络连接、公司规模、公司收入、宏观经济数据、货币数据、州际冲突、内战伤亡[46,199]、运营风险、地震、海啸、飓风和其他自然灾害损失、收入不平等程度[40]等。这样一来，更合理的问题就变成了：高斯分布的变量在哪里？在所有需要预测的现实决策中，高斯分布的数目似乎比我们预估的少了一个数量级。


11.2　心理学中对尾部概率的伪高估

定义11.5（积分替换）

假设有阈值[image: ]是密度函数，[image: ]是超过该值的概率，

g(x)是影响函数。令I1为超过K的期望收益：

[image: ]

令I2为K处的影响乘以超过K的概率：

[image: ]

人们时常会混淆I1和I2，两者只有在g(.)在K之上为常数时才相等[比如g(x)=θK(x)，阶跃θ函数]，如果g(.)是一阶导为正的变化函数，只有在薄尾分布下I1才会等价于I2，在肥尾条件下不成立。[1]

对于本书的所有讨论和案例，我们都假设g(x)=x，在11.5小节之后我们会进一步考虑更复杂的非线性情况。


定理2：I1/I2的收敛性

如果X在公式11.2描述的薄尾分布类D1中，

[image: ]

如果X属于正规变化类D2，

[image: ]



证明　通过公式11.2推导如下。

11.2.1　薄尾情况

由我们对薄尾分布的定义[一般对应亚指数类以外的所有分布，用(g)表示]，PDF为f(g)(.)：

[image: ]

高斯分布是其中的特例：令g(.)为高斯分布的PDF（中心化+归一化），

[image: ]

[image: ]，其中erfc是误差函数的补函数，Kp是与概率p对应的阈值。

[image: ]对应保险行业中的逆米尔斯比率。



[1]这一点也解释了（第十一章）在肥尾条件下，二元下注会永远导致“非对称风险”。


11.2.2　肥尾情况

对于所有正规变化类分布，定义其尾部生存函数如下：在K很大时，

[image: ]

这里L＞0，f(p)是该类分布的PDF：

[image: ]


11.2.3　误区

混淆I1和I2　众多实验都证明，参与者会高估单一收益的小概率事件，包括卡尼曼和特沃斯基（1978）[139]之前的开创性论文。卡尼曼与特沃斯基的知名结论虽然成立，但是后来经常被误用。实际上，几乎所有的后续文献都将I2和I1搞混了（作者在《黑天鹅》中称其为戏局谬误）[226]，实验游戏不过是现实世界中的一维。该结论在心理学上可能是成立的，因为它可以在类似的场景下复现人们的行为，但在该条件之外的推广都有问题，尤其是扩展到真实风险的认知上——我们对真实世界的风险敞口很少会是I1。换句话说，人们可以在高估事件概率的同时低估期望收益。

混淆还在持续　上述误区在卡尼曼与特沃斯基提出40年后的今天依然存在。在行为金融学领域，巴尔贝里斯（2003）将I2等价于I1，得出人们错误计算了概率的伪结论。同时，很多倡议放松对博彩市场监管的决策科学家也曲解了二元预测对现实世界的适用性，如阿罗等人[3]（尤其是在金融市场存在的前提下）。

另一个危险的例子是“违约VaR”（在险价值），用I2来表达，比如违约概率x（1-预期回收率），这完全不同于违约时的真实预期损失。金融和风险管理领域使用了完全错误的方法来近似计算CVaR﹝VaR的数学表达式为，假定有随机变量X，分布函数为F，阈值：α∈[0,1][image: ]相应的CVaR为：[image: ]﹞，而这种近似也是2008年金融危机的诱因之一[244]。

问题在于，他们按照抵押物的期望价值计算回收残值，却没有加上违约这一外部条件。在大量违约事件发生时，抵押物的期望价值通常远低于正常情况。当2007年放弃抵押物成为常态时，大部分抵押物的期望价值都下跌了1/3左右！

对哈耶克信息理论的误解　以价格机制为基石的“哈耶克式”论点无法得到对市场的预测，见[30]和桑斯坦[220]：价格存在于金融和商业市场，而价格不是二元赌注的结果。对哈耶克来说[127]，信息的整合是通过价格和套利者来完成的（他的原话）——而套利者只交易产品、服务和金融证券，而不是二元赌注。

定义11.6（二元实验中的修正概率）

令p∗为使I1=I2的概率（在误差范围内），我们有：

p∗={p:I1=I2=K}

下面我们给出“在尾部”概率p对应的Kp，对高斯分布来说，[image: ]，对帕累托尾分布来说，[image: ]

所以，对于帕累托分布，真实连续概率和二元概率的比值为：

[image: ]

这样一来，当分布估计错误时，甚至会出现p∗大于1的情况。

表11.1和表11.2展示了给定概率p时，相应的尾部Kp，如：

[image: ]

以及相应的调整后的概率p∗。[1][2]此处概率要在左半边（p＜0.5）。这还是在已知概率分布的温和情况下，如果分布参数不确定，问题就更大了。﹝德维克法则（见西里洛[44]）：[image: ]和金融领域Kp的期望损失相关。﹞

对于大家最为熟知的80/20法则（帕累托发现20%的人拥有80%的土地），尾部指数α=1.16，所以调整后的概率为原始值的7倍多。

表11.1　高斯分布的概率高估

[image: ]

表11.2　帕累托分布的概率高估

[image: ]

当不确定性增加时，概率和预期收益呈反向变动　下面我们来看在有偏分布下，二元概率和期望是如何反向变动的。以风险中性对数正态分布[image: ]为例，[image: ]，均值X0，方差[image: ]我们可以调整参数σ来增加不确定性。在X0之上的合约期望[image: ]为：

[image: ]

超过X0的概率为：

[image: ]

其中erf为误差函数。随着σ增加[image: ]，此时[image: ][image: ]。期权交易员对该结论非常了解（见《动态对冲》[225]），因为此时X0处的二元期权价值为0，而相同行权价的标准看涨期权会大幅上涨。这是风险投资的典型情况：项目的风险越大，成功的概率越低，但成功后的回报越高。所以期望可以趋于+∞，但成功概率会趋于0。


[image: ]
图11.4　比较两类分布下的三种收益，对于二元收益，薄尾和肥尾分布类似。前两张图是按比例绘制的，而第三张图（α=1.16的帕累托分布）需要将这个比例乘以两个数量级。




[1]这里用左尾和右尾没有区别，在金融领域，损失表示为负值，主要研究左尾，而风险为正的其他领域主要聚焦于右尾。

[2]此处Kp等价于金融领域的在险价值VaRp,p为损失概率。


11.2.4　分布的不确定性


评论11：分布的不确定性

由于詹森不等式的存在，在参数不确定的情况下，差异I1−I2会增大，表现为较高的峰度，这是由于薄尾分布尺度σ的随机性，又或者由于帕累托分布尾部指数α的随机性。



证明　首先，在高斯世界中，我们可以通过随机波动率评估[image: ][image: ]，假设高斯分布的尺度为σ，K为常数：

[image: ]

对所有的K＞0均为正值（K＞0时K4−K3−K2+2K＞0）。

其次，我们考虑帕累托分布下[image: ]对α参数不确定性的敏感程度（能给出确定的表达式）。在α＞1时（满足有限均值条件）：

[image: ]

结果为正值，在α较小时会显著增加。也即尾部越肥，期望收益的不确定性越大，I1和I2的差异也越大。


11.3　校准和校准失误

心理学文献也对概率估计的“校准”进行了研究——评估某人对事件概率估计准确度的均值（部分情况下大数定律成立）[152][143]，参见图3.13。而这一评估方法存在重大缺陷，只有在二元收益的少数情况下有效（那些只有“赢/输”二元结果的预测），这类收益要么不存在，要么会极大地误导我们。因此，这类情况在实践中没有什么意义。

从本质上看，像布里尔分数这样的校准工具都是薄尾的，而要评估的变量一般都是肥尾的，这导致处理难度大大增加。

所以用一句老话说，就是“你没法吃到预测”，绝大多数时候收益都是高度有偏的，所以在概率上去校准没有任何意义。


评论12：分布差异

二元预测和布里尔分数一类的校准工具都属于薄尾分布类。



后文我们将给出证明。


11.4　表现统计量

本节的主要思想见表11.3，我们比较了用于衡量表现的各类统计量的概率分布，为每项给出明确的表达式或将其归为某类分布。显然，随机变量的分布如果归类错误，最后在衡量表现时就会出现很大的偏差。由于大数定律的渐进性，不同的分布需要不同大小的样本量。底层变量即使是肥尾分布，只要是一系列的二元预测，也会迅速收敛到薄尾高斯分布。但是跟踪真实世界盈亏的变量需要远远更多的样本数量，比如当底层变量服从帕累托分布时[235]。

我们先从四种可能的情况开始：

1．生存条件下真实世界的表现，比如交易盈亏或某种累计量化分数。

2．下注记录，某人二元预测的正确率。

3．德菲内蒂的布里尔分数λ(B)n。

4．M4竞赛中n个观测的M4分数[image: ]，以及后续的M5分数。

表11.3　评估表现的不同统计量

[image: ]

[image: ]

收益空间中的盈亏（生存条件下）　“盈亏”（P/L）是一系列表现之后的累计盈利或亏损额。假设Xi是实数域[image: ]上一维随机变量X的取值，t=1,2,3…n。真实世界的收益Pr(.)可以简单表示为：

[image: ]

其中[image: ]是代表收益的评价函数，g可能是路径依赖的（以符合生存条件），也即g是之前时间τ＜t结果的函数，或者给累计求和量[image: ]引入一个吸收壁（破产可能），在这种情况下，我们可以写为：

[image: ]

b定义为[image: ]上的某个阈值，我们称为生存线，[image: ]是属于{0,1}的指示函数。

公式11.11最后带有指示函数的条件，也被用来表达是否具备遍历性[226]。

点评11.5

P/L完全对应真实世界中的分布，同时带有吸收壁的生存条件。

频率空间　标准的心理学文献中有两种方法。

（1）使用预测数目

[image: ]

[image: ]是随机变量x∈χt是否在“预测范围内”的指示函数。T是这类事件发生的总次数，其中ft∈[0,1]是某人对事件t的预测概率。

（2）使用分数（校准法）

在无法直接观测到表现时，研究者会用更高级的统计量来校准。这里我们用所谓的“黄金法则”，德菲内蒂的布里尔分数[58]。大家喜欢这个分数，因为在概率上它能够完美校准，不存在观点套利：如果某人下注事件以概率1发生，那么只有事件在所有时刻都发生时这个人才能得到满分。

[image: ]

当布里尔分数最小时，预测最准。

实践应用：M4和M5竞赛

在M系列竞赛（马克里达基斯[159]）中，参与者会用各种方法进行点估计（也会进行区间预测），之后就预测能力进行评价。上一场M4竞赛举办于2018年，最终评价主要依靠分数[image: ]，该分数在参与者给出一阶矩和离散度时表现良好。

定义11.7（M4一阶矩预测分数）

M4分数（马克里达基斯[159]）对参与者的评价方法如下，j=1,2

[image: ]

这里[image: ]，s2一般是阶段i所有可得观测的平均差（比如“简单”预测或样本测试的平均绝对偏差），Xfi是对变量i的点估计，Xri是变量的真实值，n是人为设置的实验次数。

换句话说，这是平均绝对尺度误差（MASE）和对称平均绝对百分比误差（sMAPE）的应用[133]。

而改进之后的M5分数（竞赛于2020年举办）会加上对变量极值的预测，并用定义11.7中相同的方法进行测试。

11.4.1　分布推导

P(p)(n)的分布


评论13

无论底层变量X属于什么分布类型，二元预测记录P(p)(n)都会渐进趋向均值为p、标准差为[image: ]的正态分布。



结果非常明显，推导见附录。

布里尔分数λn的分布

定理3

无论底层变量X服从什么分布，甚至不需要[image: ][image: ]的独立性条件，对于n＜+∞，分数λn的q阶矩都存在，[image: ]

证明　对所有的[image: ]

实际上，我们可以在独立下注的规则上逼近分数的完整分布。假设二元预测fi相互独立，服从贝塔分布B(a,b)（近似包括所有的[0,1]单模型分布，加上两个狄拉克函数构成的伯努利分布）。令p为预测成功率[image: ]，n次估计的布里尔分数的特征函数为：

[image: ]

这里[image: ]是正则化广义超几何函数，[image: ][image: ]的展开式是[image: ]是Pochhammer表达式。

所以我们可以证明，在上述独立求和的条件下：

[image: ]

[image: ]为高斯分布，参数µ为均值，σn为标准差。

证明µ和σn的参数化见附录。

真实P/L或量化测度Pr的分布


评论14

以T时刻生存为条件，量化测度P(r)(T)的分布和底层变量g(x)的分布相同。



如果不存在吸收壁（没有生存条件），该结论显然成立。

M4分数的分布

平均差的分布和变量自身的分布属于同一分布类。布里尔分数属于L2范数，基于二阶矩（一定存在）。德菲内蒂之前展示了用平方偏差来衡量概率更为有效，然而对非二元预测来说，特别是在肥尾条件下，用平均差效果更好，哪怕二阶矩存在也是如此[239]。


11.5　收益函数/机器学习

之前的例子主要是一些简单的收益函数，可以看到，有时候混淆I1和I2问题不大（薄尾环境下）。然而，有时候问题很大。

非线性收益函数下概率的不可分割性　如果我们看非线性收益函数g(.)，比如随机变量X变化时的经济效应或量化影响，I1和I2的差异会变大，混淆两者会产生严重问题。

点评11.6（概率是积分核）

概率只是一个积分或求和的核，自身并不独立存在，经济世界主要关注量化的收益结果。


评论15：概率的不可分割性

令F:A→[0,1]为某概率分布（导数为f）[image: ]是评价函数，也即“收益”。显然对于A的子集A′：

[image: ]

也可以表示为离散形式，假设π(.)是概率密度函数：

[image: ]



证明　由詹森不等式可得。

换句话说，事件概率只有在g(x)是阶跃θ函数时等于期望收益。

下面我们不依靠文字表述的“信仰”或“预测”，只看清晰的数学函数表达。

对g的误解　图11.5显示了摩根士丹利对冲失败的故事，“崩盘”的概念被错误地转化为非线性暴露。2007年，在房地产市场下跌前的华尔街，摩根士丹利决定对冲房地产的“崩盘”。问题是，他们没有意识到地产“崩盘”有很多种可能，有些比他们预期的还要糟。他们的头寸在微幅下跌时会受益，在大幅下跌时会巨亏。结果他们正确预测了危机，却在“对冲”仓位上赔了100亿美元。

图F.6展示了更复杂的收益——蝶式收益。

函数g和机器学习　按照近似法(西本科[52])，可以看到g对应多种非线性的机器学习函数。同时也可以对应一般的期权收益（见《动态对冲》[225]）。

定义函数[image: ]，对于[image: ]

[image: ]

[image: ]

我们可以将所有非线性收益函数g通过权重[image: ]表示为：

[image: ]

[image: ]对应行权价为K，到期时间为t，所有ρ的和为1，利率为0，只有标的标准差σ可变的看涨期权。

同时g(.)的期望是一系列ReLu函数期望的和：

[image: ]

方差和其余高阶统计量则无法以简单解析式的形式展现。

点评11.7

风险管理的核心在于，改变收益函数g(.)，而不是进行“好的预测”。

λ不是一个统计量，而是一个可以应用不同统计量的指标。

生存问题

决策有先后顺序。因此，只要能降低触碰吸收壁的概率，哪怕为此进行错误的校准也是一个好主意，参见《非对称风险》[226]中对时间概率和系综概率的阐述。因为有生存条件概率，某天内n个赌徒盈亏求和的期望和一个赌徒n天的盈亏期望完全不同。

这样一来，衡量一个最终会破产的投资者的表现没有任何意义。[1]



[1]M5竞赛有望通过让参与者预测时间序列的最小值（或最大值）来规避这一问题。


11.6　结论

最后，在现实世界中，真正重要的是表现（经济效益或其他），而在不重要或甚至可能有帮助的地方进行错误的“校准”不仅不应被惩罚，还应该被鼓励。在机器学习中，大家都知道偏差-方差法是提高性能的手段[124]，同时理性也是必要的生存机制（参见《非对称风险》[226]）和心理适应机制（布赖顿和吉仁泽[33]有力地证明了偏差的价值）。如果犯错误没有有害的结果，还能帮你更好地生存和成长，那么它显然不算是一个错误。哪怕它让你付出了一些代价，如果它在社会中长期存在，那就说明此类错误依然可能隐藏着进化优势。比如，将石头误认为熊比将熊误认为石头要好得多。

我们也看到了，在风险管理领域，永远不应该基于概率空间做决策。


11.7　附录：证明和推导

11.7.1　二元计数分布p(p)(n)

我们来看伯努利随机变量的均值，虽然结果很明显，但值得重新推导。参数为p的伯努利分布的特征函数是ψ(t)=1−p+e(It)p。我们主要研究N变量求和的累积生成函数[image: ]，用κ(p)表示累积量的p阶矩：

[image: ]

所以有[image: ][image: ]，也即证明P(p)(N)的大数定律以速率[image: ]收敛，中心极限定理会以[image: ]的速率达到高斯分布（上面累积量的峰度为[image: ]


11.7.2　布里尔分数的分布

基准概率f　首先考虑基准概率分布f，我们用贝塔分布来分别描述无条件和有条件的情况（公式11.15中a和b的参数化表示）。

概率分布　我们来看非参测试的标准结果，科尔莫戈罗夫[146]论证了概率的概率分布（原文如此）稳定的合理性，换句话说，X概率的分布不依赖于X的分布（[68][143]）。

概率积分转换如下。令X为连续分布，累积分布函数CDF为FX。那么在没有额外信息的条件下，随机变量U定义为U=FX(X)是0和1之间的均匀分布。证明如下：对t∈[0,1]，

[image: ]

也即均匀分布的累积密度函数，无论X是什么分布，都是如此。

显然，我们面对的是：（1）贝塔分布的f（在纯随机情况下的特例是均匀分布，或者当准确率有偏的时候为贝塔分布）；（2）概率为p的伯努利随机变量[image: ]

下面我们考虑一般情况，令ga,b为贝塔的PDF：

[image: ]

结果会更长一些，但依然在可控范围内：

[image: ]

我们可以进一步证明，布里尔分数的尾部比高斯更薄，因为其峰度小于3。

证明先从[image: ]开始，yj代表连续贝塔分布随机变量和离散伯努利变量的差异，下标均为j。yj的特征函数[image: ][image: ]其中1F1(.;.;.)是库默尔合流超几何函数，[image: ]

由此我们可以得到[image: ]的特征函数：

[image: ]

[image: ]是正则化广义超几何函数，[image: ][image: ]展开式为[image: ]是Pochhammer符号。

我们可以直接证明均值[image: ]的分布收敛：

[image: ]

结果为退化高斯分布（狄拉克），位置参数[image: ]

最终，我们可以得到收敛速率，也即高阶矩向高斯分布趋近的速度，以四阶累积量[image: ]的行为为例：

（1）熵最大的情况a=b=1，无论p为何值：

[image: ]

（2）方差最大的情况：

[image: ]

所以我们有[image: ]的速率为n−1。

另外，我们还可以得到N=1时布里尔分数的概率密度函数，对0＜z＜1,

[image: ]


第十二章　鞅过程大选预测：套利法‡[1]


本章我们衡量了二元结果的不确定性效应，并将其应用于美国大选。在量化金融领域，我们知道，当标的资产波动率上行时，套利法则会将相应的二元期权的价格推到50%附近，在剩余期限内，期权价格的波动会变小。与直觉相反的是，标的资产的波动率越大，二元期权价格的波动率越低。该效应对所有二元定价的事物都成立——但我们经常看到人们的二元预测违背无套利规则，比如2016年的美国大选，当时政治学家和预测者犯了严重的错误，比如：（1）认为候选人特朗普只有0.1%～3%的胜率；（2）在不确定性增强的情况下，胜率修正值在15%和48%之间大幅波动。



按照惯例，大选的预测质量可以通过德菲内蒂的统计方法来评估，也即最小化布里尔分数（衡量与最终结果偏离程度的统计量，适用于从天气到大选的各类预测）。但目前除了数量金融领域，其他领域还没有对预测概率变化做出过合理评估。按照德菲内蒂自己的原则，概率可以被视为二元“选项”的价格，这一点和传统的研究方法相悖。

在本章中，我们使用了量化金融领域的动态连续方法，认为某人对选举结果的概率预测等价于“可交易”的出价，也即一个存在套利边界的二元期权（实际上二元期权也被用于博彩市场）。这样一来，对未来的修正预期适用于鞅过程定价，否则就会存在对某人的观点进行买卖的潜在套利机会。

我们在转向连续时间并叠加标准鞅过程时，会遇到一个数学难点：在概率预测空间，标的证券的取值为[0,1]。我们的方法是，通过算术布朗运动构造一个双重（或“影子”）鞅过程Y，区间为[L,H]，X定义于(−∞,∞)，由此进行大选定价。在该过程中Y可以理解为需要获得大选胜利所需的票数。这里主要的复杂之处在于从X到Y的变换，如果Y是鞅过程，那么X不是鞅过程（反之亦然）。

构建Y过程可以让我们在概率估计的波动率和中间变量（如投票数）之间建立套利关系。可以看到，当最终结果高度不确定时：（1）预测的无套利价格（如二元期权价格）会逼近50%；（2）即使民意调查或其他方面发生较大波动，预测概率也不应该有太大的变化。[2]

定价基于：（1）二元期权的价值（预测概率）；（2）对Y的预测；（3）在剩余时间内对Y预测的波动情况（见图12.1和图12.2）


[image: ]
图12.1　不同期望投票比例Y∈[0,1]下的大选套利“估计”（估值），s是当前到大选结束时Y的期望波动率。我们可以看到，在不确定性更大的情况下，估计结果趋向0.5，并且对预期变动越发不敏感。



[image: ]
图12.2　X是定义在[image: ]上的不可观测无界随机变量（某种影子变量），通过类sigmoid函数S(.)一一映射到“投票”或“大选投票”结果Y上，变量B是底层分布对应的二元变量期望。





[1]研究章节。作者在这里感谢德鲁夫·马德卡和拉斐尔·杜阿迪对论文进行了详尽讨论，并在成文过程中对文中数学证明的细致检查，以及对大量不一致术语符号的处理。感谢彼得·卡尔帮助讨论了有界鞅的性质和变换，感谢戴维·希姆科、安德鲁·莱斯涅夫斯基和安德鲁·帕帕尼古劳提供的讨论意见。感谢阿瑟·布赖特曼指导各类逻辑-正态积分的数值近似方法。感谢纽约大学工学院和彭博量化金融研讨会的参与者。同时还要感谢布鲁诺·迪皮尔、迈克·劳勒、《量化金融》的主编以及社交媒体上的热心人士。在彭博社工作的德鲁夫·马德卡研究了类似的问题，并独立提出预测波动率与其界限/套利界限之间的关系（和文中的发现相同）。文中所有错误全部归于作者本人。




[2]我们模型的核心属性是不允许B(.)的波动超过预期Y的波动：在只有两个候选人的情况下，低于（高于）0.5都会受到Y上界（下界）的限制。实际上，我们从预期投票比例47%对53%这样的小差异中就可能得到98%对2%的获胜概率。这一方法在高度不确定的情况下会防止胜率大幅偏离预期投票比例，同时又会给出一个相对保守的胜率估计。


12.0.1　主要结论

我们先阐明一下所用到的数学符号。

符号

Y0　t0时刻预期的投票比例（[0,1]空间）。投票可以是普选票或者选举人票，只要保持一致即可。

T　大选最终公布结果YT（不可撤销）的时刻，或到期日。

t0　当前评估胜率的时刻，所以T−t0是到大选之前的时间区间，单位为年。

s　Y的年化波动率，或在剩余时间内Y的不确定性。为不失一般性，我们在这里假设s为固定值，实际上s是路径依赖的。

B(.)　“预测概率”，或对大选结果进行连续无套利估计，其套利边界由B(.)，Y0和波动率s确定。

主要结论

[image: ]

其中：

[image: ]

l是我们所需的阈值（默认为0.5），erfc(.)是误差函数的补函数[image: ]

这里可能要回答一下统计学家和非量化金融领域人士的疑问：“为什么不能直接假设变量Y为贝塔分布？”原因是：（1）这一章的主要目的是构建二元预测的无套利时序模型；（2）目前无法求解贝塔分布或有界分布的连续时间随机过程。




12.0.2　框架

本章剩余部分的内容组织如下。首先，我们会展示Y随机过程以及从布朗运动出发所需的变换。其次，我们会用公式12.1推导套利关系。再次，我们会讨论德菲内蒂的方法，展示鞅过程定价和最小化布里尔分数的关系（评价预测的常规标准）。

σ的解析式不存在　我们注意到，Y的积分[image: ]没有解析解，但是X对应的积分可解。因此，我们可以通过随机性传导的方法来求得Y概率密度的“解析解”。但我们无法写出矩，因为逻辑正态积分没有直接的表达式。

X和Y的时间切片分布　时间切片分布是t时刻Y的概率密度函数，代表某个时刻的情况，t0时的初始值为[image: ]。反过来，按照y0对应的x0，X在T−t0区间为正态分布：

[image: ]

峰度为3。通过概率转换我们可以得到给定y0以后Y的概率密度函数ϕ：

[image: ]

并且有[image: ]

对于方差[image: ](Y2)，如之前所述，无法从ϕ(.)得到解析解，也无法用随机积分表示。但我们可以使用前两个矩的不确定性传播方法（delta法）进行估计。

对有限矩随机变量X，其函数f的方差可以近似地表示为[image: ][image: ]

[image: ]

反过来我们有：

[image: ]

也即公式12.2展示的结果。

如果进一步使用带有高阶矩的展开项，精确度不会大幅提高。虽然s在中心区域附近是高度非线性的，但是经过sigmoid类的转换，总量的波动就不足以对高阶量产生显著影响了。


[image: ]
图12.3　理论方法vs实际方法。可以看到，估计的走势和估计的波动不一致，否则会突破套利边界。



12.0.3　有关风险中性的讨论

由于对另一种方式缺乏信心，我们默认采用风险中性估值方法。虽然变量Y不一定是可交易的，但是给套利定价过程加上风险溢价会给其他变量带来负面效果，因此存在一定的问题。另外，二元下注的期权价格需要满足无荷兰赌的条件（德菲内蒂的无套利形式）[97]，也即在为概率预测对应的二元期权合理定价时，所有押注的参与方都不会拥有某种“优势”。最后，所有偏离风险中性的行为都会降低布里尔分数，因为这样会偏离最终的预测结果。

同时也要注意，这里和金融领域不同，我们不需要融资利率假设。


12.1　巴舍利耶风格的估值

令F(.)是变量X的函数，满足：

[image: ]

我们希望证明X对应简单的巴舍利耶期权价格B(.)。无套利思想主要在于连续预测本身必须为鞅过程。

对满足公式12.5的X应用伊藤引理[image: ]可以得到：

[image: ]

因为[image: ]，F必然满足偏微分方程：

[image: ]

也即令B为无漂移项鞅过程。

对于二元期权，终值[image: ]，此处θ(.)是阶跃θ函数，l为阈值：

[image: ]

t0时刻的初始值为x0，最终T时刻的值为：

[image: ]

也即X过程下形成的正态分布生存函数。

同样，通过之前一一对应的设定（博雷尔集），

[image: ]

由此，我们可以对相关过程[image: ]定价（或是任何与阈值l相关的过程），

[image: ]

从投票比例出发的定价可以表示为：

[image: ]

本章主要公式12.1可以具体表示为：

[image: ]


[image: ]
图12.4　原过程和双重过程。



12.2　有界双重鞅过程

Yt是选举日该随机过程的终值。属于[0,1]集合，也可以推广为[L,H],L,H∈[0,∞)。某候选人获胜的阈值为固定值l。Y可以代表原始投票数，选举人票数或其他变量。我们假设Yt为中间过程在t时刻的取值，代表从民意调查（修正的估计）或其他此类系统中生成的投票数据。

接下来，我们构造一个无界算术随机过程，一个通过sigmoid类型变换得到的有界“双重”随机过程。这是一种很好的构造方法，可以将有界随机过程映射到无界布朗运动，或是将有界收益映射到无界收益，如图12.2所示。

命题12.1

sigmoid类型的变换[image: ]有两种形式，[image: ]和[image: ]。如果X为鞅过程，则Y只有在[image: ]时为鞅过程；反之，如果Y为鞅过程，X只有在X0=0时为鞅过程。

证明　简单证明如下，由伊藤引理dXt的漂移项为（1）σ2X(t)或[image: ]，σ代表波动率，对应标的为(a)Xt和（b）Y服从鞅过程下的Xt。dYt的漂移项为[image: ][image: ]，X为鞅过程。

我们选择了Y为鞅过程，然后求解变换细节。该随机过程的性质由卡尔[35]证明。令X为算数布朗运动（公式12.5），漂移项依赖于X和固定尺度σ：

[image: ]

可以看到，该式和奥恩斯坦·乌伦贝克过程类似，一般表示为dXt=θ(µ−Xt)dt+σdW，除了有µ=0，且均值回归相关系数为负，θ=−σ2，或者我们可以将其描述为“均值排斥”过程。

我们将X∈(−∞,∞)通过下面的方式映射到双重过程Y上，[image: ][image: ]

[image: ]

通过伊藤引理（S为二阶可导，[image: ]），双重过程变为（因为S是点对点变换，[image: ]

[image: ]

漂移项为0的过程可以表示为：

[image: ]

对所有的[image: ],尺度参数：

[image: ]

如图12.5所示，S(y)可以通过二次函数y(1-y)乘以常数来近似。

我们可以反推公式12.5，S−1(y)=erf−1(2y−1)，再应用伊藤引理，结果期权在X和Y上的定价相同，哪怕一个存在漂移项，另一个是鞅过程也是如此。换句话说，人们可以用自己的直接估计为选举，或者更复杂的中间变量X设定阈值。最后总结一下我们的方法，在无界的X上对期权定价更方便，对应巴舍利耶式的期权价格。

[image: ]


12.3　与德菲内蒂概率评估的关系

本章简单介绍传统概率评估方法的背景。伟大的德菲内蒂[58]展示了对{0,1}随机变量的“概率”进行“评估”需要非线性的损失函数，从而使概率评估的定义和交易员二元投注的P/L存在差异。

假设有一个投注代理人，遵循两阶段（t0和t1）n次重复投注模型，投资策略[image: ]，投注bo,i∈[0,1]，投注索引为i=1,2…n，其结果为二元随机变量[image: ]。他投注n次的P/L取绝对值可以表示为：

[image: ]

比如，假设[image: ]，投注概率[image: ]会导致期望损失为[image: ]，和投注0或者1的结果相同，这样一来，参与者没有动力对概率的精确值投注。

如果我们对同样的随机变量和时序稳定概率投注，此时L1统计量将是准确的：

[image: ]

德菲内蒂提出了一个“布里尔分数”类型的函数，二次损失函数L2：

[image: ]

其最小值位于[image: ]


[image: ]
图12.6　布鲁诺·德菲内蒂（1906—1985），统计学家、哲学家、保险数学家，他构建了概率评估的布里尔分数，我们展示了该分数动态适用于鞅过程。来源：DeFinetti.org。


现实中的衍生品是连续定价的。在两阶段网格模型中，对于同样的t1和随机过程[image: ]，我们想知道二元投注的套利“价值”是否等于期望值，或者是否对应布里尔分数。虽然没有涉及二次损失函数，但因为投注是鞅过程的函数，所以投注本身也是鞅过程。此时条件期望具备时间不变性且不存在套利机会。如果价格“偏高”，套利者可以“做空”该定价。反之，如果价格“偏低”，套利者可以“购买”该定价，如此反复。阶段t和[image: ]的投注一致性强化了这一概率规则。也就是说，某人可以从预测者手中先“购买”预测，然后“卖回”给他，预测者在偏离无套利定价的情况下产生正期望“回报”。

从目前大家的预测情况看，虽然部分大选预测者已经意识到他们应该最小化布里尔分数，但绝大多数人的认知中并不存在预测需要遵循鞅过程的概念。


12.4　总结和评述

如图12.1所示，二元期权除了给出结果预测，更多是提供了关于结果不确定性的信息，这是交易员非常熟悉的一点[225]。

如果有两个以上的候选人，该过程可以进行如下扩展。构造一个随机过程Y1,t，Y1,t是[0,1]过程，Y2,t是(Y1,t,1]过程，Y3,t则是剩余的1−Y1,t−Y2,t。更一般的情况是，Yn−1,t∈(Yn2,t,1]，同时Yn,t为剩余项[image: ]。如果有n个候选人，剩余项为第n名候选人。

附录：一切通向数量金融

背景　奥布里·克莱顿给编辑发了一封邮件，对上述方法的根本性“错误”提出了批评。作者和德鲁夫·马德卡回应并探讨了数量金融方法在生活中的价值。

我们很高兴可以回复克莱顿的邮件，解答他的一些困惑，同时也可以借此机会澄清大众对数量金融和套利定价的误解。我们可以非常自豪地讲，“条条大路通向数量金融”，也就是说，套利定价法可以广泛应用于各类二元预测。这里还要提及另一位作者马德卡（2017）[158]，他和塔勒布（2018）[234]几乎同时独立推导出类似的结论。

错误的说法

塔勒布对概率预测的批评完全没有根据，尤其是对大选预测网站FiveThirtyEight而言，他（塔勒布）认为FiveThirtyEight的预测“违背了套利的边界”。

我（在[234]中）完全没有提到FiveThirtyEight，克莱顿一定是把我的论文和推特论战混为一谈了。该文旨在以严谨的方式论证大选过程，而非新闻式的公开讨论，文中只有一句话提到了2016年大选。[1]

我们先不讨论他对本文出发点的曲解，来看克莱顿的具体论点。

错误的套利定价

按照克莱顿的描述，要么研究错了（他的原文写道，“首先，他的选举预测所依赖的数量金融的基本假设之一是错误的”），要么只能算“部分正确”。先不论塔勒布（2018）[234]压根没有对FiveThirtyEight进行评价，让我们来看看克莱顿的逻辑。

克莱顿考虑了三个阶段，t0=0，中间阶段t和最终时间[image: ]他展示了未来概率的某种特殊分布，从t0开始观测，时间从[image: ]开始，结束于T，在该时间区间是均匀分布的。实际上，在他的构造下，运用概率积分变换，我们会看到概率近似于对称的贝塔分布，参数为a和b，且a=b。当[image: ]时，我们有a=b=1（也即均匀分布）。在[image: ]之前形状是凸的，在t=t0时为狄拉克函数。在[image: ]之后形状是凹的，t接近T时会变成0和1处的两个狄拉克函数（类似于伯努利分布，也类似于[image: ]的arcsine分布）。

克莱顿的构造极具误导性，因为他在讨论套利定价和套利压力时，用t0时刻的过滤条件分析了t时刻的价格分布。投资者只会在t时刻对t到T的期权估值（而非t0时刻）：在这种约束下，无论距离行权价有多远，或者标的价格取什么值，二元期权都会随σ→∞自动收敛到[image: ]。这里的σ不是实际波动率，而是未来波动率。这可以从二元期权定价模型和塔勒布（2018）[234]的框架中得到。价格不是一种概率（甚至不是概率分布），而是一种预期。简单地说，作为套利者，在为二元期权定价时，我们肯定会根据已有信息考虑未来的波动率，而不是无条件的概率分布本身。

当σ无穷大时，一切都变成了噪声，这种程度的噪声会淹没所有信号。

另一种方法是假设不确定性极高，从信息论和最大熵的角度来理解概率趋向[image: ]：伯努利分布（概率p和1-p）的熵为I=−((1−p)log(1−p)+p log(p))，在[image: ]处取最大值。

如果想报出优于[image: ]的价格，我们就需要有足够的信息来打败噪声，下面我们会看到这并不容易。

套利

数量金融领域还有一个对波动率的限制。因为大选结果可以被视为欧式二元期权，所以该期权价格在反映标的波动率的时候，存在1和0的上下界。

从本质上讲，如果二元期权的价格波动太大，简单的高卖低买策略就能保证带来正回报。[2]该结论可以通过[L,H]之间的有界算术布朗运动来获得：

[image: ]

随机积分[image: ]可以通过0成本的方式复制。也就是说，BT的价值受到右边平方项最大差异的制约。如果某个预测者给出了过于激进的波动概率，而且他也愿意交易这一预测（风险共担），那么别人可以通过卖出高预测值，买入低预测值的方式对他进行套利。

总之，所有数字化的概率预测都应该被视为一种价格——德菲内蒂认为预测者应该风险共担。在这样的条件下，二元预测遵从套利法则和衍生品定价，符合数量金融领域中的建模描述。用数量金融方法进行二元预测和贝叶斯方法并不互斥[塔勒布(2018)没有说概率应该等于[image: ]，只是说由于套利作用和限制条件，会有一个向[image: ]回归的作用]。因为最后只会有一个价格1或0，这就约束了之前的时序结构。﹝量化金融模型以外的另一种视角：假定有一个标准的概率分数，令[image: ]是[image: ]之间的随机变量，我们定义分数为（需要对每个单独的BT最小化该项）[image: ]对于任何给定的常量BT和期望预测[image: ]的最小值源于[image: ]为了战胜狄拉克预测[image: ]，此时[image: ]，预测者需要达到75%的准确率（均匀分布的预测分数为[image: ]），这向我们展示了波动和信号之间的权衡。﹞

克莱顿质疑量化金融方法的原因可能是，现实生活中概率和投票并非鞅过程，而可交易的概率（真实预测）是鞅过程。这也是塔勒布（2018）[234]把投票（可能是模糊的和不可交易的）利用中间项转化到概率空间[0,1]的原因。

致谢

感谢拉斐尔·杜阿迪，纽约大学工学院金融工程专业的学生，以及纽约彭博量化金融研讨会的参与者。



[1]顺便说一下，FiveThirtyEight的问题不是在5个月里将大选概率从0.55调高到0.85，而是在一个很短的时间内突然改变了概率——这一点马德卡（2017）[158]有所提及。

[2]来自布鲁诺·迪皮尔在纽约大学的连续时间金融课，也是2019年春季的期末试题。



第四部分　肥尾条件下的不均估计




第十三章　无限方差下的基尼系数估计‡[1]


本章主要探讨肥尾机理下如何估计基尼系数，比如均值有限方差无限的稳定分布类[尾部指数α∈(1,2)]。在这种情况下，因为肥尾条件会导致下偏，基尼系数无法通过传统的非参方法进行可靠估计，这对正在进行的关于经济不平等的讨论具有重要意义。

我们首先讨论基尼系数的非参估计，在数据从薄尾过渡到肥尾分布的过程中（特别是在方差无穷的情况下），观察基尼系数的渐进对称分布是如何发生转变的。我们还会展示非参基尼系数的偏差如何随着α值的降低而增加。之后，我们会证明极大似然估计法优于非参方法，达到相同估计效率所需的样本更少。

最后，我们针对肥尾数据设计了一种纠偏机制来修正小样本偏差，可以对非参估计和极限渐进分布的均值差异进行合理调整。






[1]研究章节，与丰塔纳里和西里洛合著。




13.1　介绍

贫富差距的研究横跨经济学、统计学和经济物理学，和肥尾紧密相连，一般都用方差无穷的分布来描述[39][144]。对于肥尾分布的原型“帕累托分布”我们都不陌生，这一分布最初被用来描述家庭收入。然而在研究财富分布的时候，数据的肥尾性可能会带来问题，因为很多财富不均或集中度统计量的估计效率（和一致性）大大降低。

本章主要描述肥尾是如何影响经济学中最常见的收入不平等指标——基尼系数[78][110][144]的，该统计量一般用于（常常也会被误用）经济和金融物理文献，作为描述全球财富分布和集中度的主要工具[39][191]。

有关基尼系数的文献纷繁驳杂（如[78][222]），但奇怪的是，几乎没有人关注基尼系数在肥尾条件下的行为，更荒诞的是：（1）收入和财富的经验分布非常肥尾[144][191]；（2）基尼系数本身就可以被视为变化和肥尾性的测度[76][79][80][95]。

估计基尼系数一般采用非参方法：按照数据的经验分布，通过公式13.5计算基尼系数。但是在本章中，我们会看到肥尾条件下这一估计存在下偏。所以，我们的目标是在肥尾情况下，推导非参基尼系数估计的极限分布，并提出可行的策略，定量纠正这一偏差。我们也会展示极大似然方法相对于非参估计的优势，可以在数据量更少的情况下提高估计效率（极大似然估计的模型误差不是主要矛盾）。[2]


[image: ]
图13.1　意大利统计学家科拉多·基尼（1884—1965）。图片来源：博科尼。


我们的研究和财富不均问题紧密相连，参见托马斯·皮凯蒂最近重新提起的讨论[191]。因为在肥尾和无限方差的条件下，估计的基尼系数可能会推翻一些经济领域的分析，或者使其“不那么可靠”。我们为什么要相信一个有偏估计呢？

当讲到肥尾数据时，我们所指的机理是：正随机变量X，累积分布函数F(x)，正规变化阶数α[136]，对于[image: ]，满足：

[image: ]

这里L(x)是缓变函数，[image: ]，尾部指数α＞0。

正规变化分布定义了一大类随机变量，其性质在极值理论中有详细研究[82][116]。[44]提到，正规变化和肥尾实际上是同义词。我们知道，如果X1…Xn是独立同分布随机变量，且属于正规变化类，累积分布函数F(x)满足公式13.1，那么该过程落在弗雷歇分布的极大吸引域中，参数为ρ，表示为[image: ][116]。这也意味着，极大值Mn=max(X1,X2…Xn)满足：

[image: ]

其中[image: ]为两个归一化常量。显然，正规变化系数α和弗雷歇分布参数ρ的关系为：[image: ][82]。

弗雷歇分布是极值理论中最大值的极限分布之一，代表肥尾和无界极限分布[116]，另外两个分布是耿贝尔分布和韦布尔分布。正规变化和弗雷歇分布之间的联系可以帮助我们处理大量的随机变量（以及经验数据），同时也告诉我们，基尼系数受到极大值（巨额财富）的高度影响，这也和我们的直觉一致[95][144]，特别是在方差无限的情况下。因此，我们在肥尾条件下讨论财富不均要更为谨慎。

这里回顾一下，肥尾随机变量X的矩是否存在，取决于尾部指数α，也即

[image: ]

在本章中，我们为肥尾过程加上均值有限和方差无限的条件，因此，根据公式13.3，我们将重点放在尾部指数α∈(1,2)的正规变化类分布上。

表13.1和图13.2分别给出了我们核心思想的数学和图像描述，两者均基于我们构建的帕累托分布样本（尾部指数α等于1.1）。

表13.1比较了非参基尼系数法（公式13.5）和极大似然估计法（章节13.3）。在表13.1中，我们对不同大小的样本分别模拟了108次，通过蒙特卡罗模拟给出了平均结果。如表13.1所示，非参估计向真实基尼系数（g=0.833 3）的收敛速度极慢且单调递增。也就是说，不仅仅是对分布的尾部，非参估计在分布对称性的收敛上也有问题。

图13.2定量表达了非参基尼系数的极限分布会失去正态性和对称性[91]，在方差无限时变成有偏的肥尾分布。在章节13.2中我们证明，当数据的产生机理在肥尾分布的吸引域中时，基尼系数的渐进分布会变成右偏的α稳定分布。这种变化导致了肥尾条件下非参基尼系数估计的下偏。不过，我们对新分布的了解允许我们修正上述非参估计，提高估计质量，降低错估财富不均带来的风险，从而对经济和社会的政策制定起到正面作用[144][191]。

表13.1　比较在不同样本量之下，非参法和极大似然法估计的基尼系数，底层帕累托分布α=1.1（有限均值无限方差）。蒙特卡罗模拟的数量：108

[image: ]


[image: ]
图13.2　尾部指数不同的两个帕累托（Ⅰ类）分布（均值有限方差无限），其基尼非参估计的直方图（做了中心化处理以方便比较）。样本量：103，取样次数：每个分布取102次。


本章的其余内容组织如下：在章节13.2中，我们会推导在数据满足无限方差条件时样本基尼系数的渐进分布；在章节13.3中，我们将讨论极大似然估计；在章节13.4中，我们会简单介绍帕累托分布；在章节13.5中，我们会提出一种纠正非参估计的方法，通过渐进分布的峰值-均值距离来修正小样本效应；章节13.6是本章的收尾；附录会包含更详尽的证明过程。



[2]分位数贡献的非参测度也存在类似的偏差，也即类似“前1%的人拥有总财富的x%”的分位数贡献[242]。本文将该问题扩展应用到更广的基尼系数上，并联系极限定理进行深入研究。


13.2　无限方差下非参估计的渐进性质

下面我们推导基尼系数非参估计的渐进分布，假定数据满足均值有限方差无限的肥尾分布。

基尼系数g的“随机”表达式为：

[image: ]

此处X′和X″是随机变量X的独立同分布取值，累积密度函数[image: ]。均值有限为[image: ]也被称为“基尼平均差”（GMD）[222]。为方便起见，我们定义[image: ]

因此，随机变量X的基尼系数是任意两个独立取值的平均期望偏差，并以两倍均值进行归一化处理[81]。

对于样本集X1,X2…Xn，最常见的基尼系数非参估计可以定义为：

[image: ]

也可以表示为：

[image: ]

其中[image: ]是[image: ]的顺序统计量，满足[image: ][image: ]和[image: ]。在公式13.6中，渐进正态估计假设数据的方差有限[144][222]，这一结果可以从公式13.6的U-统计量和L-估计的性质得出。

有一种标准方法可以证明公式13.6中估计的极限分布，适用于顺序统计量的线性组合，那就是在n→∞时，顺序统计量序列可以用一系列独立同分布随机变量表示[56][151]。然而，这一点一般需要数据产生机制存在某种L2可积性，在这里我们不做这样的假设。

引理13.1展示了该如何处理仅L1可积的肥尾产生的顺序统计量序列（附录中有证明）。

引理13.1

考虑如下序列[image: ]是独立同均匀分布样本的顺序统计量。假设[image: ]，那么：

[image: ]

其中α∈(1,2)且L0(n)为缓变函数。

13.2.1　α稳定随机变量回顾

我们先来介绍α稳定分布的一些概念，为之后基尼系数的渐进极限研究做些铺垫。

随机变量X服从α稳定分布，X～S(α,β,γ,δ)，特征函数为：

[image: ]

α∈(0,2)控制尾部形态，β∈[−1,1]控制偏度，[image: ]是尺度参数，δ∈R是位置参数。上述描述被称为α稳定分布的S1类参数[181][209]。

有趣的是，α稳定分布的α参数和公式13.1中的正规变化随机变量的α有共通之处：如[91][181]所示，顺序量为α的正规变化随机变量服从α稳定分布，两者尾部α相同。这也是为什么我们没有在这里区分使用不同的α。在两个α一致的条件下，我们的目标是处理均值有限方差无限的分布，令α∈(1,2)。

回忆一下，对于α∈(1,2]，α稳定随机变量X的期望等于位置参数[image: ]。更多细节可以参考[181][209]。

标准化的α稳定随机变量可以表示为：

[image: ]

另外要注明的是，α稳定分布是无限可分分布类的一个子类。因为卷积条件下的封闭性，在广义中心极限定理中[91]可以被用来描述部分求和的极限行为（尺度重整后），[image: ]。在α=2时，我们会得到正态分布的特例，对应有限方差条件下传统中心极限定理的极限分布。

下面我们假设随机变量在α稳定分布的吸引域内，写为X∈MDA(Sα)，我们可以看到，部分求和的极限条件等价于公式13.2中部分极大值的极限条件[82][91]。


13.2.2　基尼系数的α稳定渐进极限

考虑一个样本集X1,X2…Xn，样本均来自独立同分布的连续正规变化类随机变量，CDF为F(x)，定义见公式13.1，尾部指数α∈(1,2)。样本数据的产生过程在[image: ]的弗雷歇分布的吸引域内，[image: ]

对于基尼系数估计的渐进分布（公式13.6），当数据产生机理服从无限方差条件时，会有两条定理：定理1表达了基尼平均差的极限分布（公式13.6中的分子项）；定理2将结果扩展到整个基尼系数。两个定理的证明见附录。

定理1

假设有独立同分布随机变量序列[image: ]，X的定义域为[c,+∞),c＞0。因此X属于α稳定随机变量的吸引域，X∈MDA(Sα),α∈(1,2)。那么样本基尼系数的平均差[image: ]满足如下极限分布：

[image: ]

这里[image: ]是缓变函数，使公式13.37成立（见附录）。Sα,1是右偏的标准化α稳定随机变量，定义见公式13.9。

此外，统计量[image: ]是GMD的渐进一致估计，[image: ]

定理1还可以通过公式13.2中定义的最大吸引域MDA(Φ(ρ))来重新表述。

定理2

和定理1的假设相同，基尼系数估计[image: ]满足如下极限分布：

[image: ]

这里[image: ]是定理1中定义的缓变函数，Q是右偏α稳定随机变量[image: ]

统计量[image: ]是基尼系数的渐进一致估计，[image: ]

在α∈(1,2)的肥尾条件下，定理2告诉我们，无论数据背后的分布是什么，基尼系数的渐进分布都是右偏的。因此，极度肥尾数据不仅会导致基尼系数的极限更肥尾，也改变了极限定理的形状，使其大大偏离了常见的对称高斯形态。结果是，基尼系数虽然满足渐进一致性[151]，但会被低估，并且基尼系数趋向真实值的过程进一步减慢，表13.1已经给出了一些证据。


13.3　极大似然估计

定理2表明，在处理无限方差的分布时，因为有偏特征和肥尾渐进极限，常见的基尼系数非参估计并非最佳选择。我们的目的是找到在肥尾条件下依然保持其常态渐进性质的估计。通过非参方法肯定不行，因为它们都包括在α稳定中心极限定理的范围内[82,91]，所以我们必须尝试带参方法。

定理3告诉我们，一旦确定了数据生成机制所属的分布族，我们就可以通过极大似然估计来计算基尼系数。估计量不仅渐进于正态，而且渐进效率很高。

在定理3中，我们描述的随机变量分布属于更广泛的指数族[221]，其密度可以表示为：

[image: ]

其中[image: ]是已知函数。

定理3

令X～Fθ，Fθ属于指数分布族，那么基尼系数的插入式极大似然估计量GML(Xn)θ有效渐进于正态分布：

[image: ]

此处[image: ]是费雪信息。

证明　该结果很容易从指数分布族的极大似然估计量的渐进效率和MLE的不变性原理得出。g(θ)相对于θ的连续性和单调性能保证基尼系数服从不变法则。渐进方差则可以通过Delta方法[211]来求得。


13.4　帕累托数据

下面我们用一些人造肥尾数据进行阐述。假设有帕累托分布I[185]，概率密度为：

[image: ]

很容易验证，相应的生存函数[image: ]属于尾部指数α的正规变化类，缓变函数L(x)=cα，这样我们可以应用章节13.2的结果得出下列推论。

推论13.1

令X1,X2…Xn为独立同分布帕累托变量序列，尾部指数α∈(1,2)。非参基尼系数估计可以通过下面的极限来定义：

[image: ]

证明　为不失一般性，我们假设公式13.13中的c=1。上述结果仅仅是定理2的拓展，因为帕累托分布隶属于α稳定分布的吸引域，缓变函数L(x)=1。满足公式13.37的序列cn变为[image: ]，所以我们有[image: ]，独立于n。同时分布的均值也是α的函数，也即[image: ]

推论13.2

令样本X1,X2…Xn和推论13.1中的相同，GMLθ为定理3中定义的基尼系数极大似然估计量。那么该估计量的极限为（按照均值g重整）：

[image: ]

这里N代表高斯分布。

证明　基尼系数极大似然估计的函数表示为[image: ][144]。由于帕累托分布（最小值已知为xm）属于指数族，所以满足极大似然估计渐进有效的必要条件。同时，帕累托分布的费雪信息为[image: ]

现在我们已经计算出两者的渐进分布，就可以通过帕累托性质的样本集比较极大似然估计和非参估计的收敛质量，我们可以把帕累托样本集视为广义肥尾观测量的一般化表达。

具体来讲，我们可以通过公式13.14和公式13.15，近似估计有限样本下统计量和真实基尼系数g偏差的分布。

图13.3展示了两种不同估计的分布，可以看到它们对均值的偏离情况，以及增大观测数目以后分布如何变化。实际上，为了比较极大似然估计和非参估计，我们固定了极大似然估计的观测量，只改变非参估计的样本数目。我们分别研究了不同性质的尾部指数，观察估计会在多大程度上受到影响。值得注意的是，随着尾部指数不断降低趋于1（无限均值的阈值），非参估计的分布峰值会逐步偏离真实分布的均值（由定义可知，真实分布的均值为0）。这一效应也带来实践中的小样本偏差。而极大似然方法就不存在这样的偏差，主要是因为在不同尾部指数下其极限均为正态分布。


[image: ]
图13.3　对于不同的尾部指数α，比较极大似然估计和非参估计的渐进分布。极大似然估计的观测数目固定为n=100。这里哪怕所有分布的均值均为0，但因为非参估计有偏，其概率峰值也不为0。


我们可以对上述论点进行更严谨的扩展，评估在不同尾部指数下，非参估计要达到极大似然的估计效率所需要的样本量ñ。我们考虑类似于似然比率的如下函数：

[image: ]

[image: ]和[image: ]是中心化估计（非参和极大似然估计）超过给定阈值±c的概率，分别对应α稳定分布和高斯分布，如公式13.14和公式13.15所示。在非参估计中，观测数目n可以变化，而极大似然估计的观测数目固定为100。下面我们求解固定c时[image: ]对应的[image: ]

表13.2展示了不同阈值c和尾部指数α对应的结果。我们可以看到，极大似然估计远超非参估计的表现，要达到n为100的极大似然估计精度，非参估计需要的数量更大。比如，当α=1.2和给定阈值c=±0.02时，我们至少需要80×106的观测量来进行非参估计，才能达到和极大似然估计相同的水平。

表13.2　和极大似然估计n=100相比，对于不同的阈值c和尾部指数α，非参估计匹配一定尾部概率所需的样本数目ñ

[image: ]

有趣的是，满足公式13.16尾部概率所需的观测数目并不随阈值均匀变化。这也不奇怪，因为随着阈值趋于无穷或趋于0，所有n的尾部概率都相同。所以，对单模型极限分布，我们预期某个阈值对应最大观测数目，而其他阈值所需的观测数目会更少。

我们的结论是，当存在方差无限的肥尾数据时，插入式的极大似然估计优于非参估计。


13.5　小样本修正

定理2也可以被用于修正小样本下的非参估计。这里的核心在于，对单模型分布，绝大多数观测会聚集在峰值附近。在对称分布中，概率峰值和均值重合，所以，大多数样本也会接近均值，但这对偏态分布不成立：右偏单模型分布的概率峰值小于均值。这样一来，因为知道非参基尼系数的渐进极限分布是右偏的，我们可以预期观测到的基尼系数总是小于真实基尼系数（以均值为标准）。我们也可以通过观察峰值和均值的距离来量化衡量其差异（偏差），一旦知道了上述距离，我们就可以反过来进行叠加修正。[1]

在理想情况下，我们希望推导修正后的非参估计量GC(Xn)，使得：

[image: ]

这里[image: ]是峰值m和非参基尼系数估计GNP(Xn)分布均值的距离。

如果对公式13.17中的表述进行修正，相当于对分布GNP(Xn)进行平移，从而使分布的峰值贴合真实的基尼系数。

理论上我们希望获得基尼系数的精确分布，从而精准修正峰值-均值距离[image: ]。但是有限分布并不那么容易推导，我们需要对数据的生成机理做出预设（对肥尾数据而言，这通常是未知的[144]）。所以，我们建议采用章节13.2中的非参基尼系数的极限分布来近似有限样本分布，由此出发估计峰值-均值距离。这一流程允许在模型假设上有更大的自由度，且降低了需要估计的参数数量，因为极限分布只依赖于尾部指数和均值，而且均值通常可以通过尾部指数的函数来表达，帕累托分布的均值[image: ]

通过α稳定分布的位置-尺度性质，以及公式13.11，我们可以将有限样本的分布GNP(Xn)近似描述为：

[image: ]

其中[image: ]是极限分布的尺度参数。

再通过α稳定分布峰值的线性关系，我们有：

[image: ]

m(α,γ(n))是均值为0的α稳定分布的峰值函数。

这告诉我们，为了获得修正项，我们不需要了解真实基尼系数的性质，m(α,γ(n))并不依赖于g。那么我们可以将修正项估计为：

[image: ]

这里s(x)是公式13.18中相关α稳定分布的概率密度，中心位置为0。α稳定分布的概率峰值不存在解析式，但在单模型中可以用数值方法计算[181]。

因此，修正后的非参估计为：

[image: ]

渐进分布为：

[image: ]

修正项[image: ]是尾部指数α的函数，它通过极限分布的尺度参数γ(n)和样本大小n相联系。有必要指出，[image: ]随着n的增加而下降，并且[image: ]。因为随着n的增加，公式13.18描述的分布中心越来越接近均值，密度峰值和均值之间的差异最终会降到0。这一点保证了修正估计和非参估计的渐进等价，可以看到：

[image: ]

一般来讲，加入这种修正以后，GC(Xn)在小样本中总会表现得更好。在公式13.21中，修正估计分布的均值为[image: ]，随着n→∞，会趋向基尼系数的真实值g。

从理论上说，该修正的质量依赖GNP(Xn)的精确分布和其极限α稳定分布，两者越相似效果越好。然而，在绝大多数时候我们不知道GNP(Xn)的精确分布，因此无法给出更多细节。

就我们目前的研究来看，很明显，修正项依赖于数据的尾部指数，也可能依赖于均值。而这些参数只要没有先验假设，就需要进行后验估计，所以估计带来的额外不确定性也会影响修正项的质量。

我们为本章做一个小结，通过一个简单的例子展示修正的影响。在蒙特卡罗实验中，我们模拟了1 000个帕累托分布的样本集，样本集大小从n=10一路增加到n=2 000，对不同大小的样本，我们都计算了非参估计量GNP(Xn)和修正项GC(Xn)，再针对不同的α重复该实验。图13.4展示了实验结果。

按照相对于真实基尼系数的偏离这一标准，很显然，修正后的统计量总是比未修正的统计量表现得更好。我们的实验显示，对于n≤1 000的小样本，α∈(1,2)时其增益非常显著。不过和我们预计的一样，这种改进的效果随着n的增加和尾部指数α的增大而降低。当尾部指数等于2时，我们会得到对称高斯分布，此时两种估计完全一致，因为方差有限，非参估计终于不再有偏。


[image: ]
图13.4　比较修正后的非参估计（上面的红线）和普通非参估计（下面的黑线）。对小样本来说，修正估计的质量明显更高。




[1]我们还测试了另一种方法，用中位数和均值之间的距离来修正，结果是类似的。


13.6　总结

在本章中，我们讨论了在无限方差分布下，基尼系数非参估计的渐进行为。这是大多数文献都忽略的一点，非参方法的核心问题在于，它将渐进一致性和前渐进性质完全等价。

根据极大似然估计的性质，我们展示了带参方法可以提供更好的渐进结果，所以，只要研究数据可能存在肥尾特性，我们就强烈建议使用带参方法进行估计。

在无法完全使用带参方法的情况下，我们建议对非参估计做一个简单修正，把概率峰值和渐进分布的均值的距离纳入其中。即使修正可以解决上述问题，我们也建议谨慎使用，因为修正项的估计可能存在额外的误差。

附录

引理13.1证明

令U=F(X)为随机变量X的标准均匀概率积分。顺序统计量[image: ][image: ]，因此：

[image: ]

通过经验分布累积密度函数的定义：

[image: ]

这里[image: ]，是均匀分布随机变量的累积密度函数。

为了证明[image: ]，我们将采用一个趋于0的上界。首先可以看到：

[image: ]

为了给公式13.24的右侧建立边界，我们可以通过[image: ]可积，[image: ]可积，然后用p=1和q=∞的霍尔德不等式：

[image: ]

然后由柯西-施瓦茨不等式我们得到：

[image: ]

回想[image: ]属于独立同分布序列，因为[image: ]，所以第二项变成：

[image: ]

最后一步是证明公式13.27在n→∞时趋向0。

我们知道，Fn是均匀随机变量的累积分布函数。通过三角不等式，我们可以得到公式13.27内部项的上界：

[image: ]

由于我们处理的是均匀分布，F(U)=u，公式13.28右边的第二项可以被忽略。

然后，我们可以用VC（Vapnik-Chervonenkis）不等式限制[image: ]，对过程取均匀上界[29][55][258]：

[image: ]

结合公式13.29和公式13.27可以得到：

[image: ]

随着n→∞，该项趋于0，由此证明了前面第一项。

对于第二项，我们知道，如果α∈(1,2)，公式13.30等号右边在乘以[image: ]之后依然趋向0。

定理1证明

证明的第一部分主要是将公式13.10重新改写为独立同分布随机变量的函数，替代顺序统计量以应用中心极限定理。

先从以下序列开始：

[image: ]

对标准均匀分布U使用概率积分变换[image: ]，移除[image: ][image: ]，公式13.31右边可以重写为：

[image: ]

通过顺序统计量的性质[56]，我们可以得到必然收敛的等价形式：

[image: ]

此时，公式13.33右边第一项是独立同分布随机变量的函数，而第二项是小量，所以：

[image: ]

通过公式13.10，同时拆解公式13.33，可以将定义重写为：

[image: ]

从引理13.1的第二项和斯勒茨基定理，公式13.10的收敛性可以通过观察以下序列的行为来证明：

[image: ]

这里[image: ]，从而降低到证明Zi在肥尾的吸引域中。

回忆一下我的假设，[image: ]，该假设允许我们对肥尾变量求和使用某种具体形式的CLT。但是我们首先要证明Z∈MDA(Sα)，也即[image: ]为缓变函数。

请注意：

[image: ]

这里[image: ]，第二个不等式比较明显，第一个不等式因为X和F(X)存在正向关系而成立，也可以通过[image: ]的不等式[122]严格证明。

利用缓变函数的性质，我们有[image: ]。为了证明[image: ]，我们使用布雷曼定理，在第二个变量不算太肥尾的情况下[267]，保证α稳定类分布在乘积条件下保持稳定。

为了应用该定理，将[image: ]表示为：

[image: ]

[image: ]是满足[image: ]的标准均匀分布。

我们先来看[image: ]，另一边[image: ]的情况可以类推。对z→∞有：

[image: ]

现在我们有[image: ]，通过应用布雷曼定理，[image: ]变成：

[image: ]

所以，

[image: ]

那么我们可以总结，根据压缩定理[91]，随着z→∞

[image: ]

所以Z∈MDA(Sα)。

下面我们可以讨论广义中心极限定理(GCLT)[82]，对序列Zi，

[image: ]

[image: ]是标准的α稳定分布随机变量，cn是满足如下条件的序列：

[image: ]

这里cn可以表示为[image: ]是和L(n)不同的另一个缓变函数。

偏度参数β：

[image: ]

通过我们的构造[image: ]，上述表达式可以简化为：

[image: ]

所以β=1，再结合公式13.34，引理13.1的残差Rn和斯勒茨基定理，我们可以得出，公式13.10中顺序序列Z(i)也适用于同样的弱中心极限定理。

定理2证明

证明的第一步是，表征基尼系数的顺序序列[image: ]在分布上等价于独立同分布的序列[image: ]。为了证明这一点，可以将公式13.33因式分解到公式13.11，得到：

[image: ]

由引理13.1，应用连续映射和斯勒茨基定理，公式13.39的第二项以概率方式趋于0。由此推导出序列满足弱中心极限定理：

[image: ]

按照之前[image: ]，扩展公式13.40，我们有：

[image: ]

因为X为正随机变量，通过连续映射定理，公式13.41中的[image: ]以概率形式收敛于[image: ]。所以，通过斯勒茨基定理给出最终极限。

我们先来看下面这项的极限：

[image: ]

令[image: ]，因为[image: ]，所以[image: ]

为了应用广义中心极限定理，找到序列[image: ]的极限分布，我们需要证明[image: ]

[image: ]

因为[image: ]公式13.43等于公式13.42。

为了证明[image: ]，因为之前[image: ]可以被视为[image: ]移动[image: ]，所以我们可以采用和定理1相同的方法。实际上，[image: ]和Z（X也一样）具备相同的尾部指数α和缓变函数L(n)。

我们的前提条件有[image: ]且分布连续，所以[image: ][image: ]，这样一来，[image: ]的左尾不会改变极限分布偏度参数β，由公式13.38，Z的β依然等于1。

所以，通过广义中心极限定理我们有：

[image: ]

最后做一个总结，公式13.39证明了基尼系数的弱极限可以通过独立同分布序列[image: ]表示，而不是顺序序列，且α稳定随机变量在常数项的调整下是封闭的[209]。


第十四章　分位数贡献的估计误差和超可加性‡[1]


在样本集[2]中，衡量头部分位数对总体贡献（集中度）的统计量存在下偏、不稳定、对样本容量敏感、对大偏差凸性高等问题，因此完全不适用于幂律尾（尤其是尾部指数较低的幂律尾）。可以看到，这类统计量会随着时间的推移和样本的大小而变化，从而给出错误的集中度变化信号。同时，集中度不适用于不同分布的累加与混合，A与B的加权集中度会小于A∪B的集中度。此外，在肥尾条件下，总量增加对应着集中度增加。我们在本章评估了统计量在同类分布和混合分布下的误差和超可加性。






[1]研究章节。

[2]与R.杜阿迪合作。



14.1　介绍

维尔弗雷多·帕累托曾注意到，意大利80%的土地属于20%的人口，从而诞生了知名的80/20法则和幂律分布。幂律性质的自相似性[162][163]使得我们可以对头部的20%再次应用80/20法则，如此类推，直到得出这样的结果：最富有的人群将拥有总财富的53%。


[image: ]
图14.1　年轻的维尔弗雷多·帕累托，拍摄于他发现幂律规律之前。


集中度统计量高度依赖于所使用的估计方法，存在很大偏差，而帕累托观察到的真实集中度比率（也即头部分位数的形状）很可能接近70%，所以，随着年份的增加，我们会看到集中度不断上行。实际上，对于财富分布，随着技术手段的进步、人口增加和经济增长，我们得到的统计量会随着时间的推移而上升，这不过是样本量或总价值不断增大的结果。

核心问题在于，当单尾类型的肥尾随机变量存在左边界却没有右边界时，随机变量[image: ]在样本内的分位数贡献是实际分位数贡献的有偏估计。

我们先定义分位数贡献如下：

[image: ]

这里[image: ]是给定概率q的阈值。

对于给定样本集[image: ]，其“自然”估计量[image: ]，在很多学术研究中表示为：

[image: ]

[image: ]是概率q的估计阈值：

[image: ]

我们看到观测变量[image: ]是真实变量κq的下偏估计，在样本外会遇到一定问题。这样的偏差和分布的肥尾程度成正比，对极度肥尾来说，哪怕样本量很大，其差异也很显著。



14.2　帕累托尾分布

假定X为具备“幂律”性质右尾的分布类，也即

[image: ]

此处[image: ]是缓变函数，定义为[image: ]

在分位数阈值较小的时候（＜50%），满足上述条件的不同分布差异很小，如学生T分布，列维α稳定分布，Dagum分布[53][54]，Singh-Maddala分布[213]或帕累托分布。

在尾部指数[image: ]，正如本书第八章[235]讨论的，大数定律成立但极度缓慢。在α越接近1的时候该问题越严重，而当α=1时会发散。

14.2.1　偏差和收敛性

简单帕累托分布　我们先来看α帕累托分布，密度函数φα(x)，下界为[image: ]，也即[image: ]，在这样的假设下，阈值的临界点为[image: ]，我们有：

[image: ]

如果X只在临界点xcut之上[image: ]服从α帕累托分布，对于某个λ＞0有[image: ]，那么我们有[image: ]，以及

[image: ]

估计κq需要尾部指数α和尺度参数λ，或者λ和X期望的比率。

表14.1显示了在α=1.1的帕累托分布下，κq估计量[image: ]的偏差。此类分布和现实中的经济学变量相对应，比如给定国家的财富分布（包括发达国家）。[1]在这种情况下，估计量对“小样本”极度敏感（小样本的定义是108量级的数据）。我们针对不同大小的样本进行了1万亿次模拟，如表14.1所示，κ=0.657 933，哪怕有高达1亿的样本量，得到的结果也高度有偏。

随着α从1逐步增加，估计偏差会以非线性的方式迅速降低，并在α=2附近变得较弱。如果是不同α的混合分布则不然，后面会单独讨论。同时，此效应在最高1%分位数之外也较弱，所以我们只研究1%分位数以内和α较小的情况。

表14.1　1012次蒙特卡罗模拟下κ=0.657 933的有偏估计

[image: ]

鉴于上述结果以及我们围绕它们进行的一些测试，偏差[image: ]可以近似表述为[image: ]，其中常数项b(q)和c(α,q)需要进一步估计。上述模拟表明，无论α和q取什么值，都有b(q)=1，但是估计量的标准差向0收敛极为缓慢，很难进行精准估计。

一般情况　在一般情况下，我们固定一个阈值h，并定义：

[image: ]

因此我们有[image: ]。同时定义n样本估计量：

[image: ]

其中Xi是X的n个独立取值。[image: ]对κh的估计偏差代表统计量是否对新样本存在凸性，无论是否落在阈值上下。令[image: ][image: ]，因此，假设给定阈值[image: ]。如果新样本[image: ]那么新的估计值为[image: ]，该值对Xn+1存在凸性，所以Xn+1的不确定性会增加其期望。但如果新样本为Xn+1＞h，新的估计值[image: ]，此时对Xn+1是凹函数，Xn+1的不确定性会降低其期望。这两种相反效应的竞争对后者更有利，因为变量的凹性更高，同时阈值之上的不确定性会高于阈值之下（无论使用什么测量方法）。右尾越肥该效应越强。总的来说，我们发现[image: ][注意把阈值[image: ]放开也会降低集中度估计并增强该效应，虽然每增加一个样本都会提高[image: ]的期望，但这种影响极其微弱]。我们得出以下几点结论。

命题14.1

令[image: ]是随机样本集，大小[image: ]是一个额外观测，定义统计量[image: ]有：

[image: ]

该不等式对[image: ]成立的原因是，[image: ]不依赖于[image: ]的具体值。

这里的情况和小样本效应不同，小样本效应是因为具备极大影响的事件比较罕见，但该偏差会随着样本量的增加而不断变弱。而这里统计量的凹性限制了有限n中测量值的上界，截掉了大偏差，这也导致了定理中的累加问题。

在实际情况中，哪怕样本量非常大，重大罕见事件对κq的贡献也阻碍了样本统计量趋于真实值。如果想追求更好的无偏估计，我们需要采用不同的路径：首先估计分布参数([image: ],[image: ])，之后估计理论尾部贡献κq[image: ],[image: ])。但根据福尔克[86]的观察，哪怕对参数α和λ有合理的估计，收敛速度也很慢，速率为n−δ/ln n，其中的指数项δ依赖于α，以及实际分布相对于理论帕累托分布的可接受偏差，用海林格距离表示。在α→1时δ→0，使得α较低时收敛速度很慢。


[image: ]
图14.2　额外观测样本对κ的效应。



[image: ]
图14.3　额外观测样本对κ的效应，可以看到h两侧的凸性，只有h左侧1/n的部分没有受影响。




[1]这个分布的尾部指数α小于2，小于绝大多数历史文献中的描述[86]，如此低的样本α不能排除真实α更低的可能。


14.3　累加不等性质的不等性

假设有大小为ni的m个子样本，我们要估计肥尾随机变量[image: ]的均值，每个子样本的和[image: ]。只要总观察数n不变，n在i和j之间的分配就不重要。但因为κ的凹性，n在m个子样本中的分配很重要。[1]下面我们将证明，大数据上[image: ]的全局集中度会比局部集中度更高，所以，如果我们衡量整个欧洲数据的集中度，其结果会比测量其中各个国家的平均集中度[image: ]更高——“不均的不均”。换句话说，把整个数据集划分成几个子样本之后，平均统计量[image: ]的估计偏差增加了。

定理4

将n个数据分成m个子样本[image: ]，大小分别为[image: ]，其中[image: ]，令[image: ]为每个子样本的变量和，[image: ]是全样本和，那么我们有：

[image: ]

如果进一步假设变量Xj的分布和各个子样本的分布相同，则有：

[image: ]

也就是说，对各个子样本的平均集中度按照子样本的总和进行加权，会得到一个全样本集中度指标的下偏估计。

证明　通过基础归纳，可以先将该问题缩减成两个子样本，令q∈(0,1),(X1,X2…Xm)和[image: ]是两列独立正随机变量。[image: ]的分布为p(dx)，[image: ]的分布为[image: ]，为简单起见，我们假设qm和qn都是整数。令[image: ]，定义[image: ]，其中[image: ]是(X1,X2…Xm)中的第i个最大值，[image: ]，其中[image: ]是[image: ]中第i个最大值。同时，我们令[image: ]是合并样本[image: ][image: ]中的第i个最大值。

三个样本集[image: ][image: ]的分位数集中度统计量如下：

[image: ]

我们要证明，集中度统计量的期望满足下列不等式：

[image: ]

我们可以看到：

[image: ]

类似地，我们有[image: ]和[image: ][image: ]，对i=1…n有[image: ]。如果[image: ][image: ]，那么[image: ]的基数为m+n，不论选取什么样本，都有[image: ]，所以[image: ]，得到：

[image: ]

下面我们证明：

[image: ]

如果上式成立，那么对于κ′也有：

[image: ]

因此我们有：

[image: ]

令[image: ]为分界点（[mq]为m的整数部分），所以[image: ]令[image: ]。对于条件T，A和B相互独立：A是限制mθ样本大于T的求和项，而B是限制独立的m(1−θ)样本小于T的求和项，它们都独立于S′。给定T=t，令pA(t,da)和pB(t,db)分别为A和B的分布。同时p′(ds′)是S′的分布，在T处为q(dt)，我们有：

[image: ]

对于给定的b、t和s′，[image: ]和[image: ]都是a的增函数，所以以T、B和S′为条件有：

[image: ]

该不等式对所有的T、B和S′均满足，对无条件期望也是有效的，我们有：

[image: ]

如果两个样本的分布相同，那么我们有：

[image: ]

这时我们会看到[image: ]，[image: ]且Xi为同分布变量，所以[image: ]。同时我们有[image: ]，所以[image: ]。类似地，我们可以得到[image: ]

定理证明完成。

令X为正随机变量，h∈(0,1)，我们回顾一下h集中度统计量，定义为：

[image: ]

这里n样本的θ集中度统计量为[image: ]，A(n)、S(n)和之前的定义相同，基于n样本的独立随机变量序列X=(X1,X2…Xn)，和X同分布。


定理5

对于任意的[image: ]，我们有：

[image: ]

和

[image: ]概率收敛+几乎必然收敛



证明　上式表明[image: ]序列具备超可加性，所以[image: ]是增序列。而且因为大数定律，[image: ]必然收敛且概率收敛于[image: ][image: ]，所以该比率几乎肯定会收敛于κh。另外，比率的上限为1，概率收敛的证明可以通过勒贝格控制收敛定理给出。



[1]当分布是对数正态分布时，存在同样的凹性和总体偏差问题，如果方差高，问题就会更糟。


14.4　尾部指数的混合分布

下面考虑随机变量X，其分布p(dx)是不同带参分布的混合分布：[image: ]。X的n样本集可以由[image: ]加权得到，[image: ]的分布为[image: ]。根据上面的定理，在这种情况下我们有：

[image: ]

当n→+∞时，所有的[image: ]几乎必然收敛于ωi，所以，我们有如下凸性不等式：

[image: ]


[image: ]
图14.4　皮埃尔·西蒙·拉普拉斯侯爵，我们以他的名字命名了拉普拉斯分布和一些公式，排在柯西分布和高斯分布之后（参见施蒂格勒命名法[218]），图为1838年让·巴蒂斯特·保兰·盖林的画作。


帕累托分布的例子非常有趣，这里参数α代表分布的尾部指数。如果我们将期望归一化，Xα的CDF为[image: ]，我们有：

[image: ]

所以κq(Xα)是α的凸函数，可以写为：

[image: ]

这里[image: ]

假设现在X是分布未知的正随机变量，我们只知道分布尾部具备幂律衰减性质，尾部指数未知。对尾部指数的无偏估计必然带有不确定性（比如，可能的真实值分布在某个均值附近），这将导致对κq的下偏估计。

因为集中度统计量只依赖于分布的尾部，上述不等关系也适用于幂律衰减的混合分布，如公式14.3：

[image: ]

对尾部稍有不确定就会抬高集中度指数。我们可以通过将α转化为均值[image: ]的α+=α+δ和α−=α−δ来估计这种偏差。凸性不等式可以写为：

[image: ]

在实践中，如果[image: ]约为3/2，被称为“半立方”指数，那就会导致类似之前α=1的结果。因为κq(α)为凸函数，二阶效应[image: ]起主导作用，该效应在α较小时会加剧。

我们可以看到分位数的集中度统计量有多不可靠，如果α有0.3的测量误差，κq(α)会上升0.25。


14.5　变量和越大，[image: ]越大

[image: ]估计量与变量和[image: ]高度相关：[image: ]会随着变量和的增大而上升。如定理4所示，两者呈正相关。

如果随机变量是财富分布，我们会看到类似图14.5的条件性上升。换句话说，因为变量是肥尾分布，极大值和变量求和的阶数相同，所以额外的财富对应着更明显的不平等现象。在这样的机制下，我们无法假设额外的财富将来自底层或中间阶层。（同样的结论可以应用到战争、流行病、公司规模等变量上。）

[image: ]


14.6　结论以及如何合理估计集中度

从肥尾变量的分布机理来看，真实集中度可能很高，但是在小样本或子集中，我们会观察到较低的κq。所以，如果看时间序列，我们很可能会产生集中度不断提高的幻觉，实际上，财富集中度在整个过程中保持不变，样本数目增加才是导致变化的关键原因。[1]

如果看不见全局，我们对α的估计也可能是有偏的：在不确定“真实”α时，我们不该采用概率加权的方法计算α指数（标准平均法），而是应该取不同子集的最小α（和一般的变量不同）。

如果不经调整，我们也无法直接分析κ每年的变化。我们注意到，有一些学术理论建立在这类不平等“增加”的基础上，如[191]。但他们没有理解κq统计量的本质，就直接粗暴地宣扬不平等量的“变化”，而不考虑估计本身的随机性，也忽略了κq在时序和子集上的变化特性。更糟的是，这些理论不考虑样本大小，计算的时候采用了大小各异的样本集，导致有关不平等的研究结果完全失去了统计意义。[2]

这类有关肥尾的错误在学术文献中非常常见。使用集中度和集中度变化的方法本身就存在问题，例如斯蒂芬·平克[194]描述全球暴力事件下降的文章就有一个错误的推论，他从非常小的样本的人口数据（相较于肥尾所需的数据量）得到战争伤亡的集中度[image: ]。[3]因为战争伤亡和暴力冲突事件极度肥尾，稍有变动就会证伪战争暴力事件在统计上逐年下降的结论。

14.6.1　稳健方法和完整数据的使用

我们常常听到这样的辩驳：“本研究使用了完整的数据集，而且用分位数贡献[image: ]衡量集中度的方法是稳健的。”遗憾的是，稳健性测试往往会在肥尾条件下失效，如第八章所示。实际上更糟糕的是：哪怕这类“稳健”方法无偏，分位数估计也只适用于静态样本，无法累积并外推。所以，该方法无法支持我们对数据的真实（样本外适用）性质做出任何统计意义上的科学陈述。

以保险（或者再保险）公司为例，在索赔较少的年份中，公司的“会计”利润并不反映公司的实际“经济”情况，仅以一年为样本来计算保险损失的集中度没有意义。“会计”利润不用于预测每年的业绩变化，而是用于预测尾部（和其他）事件的风险敞口，这些分析考虑了业绩的随机性。这种“会计”（确定性）和“经济”（随机性）价值之间的差异对政策制定至关重要，在肥尾条件下更是如此。战争也是如此：我们不能根据过去一段时间的历史样本数据来估计（未来）风险的大小。



[1]累积财富的分布一般会比收入分布更加肥尾[99]。

[2]克里斯·贾尔斯：《皮凯蒂研究中的数据错误》，《金融时报》，2014年5月23日。

[3]用理查森的数据[194]：“（战争）遵循80/20法则：几乎80%的死亡都是由2%的战事造成的。”所以斯蒂芬·平克以及部分研究暴力冲突定量特性的文献都使用了有缺陷的方法论，并产生了严重的偏差，因为分位数估计对战争这样的肥尾事件极为有偏。此外，在尾部指数很小的时候，对均值所做的推断也不可信。


14.6.2　我们应该如何测量集中度？

在实践中，风险管理者倾向于使用CVaR和其他类似的统计量，或者使用可以外推的非凹方法。比如，得到尾部指数α的信息，取不同指数的最小值，对应定理2中重推导κ的过程。或者更严格地说，对不同可能状态下的α进行积分。这类调整后的方法不那么有偏，遇到的累积问题也较少——有点儿类似于数量金融领域的“随机波动率”方法，即给期权的隐含波动率添加“微笑”曲线来表达波动率参数可能的变化和估计误差，以调整期权价格。这里对应的是“随机α”或“随机尾部指数”。[1]而具备外推性的意思是，我们描述尾部的方法论可以延展，能够覆盖未来超出当前样本极值的观测。[2][3]
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[1]还要注意的是，除了分位数估计问题，一些作者（如[192]）在处理数据时，基于不充分的尾部信息使用帕累托法插值，用有条件的平均贡献来拟合数据。这种方法明显有偏，完全不同于全幂律扩展。

[2]即使是对数正态分布，拟合尺度参数也能起到一定作用，因为增大标准差会将概率密度推向右尾。

[3]本章的定理也适用于泊松跳跃过程，但我们将重点放在幂律的应用上。因为拟合泊松跳跃要用到插值法，而且可以证明样本内的拟合比样本外更容易。



第五部分　影子矩相关论文




第十五章　无限均值分布的影子矩‡[1]


在本章中，我们提出了一种计算肥尾分布条件矩的特殊方法。对于一些分布，如果仅看原始数据，我们很可能会认为其均值无限。当一个随机变量Y满足肥尾分布，但又存在一个很宽的有界定义域时，这种类型的问题就会显现出来。

由此我们引入双重分布的概念，这是一种通过对数变换平缓移除分布上界的方法。双重分布的尾部可以通过极值理论来研究，不需要额外的参数假设。并且原始分布可以通过估计分布来反推，比如通过逆变换可以计算原始分布的矩。

我们的新方法和简单截尾法的核心差异在于，新方法支持极值理论，因为原分布和双重分布的变换具备连续性。

此类方法在战争伤亡、操作风险、环境破坏、复杂网络和很多其他经济物理学领域都具备潜在的应用空间。







[1]研究章节，共同作者西里洛。



15.1　介绍

考虑一个肥尾随机变量Y，定义域有界[L,H]，为不失一般性，令下界[image: ]，同时假设有限上界H很大。正因为H很大，所以取到靠近上界值的可能性很小，从数据上我们会看到，变量范围在[image: ]

图15.1是该问题的图形化表达，对于具备上界H的随机变量Y，其真实尾部可以用实线表示。然而，如果只能观察到最大样本[image: ]，并且因为观察不到H而忽略H的存在（有意或无意），我们就会倾向于认为尾部如虚线所示。在大多数情况下，我们都难以区分这两种尾部，因为只有在靠近H的位置才会看到差异。


[image: ]
图15.1　因为一般情况下我们只会观察到M，图中虚线代表忽略有限上界H的情形。


下面假设我们想要研究Y的尾部，虽然H＜∞，但是因为其肥尾性，我们近似地认为这样的分布属于弗雷歇分布。[2]在极值理论中[184]，随机变量Y的分布F属于弗雷歇分布的条件为[image: ]是缓变函数。换句话说，弗雷歇分布包含了所有右尾具备幂律性质的分布。

如果从数据出发，我们可能会相信右尾如图15.1的虚线所示，这样我们估计的α会小于1。根据幂律的性质，该分布的F(Y)和所有高阶矩均为无穷大。这也意味着，样本均值以及所有和鲁棒性相关的指标在统计推断上没有任何意义[168]。但如果H有限，该结论就不成立，定义域有界的随机变量的各阶矩都是有限的。

解决这种问题的方法之一是，通过对肥尾有界量适用的带参模型来拟合，比如截尾帕累托模型[1]。但是如果Y只在尾部展现出帕累托性质，分布本身并不满足帕累托分布又如何？我们是不是要用混合模型了？

在下面的一节中，我们会就此给出一个不依赖于强参数假设的通用解法。



[2]注意，这里直接认为Y等于弗雷歇分布是不对的，如果随机变量存在有限上界，它就不可能属于弗雷歇分布，而更偏向韦布尔分布[116]。


15.2　双重分布

和改变分布的尾部相比，我们发现更方便的方法是保留性质已知的常见分布，反过来对数据进行变换。在图15.1中，真实尾部和直观尾部（虚线）在很大程度上无法被区分开来，我们可以利用这一事实，对Y进行变化，从而移除上界H，新的双重随机变量Z和Y的直观尾部一致。这样我们就可以按照原流程估计Z的尾部参数α，在计算矩的时候再回到Y，更精确地说，是给定阈值之上Y的条件矩。

假设Y的定义域为[L,H]，定义函数：

[image: ]

我们可以证明ϕ是“连续的”：ϕ∈C∞,ϕ−1(∞)=H,ϕ−1(L)=ϕ(L)=L。这样Z=ϕ(Y)定义了下界为L的新随机变量，上界为无穷。注意，这里φ(.)带来的变换并不依赖于Y分布的任何参数。

通过这样的构造，当H很大时有z=ϕ(y)≈y。这也意味着，对于一个极大的几乎不可达的上界，我们对Y的尾部和Z=ϕ(Y)的尾部得到的结论相同。但因为Y有界而Z无界，我们可以先安全地对无界双重分布Z建模（弗雷歇分布），研究其尾部性质，然后回来求Y的矩。此时对应双重分布Z的矩不存在。[1]

Z的尾部可以通过不同的方式来研究，比如[184]和[87]。我们的建议是采用皮克兰、巴尔克马和德哈恩定理[116]。该定理允许我们关注分布的右尾，而且不用关注给定阈值u以下的情形，对我们来说[image: ]

假设分布函数为G的随机变量Z，Z在u之上的条件分布为Gu。然后我们可以定义随机变量W，代表Z尺度重整后超出阈值u的值，也即

[image: ]

[image: ]，这里ZG是G的右端点。

皮克兰、巴尔克马和德哈恩的研究告诉我们，对大多数分布类型G，当u很大时Gu可以通过广义帕累托分布来近似，[image: ]，u→∞，其中

[image: ]

形状参数ξ等于1/α，决定肥尾的程度和矩是否存在。广义帕累托分布的p阶矩只在ξ＜1/p或α＞p[184]时存在。ξ和σ都可以通过MLE或者矩方法来估计[116]。[2]



[1]log变换是非常常见的效用函数。

[2]有限上界或凹上界还有其他的处理方法，比如使用调和幂律（指数衰减）[197]或指数拉伸[149]的方式。虽然这些方式与我们的思路相同，但它们都不支持直接应用极值理论或类似的参数化方法。


15.3　回到y：影子均值（或总体均值）

我们用f和g来表示随机变量Y和Z的密度函数。

我们知道Z=ϕ(Y)，所以[image: ]

下面假设我们找到[image: ]，使得Gu(ω)≈GPD(ω;ξ,σ)，这样一来，在给定阈值L∗之上，Y的尾部可以通过Z的尾部Gu导出。

首先我们有：

[image: ]

并且我们知道，

[image: ]

令α=ξ−1，我们有：

[image: ]

或者用分布函数表示：

[image: ]

显然，因为ϕ是点对点变换，用极大似然方法求得的变量f和g相同，f和g极大似然函数的差异仅仅在于尺度常数。

我们可以推导Y＞L∗条件下Y的影子均值[1]，表示如下：

[image: ]

从而得到

[image: ]

Y在L∗＞L之上的条件均值可以通过插入[image: ]和[image: ]的方法进行简单估计，参数可以通过广义帕累托分布拟合Z的尾部得到。可以看到，如果L∗=L,那么[image: ]，也即Y之上的条件期望等于Y的均值。

同样，通过这种方法可以求得各阶矩，虽然我们可能需要借助数值方法。

该框架可以进一步推广，特别适合数据极度肥尾，代理变量Y的所有矩均为无穷的情况。这种情形常见于操作风险损失、大型复杂网络分布以及其他经济物理学现象。

举个例子，假设对Z我们有ξ＞1。那么[image: ]和E(Z)均为无穷。[2]图15.1告诉我们，我们可能会做出E(Y)也为无穷的假设——如果直接从Y的尾部[3]估计ξ就是这样的结果。但是因为H＜∞，该假设不成立，哪怕对于ξ＞1，我们也可以通过公式15.8计算期望[image: ]


[image: ]
图15.2　C.F.高斯，画家克里斯蒂安·阿尔布雷希特·延森绘制。分布能以高斯命名主要归功于拉普拉斯。


在险价值VaR和期望损失ES

通过公式15.6，我们可以计算[image: ]时Y的逆分位函数，也即

[image: ]

这里[image: ]，该分位函数基于Y在L∗以上的条件。

从公式15.9中，我们可以很容易计算给定置信区间下的[image: ]VaR。比如Y代表一年内的操作风险，那么95%的VaR可以表示为[image: ]

在处理Y的尾部风险时，另外一个指标是期望损失ES，即[image: ][image: ]，也即公式15.8的一种拓展表达。

我们可以先计算[image: ]的平均超额函数，然后得到期望损失，定义为：

[image: ]

对于[image: ]，由公式15.5可得：

[image: ]

期望损失则可以简单通过下式计算：

[image: ]

在金融和风险管理领域，ES和VaR可以结合起来。比如，我们如果想计算[image: ]时Y的95% ES，就可以用[image: ]来表达。



[1]我们把总体均值称为“影子均值”，和样本均值相对，因为其真实值无法从数据中获得。

[2]对于广义帕累托随机变量Z，如果，ξ＜1/p，E[Zp]＜∞。

[3]因为1−F(y)和1−G(z)的相似性，至少在M以下时，拟合两个尾部的广义帕累托分布会给出统计上完全相同的ξ估计[184]。


15.4　和其他方法的比较

在不“拉伸”或“破坏”原分布的条件下，对帕累托分布截尾有三种方法。

（1）第一种方法是硬截尾，即为分布设一个上限值，然后做归一化处理。这样一来，分布会被归一化到L和H之间，剩余的概率密度会分布到该区间所有的点上。

（2）第二种方法是假定H为吸收壁，随机变量所有超过H的值都会被压缩到H处的迪拉克δ函数上——这也是衍生品定价的范式。在这种情况下，分布会和常规帕累托分布具备相同的概率密度（除了点H）。

（3）第三种方法是我们这里提出的方法。

数量金融领域也存在同样的问题，比较截断正态（对巴舍利耶直接使用高斯分布的方法进行修正）与对数变换（斯普林科，1961[216]），标准模型选择的是对数变换，对应单尾对数正态分布。除了对数收益具备可加性等好处，该模型也不会产生“断崖”，即概率密度高低的突然变化，非光滑函数会给风险测度带来一定的不稳定性。

在极值理论中，布雷兰特等人(2014)将分布截断，对尾部超出的部分进行了[image: ]的变换，然后对结果应用EVT。因为该变换需要估计参数，所以需要再对α进行极大似然估计。我们发现，这样的不连续变换会遇到一些问题，和金融资产模型中遇到的问题类似，也即在一定阈值之上，当存在概率“断崖”时，用这种方法计算的期望会比我们的方法更高，尤其当α＜1时，如图15.3所示。


[image: ]
图15.3　平滑变换期望和截尾期望的比值。


最后一点可以阐述如下，假设我们观测到分布是截尾帕累托分布，但把它当成帕累托分布来研究。概率密度函数为[image: ][image: ]。该截断会给出[image: ]

截尾帕累托分布的p阶矩M(p)为（从随机过程的观测中求得）：

[image: ]

这里B(.,.)是欧拉β函数，[image: ]

最终我们可以得到对帕累托软截尾和硬截尾的比值r(H,α)：

[image: ]

[image: ]是指数积分[image: ]


15.5　应用

操作风险　众所周知，公司的最大损失受资本总额的制约。

有上限的再保险合同　再保险合同几乎都有上限（最大收益），但是再保险公司可以就相同类型的风险源签订多份合同，这导致上限不断累积上移，从而导致更大的潜在亏损。

暴力事件　虽然战争极度肥尾，但战争带来的伤亡不可能超越全球人口的上限。

信用风险　一笔贷款存在有限的最大损失，这一点和再保险合同类似。

城市人口　根据数据，城市人口服从齐普夫分布，但一个城市的人口无法超过全球人口的上限。

环境破坏　此类变量也是极度肥尾的，但其风险依旧被地球大小（或它们发生的大陆）束缚了上限。

复杂网络　节点的连接数量是有限的。

公司规模　公司的销售额不会超过GDP（国内生产总值）的上限。

地震　地震造成的最大破坏受到能量极限的制约。

水文学　洪涝灾害的最高级别可以预定义。


第十六章　暴力事件的尾部风险‡[1]


本章汇总了人类历史上所有暴力冲突事件的统计图景，有针对性地处理了数据的不完整性和不可靠性。我们先对战乱数据进行log变换，应用极值理论移除边界，然后根据最大伤亡设定理论上限，转换数据并推导计算均值。结果发现，真实均值很可能是样本均值的3倍以上，也即样本观测会严重低估冲突的量级。另外，我们测试了不同估计值高低和处理方式之间的鲁棒性，还研究了不同尾部事件的到达时间间隔，发现该类事件无记忆性（一阶）。因此，历史数据给出的统计图景并不支持我们处于“长期和平”的结论。






[1]研究章节，共同作者西里洛。



16.1　介绍

本章运用了新统计方法来处理肥尾和不可靠数据，并描述了局部幂律分布（有界随机变量）的特性，进而解释了暴力事件的历史统计性质。[2]

人类的暴力冲突可能比常规的历史分析“结果”要严重得多，比如当前很流行的“长期和平”理论（认为暴力事件正在不断减少）。我们通过极值理论的一些方法，对历史上的冲突和伤亡数据进行了调整，从而描绘出暴力事件的统计图景。这里我们只关注5万人以上的伤亡事件（按照今天的人口比例计算，在18世纪约对应5 000人）。和目前的主流结论相反，我们所有的统计结果都表明：（1）暴力冲突的风险并未降低，如果简单观察年均冲突的变化，或者用样本均值来表征暴力事件的真实伤害（极度肥尾变量），就会低估其真实风险；（2）武装冲突的到达时间间隔不具备记忆性，所以无法通过时间来观察变化趋势。我们的研究分析采用了：（1）历史学家记录和估计的原始数据；（2）根据实际人口对过去的冲突和伤亡数进行简单变换，这也是当前一些历史学家和社会学家采用的方法；（3）更重要的是，通过对数变换设定冲突带来的伤亡总量不超过人口上限（这一点和数量金融中的log转换类似，可以使变量满足实数定义域）。

总之，在不同类型的数据中（原始数据或尺度重整数据），我们都可以看到：（1）伤亡人数服从幂律分布[3]，log变换以后的数据对应[image: ]，也即均值不存在极度肥尾现象（这是具备统计稳定性的结果）；（2）5万人以上伤亡事件的到达时间间隔服从齐次泊松过程，表明不存在趋势性变化，因此和认为暴力冲突事件频率正在降低的主流观点相矛盾；（3）从数据看，未来真实伤亡分布的预期均值会是过去均值的3倍（虽然伤亡取值高度随机）。

我们将进一步解释：（1）在常规的数据分析下，预期伤亡的均值被大大低估了，历史均值不是未来真实均值的良好估计（与之不同的是，尾部指数的估计噪声要小得多）；（2）大型冲突之间的间隔很长，波动也很大，给人们一种发生频率降低的假象。

为了修正历史伤亡的估计偏差，我们对估计结果做了标准化的自助分析，并用蒙特卡罗法检验了战争记载的不可靠性和史料的缺失。


[image: ]
图16.1　由希尔估计量得到的尾部指数α值，样本为100 000次不同的伤亡人数（从历史冲突事件中随机选取，伤亡经过尺度重整），得到的尾部指数与所有数据的极大似然值略有不同（但没有意义），因为我们关注的是前100个偏差。




[2]致谢：在本项目中，马克·魏森博恩上尉主要负责了难搞的数据整理任务，检查各种数据源，并将每次历史冲突和维基百科上的描述联系起来。另外，要感谢社交网络上参与审查各类数据的志愿者和提供建议的历史学家。还要感谢为战争冲突的尾部性质提供洞见的诸位，如本华·曼德博、亚尼尔·巴哈彦、拉斐尔·杜阿迪等人。

[3]之前的很多研究也揭示了数据的帕累托性[38]。不过我们的研究在拟合校准和解释上与之前的研究存在差异，使用了包括极值理论、自助法、有界定义域变换等新手段。


16.2　统计讨论汇总

16.2.1　结果

帕累托尾　阈值峰值法（对原始变量和尺度重整变量）显示出了很强的帕累托尾行为，生存函数[image: ]是缓变函数，定义为对所有的[image: ]

如表16.4所示，我们参数化了广义帕累托分布[image: ][image: ]。重整后的数据[image: ]，尾部[image: ]

冲突事件发生的无记忆性　表16.2和表16.3展示了冲突事件的到达时间，也就是说，在面对二战这种级别的事件时，我们要等上超过100年才能改变预期。同时，该类事件不存在显著的自相关性和统计时序结构（比如，我们看不到事件有自我增强的特征），如图16.7所示。

完整分布　重整后的数据服从洛马克斯分布，其尾部和POT拟合的尾部相同。对于伤亡＞L=10 000、25 000、50 000的事件，我们根据尾部α拟合得到不同的洛马克斯（帕累托Ⅱ型）分布，尺度参数σ=84 360，密度函数[image: ]

同时，我们也考虑了不同(α,σα)组合构成的统计“图景”，α来自尾部数据，σ来自极大似然估计，如图16.4所示。

样本均值和极大似然均值的差异　表16.1给出了带参帕累托分布拟合后的真实均值（经过变换限制了分布上限）。“真实均值”、极大似然估计均值或“统计均值”给出了高于观测均值3～4倍的结果。

表16.1　样本均值和极大似然估计均值，假定对重整后的数据控制不同的伤亡阈值L

[image: ]

表16.2　超过100万、200万、500万和1 000万人的伤亡事件的平均到达时间和平均绝对偏差（实际数据）

[image: ]

表16.3　超过100万、200万、500万、1 000万、2 000万和5 000万人的伤亡事件的平均到达时间和平均绝对偏差（重整后的数据）

[image: ]

[image: ]

表16.4　广义帕累托分布的参数估计和标准误差（伤亡超过5万人的事件，实际和重整后的数据），同时我们给出了一定阈值之上的事件次数

[image: ]

这也意味着“新闻式”的观测（简单地从样本出发计算均值）不仅运用了错误的方法，同时低估了均值至少1/3。未来如果出现更高的伤亡事件，我们就无法得出暴力事件“增强”的统计结论。


16.2.2　总结

从历史数据分析尾部会看到更高的风险。与简单观察伤亡的时序均值相比，战争冲突很可能比我们想象的要更剧烈。


16.3　研究方法讨论

16.3.1　重整化方法

和上一章一样，我们采用了类似的方法移除有界定义域，使其适用于幂律分布。假定随机变量Xt表示t时刻发生的冲突事件的次数，首先考虑简单重整[image: ]，Ht为t时刻全球的人口，后面我们会给出估计Ht的方式。

根据当前最大人口Ht和预设冲突最小值L，定义平滑重整函数[image: ]满足：

[image: ]

我们选取的函数为：

[image: ]

此时无界变量xr=ϕ(x)可以很好地拟合幂律指数，方便进行统计分析，之后再反推X的统计性质。同时，在H非常大时我们有ϕ(x)≈x，也就是说，对于一个很大的上界，x和ϕ(x)的结果相同。差异仅仅在于，我们从方法论上移除了分布上界（一个几乎不可能达到的上界）。

下面，我们会用尺度重整后的伤亡数字作为ϕ(.)的输入，设定[image: ]。

可以通过xr的分布推导得出x的分布：

[image: ]

在本例中，按照所选的帕累托-洛马克斯分布：

[image: ]

证明了[image: ]，因此期望为：

[image: ]

E.(.)是指数积分[image: ]

注意，我们使用了如下不变性：


评论16

如果[image: ]是θ的极大似然估计，那么对于连续函数φ，[image: ]是φ(θ)的极大似然估计。



更多细节参见[211]。


16.3.2　条件期望（严谨性稍弱）

我们可以用阶跃函数来替代C∞上的连续函数，也即指示函数[image: ]

[image: ]

帕累托-洛马克斯分布变为：

[image: ]


16.3.3　数据可靠性和对尾部估计的影响

暴力冲突的数据大多来自野史，基于非常模糊的估计，并通过文献引用不断流传。在此过程中，没有人能够评估或核实此类数据。比如，发生于7世纪的安史之乱，历史记载的伤亡“估计”为2 600万，但没有精确可靠的方法可以验证该数字。阿尔及利亚民族解放战争的伤亡则有多种估计，一些来自法国，一些来自阿尔及利亚，但都没有科学合理的证据。

正如之前所述，在本章中我们用了不同类型的数据：原始数据、简单重整后的数据（按当前世界人口），以及对数变换数据（规避理论上界问题）。

对于部分观测和根据史料记载估计的伤亡人数，数据存在区间上下界。令Xt是t时刻某次冲突的伤亡数量，我们可以定义如下三套数据：

·原始数据的估计值为[image: ]代表下界和上界。

·简单重整数据[image: ]是2015年的全球人口，Pt为时间t=1…2014的人口。

·对数变换数据[image: ]

为了防止有人质疑我们仅使用中间值，当存在上下界的时候，我们会采用蒙特卡罗模拟（更多细节参见[201]），使其在各分位数的估计上没有显著差异（比如尾部指数α=1/ξ）：

1．对所有存在上下界的事件X，我们假设伤亡在上下界之间均匀分布，X～U(Xl,Xu)。选择均匀分布是为了保持简洁。根据中心极限定理，用其他的有界分布也会得到相同的结果。

2．然后生成大量蒙特卡罗模拟，在每次模拟中，我们都根据U(Xl,Xu)对事件X生成随机值。

3．对每一次模拟我们都计算统计量，尤其是估计尾部指数，为后面要使用的分布积累参数。

该过程表明，估计的精确与否并不影响伤亡分布的尾部，因为尾部指数基本上保持稳定。

对于那些不存在上下界的事件，可以直接采用其数值，或者对其进行扰动形成上下界（之后和其他有界变量一起进行蒙特卡罗模拟）。这里我们采用的是第二种方法。

上述方法同样适用于Yt和Zt。

注意，从均值直接拟合得到的尾部α会与大量模拟得到的平均α存在差异，这也是我们采用上面研究方法的原因。

评论　这类模拟实际上是在检测数据的错误和不可靠性，由此观“察随机尾部α”的偏差（第十八章）。假设样本大小为n，参数[image: ]是大量蒙特卡罗模拟产生的平均参数。Xi是模拟向量，下标为i，Xµ是最大值和最小值之间的中位估计。因为对不同的蒙特卡罗模拟，有[image: ]但是对[image: ]。比如，对帕累托尾的极大似然估计，[image: ]，在[image: ]时定义为：

[image: ]

根据对数函数的凹性，会有不等关系：

[image: ]


16.3.4　“事件”的定义

“知名”的战争事件是一种很随意的定义，一般在统计上没有意义：一场战争可以有两个或更多的名称，两个或更多的冲突事件也可以用同一名称表示，同时在统计上我们无法严格区分战争和冲突事件。为统一起见，我们将历史冲突拆解为最长25年的单元事件。这样一来，我们将持续了四分之一个世纪的“蒙古征服”拆解为多次事件，同时将从普法战争和到二战时期的战争整体视为“德国战争”，因为这些战争在当代不同的史料中存在名称差异。另外，我们主要的信息源（如《战争百科全书》[189]）列出了多个冲突事件来描述蒙古征服——给定区域内的历史学家水平越高，战争就越可能被拆分成不同的“知名”事件，根据他们的描述，这场战争对应着12到55个大型冲突事件。

关于“知名”事件定义的争议可以通过自展法来解决。顺带提一句，是否将蒙古征服进行拆解并不影响我们的结论。

此外，因为历史学研究缺乏清晰严谨的定义，我们很难将战乱造成的直接伤亡和那些间接影响人口的因素区分开来（如饥荒、瘟疫）。比如，让很多史学家感到困惑的第一次犹太战争，直接死亡人数约为3万，而饥荒造成的平民伤亡远超这个数字（约瑟夫斯给出的数字在35万到100万之间）。


16.3.5　事件遗漏

我们可以假设，有大量的战争没有包含在当前样本中，虽然这些事件可能很少出现在分布的“尾部”，因为历史学家倾向于记载较大的冲突事件。但我们还是假设，这些遗漏随机分布在当前数据集中（对聚类没有影响）。

同时，我们知道，记载的准确度和频率在时序上是有偏的：近现代的战乱事件相较于以前更容易被记录下来。但只要将伤亡阈值L的最低标准上移，这些“遗漏”事件和其影响就会迅速下降。实际上，在鲁棒性测试中，将阈值提高到L=500 000并不会改变我们的结果。

我们可以通过一个简单的扰动过程来研究结论对事件遗漏是否敏感。先移除样本中的部分事件，重复上述分析步骤，结果显示，如果关注伤亡分布的尾部，结论对事件遗漏的依赖性很弱。换句话说，因为我们研究的是尾部事件，如果移除30%的事件，再看同样过程下的参数和之前并无差异，我们就无须担心现有数据集存在30%的事件缺失，因为此类遗漏不会导致尾部变薄。[1]



[1]反之则不成立，这也是黑天鹅不对称性的核心：该方法无法修正尾部缺失的“黑天鹅”事件，单一的“黑天鹅”事件可以极大地增厚尾部。在本例中，尾部已经足够厚了，似乎没有缺失的信息能使其变薄。


16.3.6　生存偏差

我们没有考虑研究中的生存偏差，实际上，1960年以前这一点可以忽略不计，因为当时尚不存在影响全人类的单一冲突事件。在核武器和其他大规模杀伤性武器出现后，这样的概率和风险大大提高了。


16.4　数据分析

图16.2和图16.3展示了伤亡人数的时序变化。图16.2对应实际死亡人数，而图16.3对应尺度重整后的数值，按2015年的全球人口（约72亿人）进行了重整。[1]在图16.2中，我们仿佛看到冲突事件使得死亡人数不断增加，从而支持暴力事件上升的结论，而图16.3恰好相反，显示出重整后的死亡人数不断下降（尤其是在过去的100年中），暴力事件似乎下降了。在下面的研究中，我们会发现，这两种推论都过于简单，因为两种方法都没有考虑到极端尾部事件的本质属性。


[image: ]
图16.2　历史上“知名战乱”造成的死亡人数，持续超过25年的战乱会被拆解为两次或更多的冲突事件，每个事件均持续25年。



[image: ]
图16.3　历史上的战乱经过尺度重整后的死亡人数。所有数据都以当前的世界人口为基准进行调整。持续超过25年的战乱会被拆解为两次或更多的冲突事件，每个事件均持续25年。



[image: ]
图16.4　对于不同的α，我们听到的“新闻式”事件均值与极大似然均值相比的差异[这里数据尺度被重整到有界定义域，对应不同的(σα,α)排列]。上述α的范围是我们对历史数据进行严谨抽样模拟得出的。


16.4.1　阈值之上的峰值

因为数据具备肥尾特性，我们很容易通过基本作图观察其特征，如log变换的直方图和QQ图（图16.5显示了实际伤亡人数分布相对于指数分布的QQ图：明显的凹性清晰地表征了肥尾分布），还可以用POT（峰值过阈值法）[184]对战争伤亡进行建模（极值理论的知名方法）。

根据POT，独立同分布随机变量超出给定阈值u（需要我们定义）的事件服从齐次泊松过程，而超出的数值本身可以通过广义帕累托分布（GPD）建模。一般假定到达时间和超出数值相互独立。

在我们的例子中，根据数据分布的空间和时间离散程度，战争事件相互独立并不算一个强假设。相反，我们应该仔细检查其他假设。

首先，我们定义GPD近似可能成立的阈值u，对此可以采用不同的方法，如齐普夫图和平均超量函数图都可以用来衡量典型的线性肥尾现象[44][82]。图16.6为实际伤亡人数的平均超量函数图[2]：当设置基础阈值为5 000人时，一个显著的上行特征就呈现出来。为了更好地拟合效果，我们可以将阈值设置得再宽一些，如u=50 000人[3]。


[image: ]
图16.5　实际伤亡人数分布相对于标准指数分布的QQ图。数据点呈现出的凹度表现出显著的肥尾特征。



[image: ]
图16.6　实际伤亡人数的平均超量函数图（MEPLOT），图中的上行趋势（第一部分几乎为线性）证明了右尾的肥尾性。极高阈值下的平均超量函数的波动主要是由于超过这些阈值的观测数量较少，不具有参考意义。




[1]注意，在公式16.1中，对于H=72亿，ϕ(x)≈x，所以图16.4也可以代表log变换后的数据。

[2]重整后的伤亡数据（简单重整和log变换）也会给出类似的结果，为简单起见，后面我们只对变量之一作图，除非两者呈现出显著差异。

[3]后来的拟合结果证明了该想法。


16.4.2　事件间隔和自相关性

POT可以用于检验事件发生的时间是否满足齐次泊松过程，其基础假设是，看到达时间的分布是否为指数分布，事件之间的间隔应该不存在自相关性。

图16.7清晰地显示了自相关性不存在，事件发生间隔为指数分布的合理性可以通过逻辑推演或分析工具正向验证。为方便起见，这里略过结果。


[image: ]
图16.7　实际伤亡事件间隔的ACF图，可以看到不存在显著的自相关性。


再提供一些额外的有用信息，在表16.2和表16.3中，我们计算了伤亡极大事件发生时间的一些统计量。[1]这样的证据足以说明，战争频率随历史不断降低的理论是多么站不住脚。对于伤亡超过1 000万人的事件，按照实际数据，平均时间间隔为101.58年，而平均绝对偏差为144.47年。[2]这意味着，在过去一段时间里，我们没有见到这样的事件是完全合理的，明天或者未来某天事件还是有可能发生的。这也意味着，针对这类事件的所有趋势分析都没有太大意义。而且，如果我们看实际伤亡人数，像二战这样的事件在过去的2014年中只发生过一次（如果看重整后的伤亡人数则可以加上安史之乱），这样一来，事件的时间间隔可能更长。



[1]表16.2没有给出2 000万（5 000万）或更多伤亡事件的平均时间间隔。因为按实际伤亡人数（不经过重整），这类事件实在是太罕见了。但是，所有伤亡超过2 000万人的战乱都是在过去150年中发生的，而且间隔只有不到20年，那么我们是否生活在一个比以往更和平的世界中呢？

[2]对于重整后的数据，事件的平均时间间隔会短一些，但结论类似。


16.4.3　尾部分析

从数据中我们看到事件支持泊松分布的POT假设，那么我们可以对超量事件拟合广义帕累托分布。

假设有随机变量X，分布函数为F，令Fu为X在给定阈值u之上的条件分布函数。那么我们可以定义随机变量y，表示重整后的X在阈值u之上的超量，得到[184]:

[image: ]

其中[image: ]是标的分布F的右端点。皮克兰[190]、巴尔克马和德哈恩[8][9][10]认为，对于一个大的底层分布F（归纳为GEV分布吸引域[184]），当u很大时，Fu可以近似为广义帕累托分布：[image: ]，当u→∞时，

[image: ]

可以证明GPD分布是指数分布（ξ=0）和帕累托分布之间的插值分布，更多细节见[184]。

公式16.7中的参数可以通过极大似然法或概率权重矩法来估计[184]。之后可以通过自展法测试拟合的优劣[262]。

表16.4是我们对超过5万死亡人数事件的极大似然估计（实际和重整后的数据）。该阈值是拟合效果和数据量之间的最佳平衡点，所以能够可靠地计算标准误差。实际数据和重整后的数据会给出两套不同的参数，但结论非常统一，因此，后续只以实际伤亡数据为例进行展开。

对我们最重要的是参数ξ：它是控制右尾肥尾程度的变量。大于1的ξ（结果为1.588 6）表明该广义帕累托分布的所有矩均不存在：原分布为极度肥尾分布。当然，在这个样本中，我们可以计算各阶矩，但是结果完全靠不住，基于样本内统计量的理论有重大缺陷（也是大家常犯的错误）。这里我们的估计结果本身非常显著，标准误为0.146 7。

根据我们的拟合，重大的灾难性事件并非完全不可能发生。

图16.8和图16.9比较了实际数据和拟合情况。在两张图中，我们都可以看到，伤亡人数大于5万人的事件对GPD拟合非常好。一些量级很大的数据会存在偏差，如二战和安史之乱。[1]如果仅看拟合结果，我们预期会有更大的战争事件，这也是极端数据的常见问题[184]，尾部的超大型事件可能被暂时隐藏起来了。

同样，500万到1 000万伤亡人数的事件（也是大型战争事件！）似乎比GPD拟合的结果更频繁。这是战争伤亡的极端性的另一种表征，战争事件无法通过简单趋势来外推。


[image: ]
图16.8　实际伤亡数据的GPD尾部拟合（单位：万人），参数见表16.4第一行。



[image: ]
图16.9　实际伤亡数据的GPD累积函数拟合（单位：万人），参数见表16.4第一行。




[1]哪怕移除数据集中最大的两次事件，我们也无法在5%的置信水平上拒绝GPD假设。


16.4.4　有关极大值的另类视角

另一种方法是极值理论的区域极大值方法。该方法会将数据拆分成几个子集，只观察每个子集中的最大值。费雪-蒂皮特定理[184]保证了归一化以后的极大值会收敛到广义极值分布（GEV）。
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该分布天然和GPD相关，更多细节见[184]。

如果将最近100年的数据拆开，我们得到21个观测值（最近一期为2001年到2014年）。极大似然估计给出的ξ大于2，表明在弗雷歇分布最大吸引域中，对应极度肥尾现象。在GEV分布下，ξ大于2进一步证明了分布的矩不存在，清晰表明分布具备极肥的右尾。


16.4.5　全数据集分析

在了解了分析方法的局限性之后，我们可以对全样本进行拟合。对超过1万人的伤亡冲突事件，我们按照公式16.3拟合帕累托分布，在全数据集上得到的α≈0.53。图16.10展示了“靠近尾部”（L=10 000）拟合得很好。表16.5也给出了类似图16.10的结果，都证明了拟合效果非常好。

表16.5　拟合效果非常好

[image: ]
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[image: ]
图16.10　重整后的伤亡数据和洛马克斯（帕累托II型）分布的QQ图（只选取尾部区域）。


在公式16.4中，均值可以通过不同的α来计算，只要保持一个自由度：对应的σ是给定α下的极大似然估计，对于样本大小n，超过L的观测值[image: ]

在10万次模拟中，L=10 000的样本均值是9.12×106，数据分布见图16.15。

公式16.4计算出的“真实”均值是3.1×107，这里可以看到，在L=10 000、20 000、50 000、100 000、200 000和500 000的不同阈值下，计算得到的真实均值相对于历史均值的比率为3到4，如表16.1所示。这里两种均值的比值≈3.5带有随机性，所以精确值没有指导意义，只是告诉我们拿历史均值来分析靠不住。

在肥尾条件下，从α出发推导出的均值更严谨，误差也更小，因为对α的估计渐进于高斯分布。而对幂律分布直接求平均值则随机得多，甚至均值都不存在。

在公式16.6中，按照L=10 000截尾得到的均值会小一些，约为1.883 5×107。

最后我们发现，如果对伤亡10 000人以上的事件取不同的L，超过96%的冲突量级都在均值水平以下：假定均值为m，

[image: ]


16.5　额外的鲁棒性和可靠性测试

16.5.1　GPD自展法

为了检验数据质量/数据精确度的敏感性，我们可以采用自展法。对于原始数据和重整后的数据，我们通过随机选择90%样本的方法来产生10万个新的样本集（有放回）。图16.11、图16.12和图16.13显示了对ξ估计的稳定性。这里所有样本的ξ＞0，也即暴力武装冲突带来的伤亡数据分布极度肥尾。虽然数据上依然有不精确和遗漏，但表16.4中的ξ可以被视为GPD真实参数的良好估计。


[image: ]
图16.11　实际伤亡数据10万次自展样本的ξ参数分布。每个样本都来自选取90%的总体观测（有放回）。



[image: ]
图16.12　简单重整数据10万次自展样本的ξ参数分布。每个样本都来自选取90%的总体观测（有放回）。



[image: ]
图16.13　对数变换数据10万次自展样本的ξ参数分布。每个样本都来自选取90%的总体观测（有放回）。



16.5.2　估计边界的扰动

在“靠近尾部”的部分，我们用蒙特卡罗模拟法进行分析。这里会观察二阶“p值”，也即图16.14中p值对不同样本估计的敏感性——所有结果都满足同样的统计置信度和拟合度。


[image: ]
图16.14　100 000个组合的帕累托-洛马克斯分布p值，这里的目标不是求解p值，而是通过观察不同估计样本的p值变化来检验鲁棒性。



[image: ]
图16.15　100 000个组合的样本均值分布（重整后的数据）。



[image: ]
图16.16　100 000个组合的极大似然估计均值（重整后的数据）。



16.6　结论：真实世界是否比看起来更不安全？


[image: ]
图16.17　f和g的log-log图对比，展示了H处存在的阈值上限。



用最简单的话来说，我们的结论是：即使未来发生某种会将暴力事件的均值提高3倍的特殊事件，本章也不需要重写，其中所有的校准参数都不会发生变化。



·事实上，单从统计分析的角度看，世界比简单看数字得到的结论更不安全。对历史数据进行新闻式的解读（简单求平均）或者不理解事件到达时间间隔的随机性，都会严重低估暴力事件。

·有界定义域的变换为我们提供了定量分析低估程度的方法，虽然夹带噪声，但可以看到对该类事件低估的程度和边界。

·换句话说，如果再发生一次超大型事件，哪怕会导致暴力事件的整体观测均值上升，结果也会符合现有分布的统计性质，也即“什么都没变”。

·因为设定了阈值L＞10 000，这里不讨论谋杀事件。谋杀事件的发生率对尾部不会有影响，它的分布遵循完全不同的机理，因此不用考虑。我们可能注意到，社会上的凶杀案概率降低，但暴力冲突事件带来的死亡风险增大。（谋杀的死亡概率为70/100 000人，按今天的总人口重整后为5.04×106人/年，远低于伤亡超过10 000人的事件的均值误差项。）

·我们忽略了数据分析中的生存偏差（也即如果世界上出现了极端暴力事件，我们可能就没有机会讨论它了）。将生存偏差计入会增大风险，而基于当今世界出现的尾部效应，我们应当把它纳入考量。自1960年起，人类的单次暴力冲突事件（差一点儿发生）就可能导致伤亡人数出现极大值，这是从未有过的。[我们可以重新构建一个世界各个子区域的集合模型，它包含n个“分离”的独立随机变量Xi，每一个极大值为Hi，总体求和为[image: ]，其中[image: ]这样一来，总体的最大值（最严重的冲突事件）可能需要所有X1,X2,…Xn的联合概率分布都要在最大值附近，在亚指数条件下，这个事件的概率比单一变量达到最大值的概率要小得多。]〔那么我们要等待多久才能科学地得出一定量级战争发生概率下降的结论？简单来说，因为战争的到达时间间隔遵循无记忆指数分布，所以3倍于均值事件的生存函数为[image: ]，也即科学结论对应的是3倍平均到达时间间隔。像一战和二战这样的大规模战争需要等上300年，事实就是这样。〕

致谢

与战争相关的数据由马克·魏森博恩上尉收集整理，同时感谢本·基尔南对东亚冲突事件发表的评述。


G　第三次世界大战发生的概率有多高？*，†[1]


本文来自作者和公共知识分子的一次辩论，这些知识分子认为，“数据显示”暴力事件发生的概率在降低，却没有意识到科学没那么简单，在肥尾条件下分析数据需要更高的置信度和更仔细的检验。作者和西里洛的回应总结了肥尾条件下简单经验主义带来的问题。



在最近一期的Significance期刊上，彼得·麦金太尔先生问到21世纪发生第三次世界大战的概率。迈克尔·斯帕加特教授表示没人知道答案，我们完全同意这一点。然后他说：“超大型战争的发生不是不可能，但是概率极低。”为了证实他的观点，斯帕加特教授搬出了斯蒂芬·平克教授在《人性中的善良天使》中的新闻通稿式论述。平克教授认为，世界正处于一个暴力事件下降的长期趋势中，由此说明人性向善的结构性变化。

但不幸的是，斯帕加特教授在回答时引用了我们的论文（本书第十六章），恰好是我们肥尾变量研究项目的一部分。

肥尾变量具有什么特征？它们的统计性质（比如均值）被极端事件也即那些“尾部”事件主导。其中最知名的是80/20法则。

而我们看到的数据并不支持人性向善的假设。所以斯帕加特教授犯的第一个错误是曲解了我们的意思：我们并没有给出悲观或乐观的倾向，我们只相信统计学家应该遵守统计学理论的基础，避免通过主观臆测处理数据。

让我们回到第一性原理。


[image: ]
图G.1　在拿破仑之后，欧洲出现过暂时的和平，直到后来民族主义兴起。


基本原则

从根本上说，统计学的目的是让人不要凭空捏造科学理论，因为这种做法和随机选择差不了多少。不然我们就成了典型的“随机漫步的傻瓜”。

而且，对肥尾变量来说，常规的大数定律作用机制生效非常缓慢，我们往往需要更多的数据和更长的历史才能获得相同的置信度。颇具讽刺意味的是，有一些结论倒是不需要数据来证明：肥尾下的推断本身具备非对称性，与证明黑天鹅存在相比，我们需要更多的数据来论证黑天鹅不存在。同样的道理，想要证明暴力事件下降所需的数据量远大于证明其上升所需的数据量。

最后，没有统计显著性的论述不能被用于构建科学理论，从数据上看更是如此。

人们经常会忽略这些基本原则，因为社会科学家受到的统计训练往往局限于薄尾，他们只会机械性地使用统计工具[2]。在物理学中，我们可以使用标准的统计方法从小样本中得出结论，仅仅因为这些变量的方差很小。而方差越大，给出同样统计论断所需的数据就越多。肥尾分布一般方差都很高，在过去的数据集中被低估了。

斯帕加特和平克犯的第二个错误（也是更严重的错误）是，认为尾部事件和均值不相关，他们没有意识到均值本身就包含了尾部事件的信息。


肥尾变量的均值几乎完全被极端值主导。你如果无法确定尾部，就无法确定均值。



因此，整体暴力事件有所减少但是尾部风险没有降低的表述是前后矛盾的，就像是说某人“非常善良，除了曾在校园枪击事件中杀害了30名学生”一样。

鲁棒性

我们的研究采用极值理论和适用于肥尾的统计方法，尝试通过最稳健的方式绘制出历史战乱的统计图。同时，我们测试了这些数千年前记载的数据的鲁棒性：所有结论需要在三分之一（或更多）的数据错误的条件下仍然成立。

到达时间间隔

大型战乱冲突事件的到达时间间隔非常长，近似于齐次泊松过程：所以不存在任何显著的趋势，人类也无法证明自己比先辈更善良。对于导致1 000万人伤亡的大型冲突事件（量级稍弱于一战和二战），其平均时间间隔是136年，平均偏差是267年（或者按今天的人口重整数据，平均时间间隔为52年，平均偏差为61年）。当前70年的“长期和平”显然不足以推测出未来发生第三次世界大战的概率。

低估均值

我们还发现，过去历史上的平均伤亡相对真实均值起码被低估了一半。为什么？因为90%～97%的观测值都小于均值，所以我们需要根据极值理论对数据进行修正。（在极端肥尾条件下，相较于历史均值，真实的统计均值可能更贴近历史最大值。）

常见错误

历史上还出现过类似的错误，在1860年，一个叫H.T.巴克尔的人[2]采用了与斯帕加特和平克类似的反统计推理方法。

即使是最草率的欧洲历史阅读者，显然也能看到追求野蛮的特征随着社会的进步在稳步下降。如果在不同国家之间进行比较，我们会发现在很长一段时间内，战争越来越少。如今这一趋势是如此明显，以至在最近的摩擦冲突之前，我们已经保持了近40年的和平：这是前所未有的情况（……）问题是，针对这一巨大进步，我们该如何表达我们的道德情感。

不管道德情感怎么样，巴克尔先生写完文章之后的一个世纪是人类历史上战争伤亡人数最多的一个世纪。

对上述内容进行总结：我们很荣幸地发现了Significance期刊上的基础统计学错误，因为这个问题恰恰是关于统计置信度，以及向公众传达统计学的严谨性这一概念。



[1]讨论章节。

[2]巴克尔（1858）：《英国文明史（第一卷）》，伦敦：约翰·D.帕克父子公司。



第六部分　元概率相关论文




第十七章　递归的认知不确定性如何导致肥尾†[1]


中心极限定理的反面：根据中心极限定理，我们从某个分布出发最终结束于高斯分布。但现实中更有可能反过来，读者是否还记得，我们通过随机化方差增厚了高斯分布的尾部？在本章中我们会使用元概率方法，反向添加多层不确定性。



回溯论证（误差的误差）　《黑天鹅》背后的主要问题是对模型误差的理解有限，以及对二阶误差的理解不足（用于计算误差的方法），或者用回溯论证的方式表述，是无法持续地将这套思维方式应用到极限的（尤其是当没有合理的理由停止这么做时）。终止这种递归本身没有问题，只要接受它偏离了量化和统计方法的先验条件即可。

幂律认识论的重推导（非统计）　之前人们推导幂律的方式都是偏统计的（累积优势、优先连接、赢家通吃效应、临界状态等）。而尤尔、曼德博、齐普夫、西蒙、巴克等人推导的幂律性质则基于结构性条件，打破了中心极限定理所必需的随机变量求和独立性假设[90][212][100][162][161]。这样的研究纯粹基于认识论，以标准的怀疑哲学和回溯论证为基础。



[1]讨论章节。本章的一个版本曾在本华·曼德博的追悼会上做过展示（2011年4月29日，康涅狄格州纽黑文）。



17.1　方法和推导


[image: ]
图17.1　本章的一个版本曾在本华·曼德博的追悼会上做过展示。


17.1.1　不确定性的层级累加

以标准概率分布比如高斯分布为例，离散度σ是估计出来的，因此我们应该给参数加上随机性条件。不确定性的不确定性，或者说高阶变量，类似于期权领域的术语“波动率的波动率”（参见塔勒布，1997；德曼，1994；迪皮尔，1994；赫尔和怀特，1997），也是指代“不确定率的不确定率”。而且我们没有理由止步于此：我们可以进一步将不确定性推广到更高阶，比如不确定率的不确定率的不确定率之类。整个循环都不会有任何确定性存在。


17.1.2　标准高斯分布的高阶积分

我们先从高斯分布开始，观察预设标准差的不确定性。定义高斯分布的PDF为φ(µ,σ; x)，取值为x，均值为µ，标准差为σ。

二阶随机标准差是φ在σ∈R+上的积分，PDF为[image: ]，其中σ1是σ的尺度参数（我们用来表征误差的误差），不一定是其标准差；σ1的期望是[image: ]

[image: ]

推广到N阶，概率密度函数f(x)可以写为：

[image: ]

问题是，这种方法会带来很多参数，而且对每一阶的分布都要做出假设（在金融领域，大家一般会用对数正态分布表示σ2，或者用高斯分布来表示[image: ]，因为直接用高斯分布会存在负值）。我们需要给出每一层的误差的测度f，不过可以通过σ的平均差来近似，如下面所述。

先描述一个简单的倍增过程，把σ拆成两种离散化状态。

在上一章我们看到一种捕捉凸性的简化方法，对不同的σ取加权平均，计算φ(µ,σ,x)和一阶标准差[image: ]的比例（或差异）：


[image: ]
图17.2　σ误差率的三层倍增过程。


其中[image: ]，a(1)是σ的平均差，也即我们对σ测量的绝对误差。对每种状态我们都给1/2的概率。和之前不同，我们固定了标准差而非方差，所以整体分布可以用一阶随机标准差表示为：

[image: ]

下面假设误差a(1)的不确定性为a(2)，与之前的推演相同。对于a(1)我们有[image: ]

二阶随机标准差：

[image: ]

以及N阶标准差：

[image: ]

其中MiN是矩阵MN(2N×1)的第i行。

[image: ]

Ti,j是穷举集合{-1,1}的所有排列矩阵的第i行第j列元素，也即给定长度n序列(1,1,1…)的所有1和-1组合。

对于N=3，

[image: ]

以及，

[image: ]

所以[image: ]这里要注意，误差率a(i)不等同于样本误差，更贴近未来的预测误差，完全基于认知。

最终的混合分布　加权平均后的混合分布可以表示为[φ(x)代表均值为µ、标准差为σ的普通高斯分布PDF]：

[image: ]

最终，上述分布的标准差σ和方差V可以通过对数正态分布近似得到。我们感兴趣的是V，而V依赖于高阶误差的性质。


[image: ]
图17.3　分布的肥尾（尖峰）随N发生的变化，这里N=0,5,10,25,50，所有分布的a=110。


下面我们考虑高阶误差的不同状态。

状态1（爆炸式）：常量参数a

a为常数的特例：假设a(1)=a(2)=…a(N)=a，每一层的误差率a相同，此时矩阵M可以简化为N层离散的常规二叉树。

等等。

[image: ]

因为求和的线性特征，当a为常数时，我们可以用二叉树的权重来计算矩（这里再次强调，在分析时限制一阶矩µ相同是一个先验条件）。

[image: ]

这里要注意，虽然高阶矩有维度爆炸的特性，但是x绝对值的期望独立于a和N，因为对σ的扰动不会影响绝对一阶矩[image: ](初始假设的σ)，而在对x相加的情况下则不然。

每一次递归都会将整个过程的方差增大(1+a2)。该过程近似于随机波动率模型，标准差（而非方差）服从对数正态分布，波动率会随着M增大，且在极限条件下趋于无穷。

后果

如果常数a＞0，或者在广义条件下满足[image: ]，矩就会爆炸。

（1）哪怕是最小的a＞0也是如此，因为[image: ]是无界量，所以N→∞时二阶矩会趋于无穷（虽然一阶矩不一定）。此时即使0.001%的误差率也会导致矩爆炸，因此所有L2分布类都没有意义。

（2）在这样的条件下，无论过去观察到的数据如何，基于认识论我们都需要用幂律的视角来研究，或者至少是L2正态以外的分布类。

注意，这里我们需要一个先验条件（从哲学的角度）在N处进行截断，由此阻止二阶矩爆炸。

类似幂律的收敛性质

从下面的log-log图中可以看到（图17.4），在高阶随机波动率条件下，假设随机系数相等[image: ]，概率密度会逐渐逼近幂律分布（就像高方差条件下的对数正态分布），在log-log图中呈现出逐渐展平的密度函数。随着我们持续加入多层不确定性直至幂律边界，尾部事件的概率也在持续上升。而神奇的是，一阶矩仍然保持不变。

a在逐步上升到1的过程中展现出同样的效应，尾部指数P＞x接近1但保持＞1。

[image: ]


17.1.3　小概率效应

下面我们衡量肥尾效应，最直观的结果就是小概率事件上升。

可以计算超越概率，也即给定N，参数a为常数的条件下超过给定阈值K的概率。

[image: ]

其中erfc(.)是误差函数的补函数，[image: ]

凸性效应　表17.1、表17.2展示了对不同的N，原分布超越概率对标准高斯分布超越概率的比率。

[image: ]

[image: ]


17.2　状态2：a(n)为衰减参数

如之前所述，我们可以加一个（实际上我们必须有一个）先验条件来降低参数a，或者从某处将N截断。当高阶a(i)下降的时候，分布的矩会受到限制（继承下来的尾部来自σ的对数正态性）。

17.2.1　状态2-a：“失血”高阶误差

假设高阶误差的“失血率”为λ，[image: ]，比如a(N)=λa(N−1)，因此a(N)=λNa(1)，a(1)是随机标准差的离散度，同时令µ=0。

在N=2时，二阶矩变为：

[image: ]

在N=3时，

[image: ]

最终，对于一般的N，

[image: ]

我们也可以用Q-Pochhammer符号重新表示公式17.6，[image: ][image: ]

[image: ]

由此可以得到极限

[image: ]

对于四阶矩，通过递归可得到：

[image: ]

所以，λ=0.9且a(1)=0.2的极限二阶矩只有1.28σ2，虽然显著但是凸性偏差相对温和。极限四阶矩为9.88σ4，虽然超过3倍高斯分布(3σ4)，但四阶矩依然有限。在a较小和λ接近1时，四阶矩会逼近高斯分布。


17.2.2　状态2-b：第二种方法，无倍增误差率

对于N次递归，

[image: ]

(MN.T+1)i是元组矩阵TN点乘(N×1)结果的部分元素，L为矩阵大小，A包含参数：

[image: ]

所以，对N=3,T=(1,a,a2,a3)

[image: ]

各阶矩如下:

[image: ]

其极限非常温和：

[image: ]


17.3　极限分布

参见塔勒布和西里洛[241]对极限分布的处理，我们在合适的条件下使用了对数正态分布。实际上，对数正态分布可以很好地近似误差的误差成常数比例的情况。


第十八章　不对称幂律的随机尾部指数†[1]





这里我们研究了尾部指数随机的幂律/缓变类随机变量，其分布的尾部指数α有自己的分布。我们通过分布的期望和高阶矩展现了α随机性的影响。比如，右尾单尾或右尾不对称变量的矩会随α方差的增大而增大（如果矩有限），同样条件下左尾不对称变量的矩会降低。条件期望（CVaR）或平均超额也适用于相同的结论。

我们证明了尾部指数随机的一般情况，并研究了其服从对数正态分布的特殊情况，α∈[b,∞),b＞1。

尾部指数的随机性导致：只要数据不精确，估计均值和高阶矩就存在显著偏差。这对样本误差有影响，因为α的不确定性会抬高期望。

偏差在求和时守恒，哪怕求和数量极大，也能保证收敛到稳定分布。我们构建了与不对称性相关的不等式关系。

我们还考虑了有界幂律分布的情况（如有界定义域），并应用于暴力事件的研究课题，西里洛和塔勒布（2016）。我们证明了历史数据的不确定性提高了分布的真实均值。





[1]研究章节。研讨会：高维极值和风险，荷兰莱顿的洛伦兹中心，2016年9月。




18.1　背景

交易员很早就在金融数学中引入了随机波动率的概念，通过几种方差不同的高斯分布（截面或时序方差）来观察期权定价偏差。深度价外期权（针对尾部事件）在分布方差不确定时价值会增大，因为期权对标准差呈现出凸性。

由此衍生出一系列随机方差的布朗运动模型（参见盖思勒尔的评论[102]），这类模型在跟踪底层分布以及随机过程映射的非高斯特性（比如期权价格）时非常有效。

正如期权对分布的尺度参数具备凸性，我们可以看到，大多数时候期望对幂律尾部指数也呈现出凸性。本章分析了两个案例：

·标准幂律，单尾或不对称分布。

·伪幂律，随机变量看似满足幂律但是存在有界定义域，比如对暴力事件的研究[46]，战争造成的伤亡不能超过人口上限。


18.2　随机α的单尾分布

18.2.1　一般情况

定义18.1

令X为属于该类分布的随机变量，右尾满足“幂律”条件，也即对于[image: ]

子类[image: ]：

[image: ]

我们注意到，x0在平移后可以为负值，只要x0＞−∞即可。

子类[image: ]：

[image: ]

这里的意思是，随着x→∞,比率极限会趋向1。L:[xmin,+∞)→(0,+∞)是缓变函数，定义为对任意的k＞0，[image: ]。L′(x)为单调函数，常数α＞0。

我们进一步假设：

[image: ]

那么我们有

[image: ]

我们注意到，第一类分布对应帕累托分布（需要将位置和尺度参数标准化），此时L为常数，[image: ]则代表更常见的单尾幂律。


18.2.2　随机α不等式

在本小节的剩余部分，我们用X′来表示α随机化后的变量X，α为常数。

命题18.1

令p=1,2…X′是和X同属于[image: ]类的随机变量（单尾正规变化类），[image: ]，除了尾部指数α随机，所有＞p的值都保持均值[image: ]不变，

[image: ]

命题18.2

假设有阈值K，X属于[image: ]类分布，条件期望损失（CVaR）满足，

[image: ]

简单证明如下。

我们可以看到，[image: ]对α呈现出凸性。令Xαi为分布尾部指数为常数αi的随机变量，[image: ]是归一化之后的正权重：[image: ]由詹森不等式：

[image: ]

由于分布类由生存函数定义，我们首先需要求解相应的概率密度[image: ]，并找到对应的归一化常量：

[image: ]

当一阶导和二阶导存在时，[image: ]。符号[image: ]的缩写。

由卡拉玛塔定理[22][248]，当且仅当形式如下时，在[x0,+∞)上的函数L是缓变函数：

[image: ]

η(.)是有界可测函数，随x→+∞收敛于某个有限值，而[image: ]是有界可测函数，随x→+∞收敛到0。

与之对应的是，当x→+∞时，L′(x)趋于0[我们可以进一步假设，在公式18.3和公式18.4中，L′(x)比x更快地趋于0，且L″(x)比x2更快地趋于0]，分部积分可得，

[image: ]

其中[image: ]是公式23.1和公式18.2中的生存函数。将上式再做三次分部积分，忽略L(.)超过二阶的导数：

[image: ]

在X属于[image: ]的特殊情况下，可以简化为：

[image: ]

命题18.2可以从性质[image: ]推导证明。我们也可以由此证明米克定律，即帕累托不等关系和尾部阈值无关，[image: ]随着K→+∞收敛到常数值。公式18.6给出了将凸性拓展到[image: ]和[image: ]分布子类所需的精确条件[以L(x)函数的形式]。

我们的结论对平移和尺度变换以后的分布依然成立：

[image: ](帕累托Ⅱ)，或者向帕累托Ⅱ分布和Ⅳ分布的其他变换。

为方便起见，我们用到的[image: ]类分布都采用相同的参数x0来定义分布下界和尺度。

我们可以验证公式18.7中的期望对α存在凸性：[image: ][image: ]


18.2.3　[image: ]分布类近似

对于[image: ]类分布，当我们可以将X的期望写成常数乘以x−α积分的时候，上述结论依然成立。

[image: ]

此时k是和α独立的正值常量，v(.)近似为α的线性函数（加上某个阈值），期望对α具备凸性。

示例：学生T分布　尾部指数为α的学生T分布，作为量化金融领域中常用的“复杂”缓变函数，对称幂律分布的半均值或单尾分布的均值（即支持[image: ]）可以表示为:

[image: ]

Γ(.)是伽马函数。


18.3　幂律分布求和

因为我们研究的分布向稳定分布收敛，1＜α＜2，所以p=1，只和均值有关。

我们观察到，均值的凸性不随幂律分布随机变量X的和而改变。一般情况下，稳定分布的均值不依赖于α（常规参数），但实际上两者相关。

令Y为帕累托分布随机变量，密度函数[image: ]，尾部指数1＜α＜2。下面假设Y1,Y2…Yn是和Y同分布的取值，χ(t)为f(y)的特征函数。我们有χ(t)=α(−it)αΓ(−α,−it)，其中Γ(.,.)为不完全伽马函数。我们可以算出n变量求和均值的特征函数[image: ]，也即[image: ]，对其求一阶导：

[image: ]

可以看到，最终收敛的极限分布均值为尺度参数乘以[image: ]，不依赖于n。

假设χS(t)是稳定分布Sα,β,µ,σ的特征函数，分布由无限Y求和得到，由列维连续性定理，下面两者等价：

·[image: ]，分布Sα,β,µ,σ，其中[image: ]代表以分布形式收敛

·[image: ]

我们用的是标准结果[272][209]。对于帕累托分布的精确和[269]，可以将上面的常规参数µ替换为：

[image: ]


18.4　不对称稳定分布

我们可以通过对称性来验证，在y0附近翻转子类分布P1和P2，使其对均值d和高阶矩的敏感性为负，会削弱α的随机性。

这里的核心问题是：


评论17：不对称性保留

如果对[image: ]类分布进行归一化求和，假定期望如公式18.8那样依赖于α，结果必然收敛于不对称稳定分布Sα,β,µ,1，其中β≠0。




评论18

令Y′为Y在α随机化之后的变量（保持α均值不变），凸性效应变为：

[image: ]



简单证明如下，考虑公式23.1中的两个缓变函数，两个尾部各占一个，我们有[image: ]

[image: ]

由[209]，

如果[image: ]，那么Y以分布形式收敛于Sα,β,µ,1，系数[image: ]

均值可以表示为[image: ]，其中：

如果[image: ]，那么[image: ]


18.5　α为对数正态分布的帕累托分布

下面假设α服从平移后的对数正态分布，均值为α0，最小值为b，也即α−b服从[image: ]，参数b允许我们使用尾部指数的下限，以满足有限愿望。我们知道，尾部指数最终会收敛到b，但过程可能相当缓慢。[image: ]是α和尺度λ的最小值:

[image: ]

命题18.3

假设X′期望有限，α服从平移后的对数正态分布，也即a-b服从[image: ]，我们需要令[image: ]以避免无限期望的问题。

假设φ(y,α)为随机尾部指数的概率密度，[image: ][image: ]

[image: ]

概率密度近似

当b=1时（取b的最小值），我们可以得到随机α对应的概率密度：

[image: ]

将α在下界b展开（我们简化为b=1），再分部积分就可以得到上述结果。


18.6　α为伽马分布的帕累托分布

命题18.4

假设X′的尺度为λ且期望有限，分布的尾部指数α−1服从平移后的伽马分布，随机变量ϕ(.)，均值为α0，方差为s2，α所有取值大于等于1。

[image: ]


18.7　有界幂律，西里洛和塔勒布（2016）

在[45]和[46]中，我们采用有界幂律分布对暴力事件和操作风险事件进行了研究。这样一来，哪怕α＜1，因为上界的原因，变量Z依然具备有限期望。

我们提供的方法是对变量进行如下连续变换：先从z∈[L,H),L＞0开始，将其转化为x∈[L,∞)，后者严格属于幂律分布。

用到的连续对数变换为：

[image: ]

因此，我们可以得到Z的分布，在所有α为正的情况下期望均有限。

[image: ]

上式在[46]的小范围扰动中始终为正。〔[image: ]是迈耶G函数。〕在如此低的α条件下（约为[image: ]），期望呈现出极度凸性，偏差也会极为显著。

下面来看该凸性的实际运用。过去两百年间，暴力事件的历史数据并不可靠[46]，所以对尾部指数的估计会极不精确。这样一来，我们要在计算的时候考虑对尾部指数的估计误差。而上式表明，α的不确定性很可能会导致“真实的”统计均值（全分布均值而非样本均值）比预计的要高，因此，在更大的不确定性下，我们需要提高对暴力事件的估计。


18.8　其他评论

在尾部指数不确定时，如各类数据不足、不可靠或存在伪造数据的研究分析，都存在对均值和期望损失的估计偏差。

除了统计推断，上述结果还可以拓展到随机过程上，比如存在幂律的复合泊松过程[217]（泊松分布的跳跃和到达时间服从幂律分布）或列维过程，后者可以通过连续的“切片分布”或离散化过程[50]进行分析。因为多次跳跃求和的期望等于期望之和，所以我们会看到和公式18.8相同的凸性。
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第十九章　p值的元分布和p值操控‡[1]


在本章中，我们通过大量统计现象给出了p值的清晰概率分布（元分布），以及m次独立测试下最小p值分布。我们推导了小样本下的p值分布[image: ]以及样本数量n较大时的极限分布。最后还通过逆分布观察了给定p值和参数条件下统计测试的“功效”。

可以看到，无论样本大小，p值的分布都极度有偏且波动剧烈。在相同统计现象的随机结果中，多次重复实验求得的p值差异很大。这么大的波动使得最小p值和“真实”p值存在巨大偏差。除非显著增加样本量或将p值降低至少一个数量级，否则就算设定测试功效，我们也解决不了什么问题。

本章中的公式可以帮助我们一窥统计结果再现的稳定性，p值操控以及其他元分析——包括p值操控结果的元分布。

总之，从概率的角度看，设定p值为0.05或功效为0.9都没什么意义。



假设我们知道“真实”p值ps，对于同样的统计现象，经过不同次数的实验会得到怎样的p值分布？如果存在真实p值ps，我们认为，在相同现象驱动的m次实验中，大数定律会使其均值等于该值，也即[image: ]（其中[image: ]为依概率收敛）。当然，我们也可以对“真实”中位数pm提出类似的收敛条件。本章的结论是，当n较小时，分布可以通过解析式表示（虽然要引入特殊的逆函数），n较大的极限形式则更为简洁，参数只需要中位数pm即可。虽然直接写出ps有一定困难，但我们可以借助中位数pm来表示。最后，最小p值的分布也可以用一个简洁的公式清晰表示，以便理解现有科学研究方法论中存在的偏差。

结果如图19.2所示，p值的分布高度不对称（右偏），“真实”p值为0.05时有75%的概率会小于0.05（对于这类边界条件，我们接受假设的概率提高了3倍），更糟的是，真实p值为0.12时有60%的概率会小于0.05。


虽然定义域有界，但p值分布还是展现出强烈的肥尾特征。如果某次观察到p值为0.02，“真实”p值很可能＞0.1（甚至可能接近0.2），标准差＞0.2，平均差约为0.35。正因为这种极度有偏，衡量离散度的L1和L2（以及高阶矩）几乎不随ps变化，其标准差高得完全不成比例，也就是说，样本内0.01的p值（非常显著）其真实值可能＞0.3。

显然，当我们谈到p值的时候完全不知道自己在讲什么。



通过[132][208]，我们找到了一些早年间人们对元分布解析式的尝试推导，它们以高斯分布类为基础，而且参数化过于复杂。[105]中讨论了“统计显著性”自身的显著性问题，[138]则提供了一个贝叶斯方法，推荐将p值标准提升到≈0.01。但只有在看到元分布以后，我们才能真正感受到p值分布的极端有偏。

这里注明一下，研究中的n表征某次实验的样本大小，m为得到p值所需的实验次数。




[1]研究章节。




19.1　证明和推导

命题19.1

令P为随机变量∈[0,1]，对应样本中配对T检验（方差未知）的单尾p值，均值[image: ]，样本大小为n。所以，在各个统计性质相同的样本集合下，p值分布的PDF为：

[image: ]

其中[image: ]是逆正则β函数。


[image: ]
图19.1　公式19.1的不同样本大小n向极限分布的收敛情况。



[image: ]
图19.2　蒙特卡罗模拟生成的单尾p值（期望为0.11）的概率分布（直方图）和密度函数ϕ(.)（实线）。我们抽取了给定统计属性集合中的所有子样本，最终分布的过偏使得均值大大高于绝大多数观测值，因此给人造成“统计显著”的错觉。



评论19

理论上[image: ]时分布不存在，但是在实践中，我们可以通过序列[image: ]来构造，图19.3显示分布会收敛到均匀分布[0,1]。此外“零”假设是0测度的集合。




[image: ]
图19.3　不同pM下p的概率分布，我们可以观察到pM=12对应均匀分布。


证明　令Z为标准化随机变量，ζ是Z的样本值，构成向量[image: ]（样本量为n），样本均值为mv，标准差为sv，[image: ](mh是需要测试的阈值)，因此，可以假设ζ服从n自由度的学生T分布（均值为[image: ]），

[image: ]

这里B(.,.)是标准β函数。令g(.)为学生T分布的单尾生存函数（均值为0，自由度为n）：

[image: ]

I(.,.)是不完全β函数。

下面我们来求gf(ζ)的分布，因为g(.)是博雷尔函数，令p为随机变量，通过标准变换我们有：

[image: ]

根据Z的对称性，我们可以将[image: ]转化为对应的中位数生存函数。因为各一半的观测值会落在[image: ]两侧，我们可以确定变换将保持中位数不变：[image: ]，所以[image: ]。最终我们有[image: ](正向)和[image: ](负向)，替换公式19.1中的结果即可证明原命题。

可以注意到，增大样本量n不会提高显著性，因为p值从标准化变量计算而来（所以元分布具备普遍性）。不过当n较大时，高斯分布的收敛性会增强。当n很大时，我们可以证明下面的命题。

命题19.2

在上述相同假设下，ϕ(.)的极限分布为：

[image: ]

其中erfc(.)是误差函数的补函数，erfc−1(.)是erfc(.)的逆函数。

极限CDFΦ(.)为：

[image: ]

证明　当n很大时，[image: ]变为高斯分布，单尾生存函数[image: ][image: ]

在样本方差已知（或可以假设）时，配对检验适用于该极限分布，此时检验统计量为高斯分布，类似于当n较大时，T检验（学生T分布）最终会收敛到高斯分布。


评论20

当p接近0时，公式19.2中的ϕ可以表示为：

[image: ]

当[image: ]时，该近似更加精确。



我们可以采用傅里叶变换或类似的方法得到ϕ卷积后的数值解。

我们可以得到相同统计性质下m次实验的最小p值的分布，由此一窥“p值操控”现象，p值操控指的是，研究者通过多次实验来获得最低p值，或者不停地尝试，直到得到一次统计显著结果。

命题19.3

对于相同统计性质的m组观察，其最小p值的分布为（基于命题19.2的极限分布）：

[image: ]

证明[image: ]，再取一阶导就可以得到上述结果。

非极限分布：如图19.4所示，我们对不同的m进行了数值积分。所以m次实验的期望可以更精确地表示为：

[image: ]


[image: ]
图19.4　对m次实验进行p值操控的结果，pM=0.15,ps=0.22。



19.2　检验的逆功效

令β为给定p值下的检验功效，样本由隐参数θ产生的随机值X构成（大小为n）。为了测量真实功效β的可靠性，我们反过来求解其逆命题：

[image: ]

命题19.4

令βc为预计的样本检验功效，假定变量为学生T分布（产生于参数θ），我们有：

[image: ]


19.3　应用和结论

·我们可以清晰地看到，因为p值和最小p值分布带来的严重随机性，我们至少需要小一个数量级的p值才能得到5%的真实置信度水平（并证实与之相关的推论）。

·当尝试复现论文时（比如开放科学项目[49]），我们应该考虑到验证本身存在误差，同时还有对预设结果的主观偏差（第一类错误）。如果看到之前统计显著的检验现在无法通过检验，那是非常正常的，实际上，如果复现结果比原来更显著才令人奇怪。

·检验的“功效”也面临相同的问题，除非我们降低p值或是抬高测试的阈值，比如设定功效为0.99。
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H　行为经济学的谬误


我们之前提到过（第三章和第十一章），“高估尾部”的伪命题主要源于心理学家和决策学家不了解肥尾，从而使用了错误的“正态”模型。这里我们通过两个例子来阐述他们对概率的曲解，一个是对二阶效应的启发式研究，另一个是期望操作符的詹森不等式性质。

这种极为不严谨的统计（股权风险溢价之谜）衍生出了名为“助推”的行为经济学流派，这是一些试图操纵公民决策的心理学家提出的邪恶解决方案。




H.1　案例研究：短视损失厌恶的概念谬误

所谓的“风险溢价之谜”最早由梅赫拉和普雷斯科特提出[169]，因为在历史上，股权资产相对固定收益资产长期保持着更高的收益率，问题在于，这样的收益差为什么没有被套利抹平？

我们很容易看出，这样的分析忽视了此领域缺乏遍历性，如第三章所示，参与者并不能无条件地获取市场收益，用系综概率和大数定律来评价只有一次人生机会的个人投资者并不合适。此外，市场的“期望正回报”不是投资者获得正回报的充分条件，想要获得真正的正期望还需要凯利式的路径调整策略或者路径依赖的动态对冲方法。

贝纳茨和塞勒认为，卡尼曼—特沃斯基的前景理论[139]通过短视损失厌恶解释了上述现象。这样的理论可能有一定道理，但是在肥尾条件下站不住脚。

这里我们以随机化的方式增厚尾部（尺度参数）来观察文献中部分结果的荒谬之处，实际上，在更严谨的统计学分析中，这样的结论是荒谬的。

短视损失厌恶

以前景理论的评价函数为例，w表示财富改变x带来的效用，参数为λ和α。

[image: ]

令[image: ]为相应均值和标准差的正态分布概率密度（尺度经过t调整）。

期望“效用”为（前景条件下）：

[image: ]

从公式H.2中可以看到，对表现进行更频繁的采样会导致效用函数恶化。所以，贝纳茨和塞勒所做的是尝试找到“短视”的采样区间，转换为采样频率来解释市场“溢价”——但问题在于，他们忽略了二阶效应。

如果σ存在随机性，整个状态就会发生变化：假设方差有一个很小的概率会出现很大的值，且期望方差不变会如何？这里的关键在于，我们没有改变方差：只是把概率分布推向了尾部。我们在这里慷慨地假设，根据大数定律，“股权风险溢价之谜”成立，也即股票确实能跑赢债券。

这样我们会在两种状态之间切换，概率p为(1+a)σ2，概率1-p为(1−a)σ2。

公式H.1可以重写为：

[image: ]

结论　如图H.1和图H.2所示，二阶效应会证伪与短视损失厌恶相关的表述。这并不是说短视没有影响，而是无法通过这种外部方式来论证解释“股权风险溢价”[比如分布上可能有不同的回报，但从内部看源于卡尼曼-特沃斯基效用函数v(x)的结构]。


[image: ]
图H.1　“效用”Hα,p(t)或前景理论在方差的二阶效应下呈现出的结果，这里σ=1,µ=1。


[image: ]

评述　上面我们使用了(1+α)的启发式方法来论证，实际上，可以用σ2的完整分布展示类似的结果。比如，我们可以用期望为V的伽马分布[image: ]来拟合“股权风险溢价”理论中使用的方差。

以上述方式重写公式H.3可得：

[image: ]

上式存在解析解（有点儿长，这里就不展示了）。

贝纳茨和塞勒真正的问题　当然，最终问题还是与肥尾和大数定律的收敛性有关，我们会分别展开。

模型误差下的跨期偏好

参数随机化的结果是又增加了一层不确定性。

作者曾在哥伦比亚大学的一次会议上惊讶地听到莱布森先生[150]提出这样一种观点，以按摩为例，如果选择今天做一次，明天做两次，但一年以后逆转过来是不合理的，我们需要用一些政策来调节大家的偏好（关于时间贴现和跨期偏好参见[96]，经济学家倾向于让人们使用“贴现率”，一个从简化模型中推导出的浮动变量）。[1]

直观地说，如果我引入一种可能性，假如按摩师身上满是“气球”会如何？显然我会不惜任何代价偏向当下，以及他最近有空的任何时候。这样我的偏好就被扭转了，这就是我们接下来要建模的部分。

首先，时间贴现需要满足指数形式，所以偏好不为负：线性贴现的形式为Ct，C为常数，t是到未来的截止时间。我们需要某种可以在数学上简化为指数的形式来逼近连续时间极限，类似于Ct或(1+k)t。指数贴现的形式为e−kt，这类简单模型描述的贴现方法保证了“时间一致性”，假定δ＜t：

[image: ]

下面再添加一层随机性：将贴现率（用λ表示）随机化。

所以，H(t)只能表示为：[image: ]

很容易证明[image: ]对称随机条件下的一般情况（也即以均值为中心，概率各为[image: ]），用我们在章节4.1中相同的技巧：

[image: ]

cosh是余弦双曲函数，当未来的跨期偏好处于水平状态时会收敛到一个固定值。

示例：伽马分布　对于定义在[image: ]上的伽马分布，参数α和β，[image: ][image: ]，我们有：

[image: ]

这意味着，不论偏好在短期内如何陡峭，长期都会趋向平缓，这也解释了经济学文献中的贴现率下降现象。

此外，构造标准化分布，

[image: ]

我们会得到标准化以后的双曲贴现：

[image: ]

结果并不像天真的经济学研究人员想的那样，行为呈现出某种经验性“反常”。只不过他们的模型缺少了一层不确定性。



[1]法默和吉纳科普洛[89]对双曲贴现采用了类似的方法。



第七部分　肥尾下的期权交易与定价




第二十章　金融理论在期权定价上的缺陷†[1]


让我们来讨论一下，为什么期权理论和所谓的“新古典经济学”在真实世界中会失效。金融理论是如何给金融资产定价的？1900年，巴舍利耶提出的定价范式和现代金融理论，即布莱克—斯科尔斯—默顿方法（BSM）[24][171]之间的主要差异在于几个核心假设，巴舍利耶的方法更贴近现实，也更贴近几个世纪以来交易员的行事方式。




[image: ]
图20.1　期权组合的对冲误差（每天调整对冲敞口，共计3 000天），图中假设资产服从尾部指数α=3的学生T分布（波动率固定）。理论上误差在有限时间内不会收敛，因为其分布方差为无穷大。





[1]讨论章节。



20.1　巴舍利耶而非布莱克—斯科尔斯

巴舍利耶的定价模型直接基于最终收益的实际期望而非动态对冲方法，也就是说，我们可以使用任何分布！在第二十一章中，我们会用测度论进行更严谨的证明，这里先不做太多数学上的展开。


[image: ]
图20.2　在“布莱克—斯科尔斯”世界中，同样条件下期权组合的对冲误差（每天调整）。



[image: ]
图20.3　包含1987年股票市场崩盘的期权组合对冲误差。


后来，还有一些研究者也采用了相同的研究方法，如斯普里克尔（1964）[216]，博内斯（1964）[26]，卡苏夫和索普（1967）[253]，索普（1973）[249]。

大家都面临同样的问题：如何构造一个风险参数（风险资产贴现率）使其与投资组合理论兼容？资本资产定价模型（CAPM）要求证券的预期回报率与其风险成比例。在布莱克—斯科尔斯—默顿方法中，期权价格来自（且仅来自）连续时间下的动态对冲——后面我们会进一步展开动态对冲的概念。通过这样的方法，期权坍缩为具有确定性收益的资产，提供独立于市场的回报，所以不存在任何风险溢价。

20.1.1　现实和理想的距离

我们认为，布莱克—斯科尔斯—默顿方法的问题在于，动态对冲的假设极度理想化，需要以下一系列严格条件：假定交易者可以在无摩擦的市场中买卖，且不产生交易成本；同时不考虑订单流对市场价格的影响——如果交易者出售一定数量的股票，后续价格与其完全无关；交易者清楚地知道市场的概率分布为高斯分布，且参数不具备时变性（所有参数都保持不变）；最重要的限制是，市场价格不存在跳跃。随后的修正版本(默顿，1976)加入了跳跃，但是用了基于泊松到达时间的固定跳跃（最多是高斯分布跳跃）。该框架在数学和实践上都不允许使用幂律分布。下面我们先来研究一下布莱克—斯科尔斯—默顿公式中动态对冲背后的数学框架。

为不失一般性，假设无风险利率r=0，经典的布莱克—斯科尔斯—默顿模型包括卖出看涨期权并购买一定数量的股票，以对冲股票的瞬时波动。因此，经过分布一阶矩局部“对冲”以后的投资组合π如下：

[image: ]

这里C为看涨期权价格，S为标的证券。

取投资组合的价值变化：

[image: ]

通过在S的初始值附近展开，我们可以得到组合在离散时间上的变化量。传统的期权定价理论基于高斯分布，所有高于(∆S)2和∆t的高阶量都会迅速消失。

[image: ]

对公式20.3两边取期望，可以看到对矩的有限性有非常严格的要求：所有矩都要收敛。如果多加一项[image: ]，在分布有显著的三阶或四阶项时，该项就有可能显著。实际上，虽然价格S的n阶导可能下降很快，但对行权价K远远偏离分布中心的期权而言，矩的上升速度会更快，从而抵消了其效果。

所以，这里我们需要所有矩均有限，且矩的影响最终要完全消失（而非近似消失）。跳跃-扩散模型（默顿，1976）没有带来问题，是因为它假设了分布的各阶矩均存在。而在幂律分布下，所有高于α的矩均不存在，从而导致布莱克—斯科尔斯—默顿公式失效。

正如我们所述，布莱克—斯科尔斯—默顿所谓的解决方案来自伊藤引理，也即投资组合会坍缩为确定收益。但是让我们看一看，在实践中，坍缩的速度有多快或多有效。


20.1.2　实际动态复制过程

看涨期权的收益可以通过下列动态对冲复制，从t到T时刻的极限为：

[image: ]

我们将该阶段拆解为n个[image: ]区间，这里对冲比率[image: ]计算于[image: ]时刻，但我们需要承担对冲开始时的价格与[image: ]价格之间的非预期差异。

在[image: ]的极限时我们会得到确定收益。在高斯世界中，上述结果就是伊藤—麦肯积分。


20.1.3　失效：对冲误差问题

上述数学性质表明，立方α分布的对冲误差和无限方差过程几乎一致。而且，这类误差在行权价大大偏离当前价格时效应极其显著。

简单来说，在幂律世界中，动态对冲无法消除任何风险。

下一章节

在下一章节中，我们会用测度论表明为什么期权依然可以使用风险中性定价。


第二十一章　期权定价的唯一测度（无动态对冲和完备市场）‡[1]


基于一些简单假设（如看涨看跌期权平价关系），我们证明了欧式期权的期望价值来自远期价格（不一定需要风险中性测度，资产可以是任何分布，不需要布莱克—斯科尔斯—默顿的动态对冲假设，也不需要完备市场和其他强假设）。我们证实了交易员上百年来使用的启发式方法更加稳健，更有一致性，而且比经济学文献所采用的方法更严谨。我们还证明了期权可以在无限方差的分布下定价。






[1]研究章节。





21.1　背景

交易员使用有效的期权定价方法已经有数百年的历史（豪格和塔勒布[126]）。根据看涨看跌期权平价关系，如果用最终收益的期望定价，所用资产分布的均值必须基于远期价格。假设远期定价使用风险中性测度，那么期权定价也要如此。布莱克—斯科尔斯（布莱克和斯科尔斯，1973；默顿，1973）以动态对冲为基础对期权进行了风险中性定价，这样一来，期权就变成了多余的产品（因为其收益可以拆解为动态持有的现金和资产组合）。但这只是一个理想状态：（1）动态对冲在金融市场上并不具备完全可操作性，因为资产价格存在跳跃；（2）动态对冲的表述在肥尾条件下并不成立，它需要基于特定的“布莱克—斯科尔斯”世界和一系列假设，比如过程满足有限二次方差；（3）交易员使用和布莱克—斯科尔斯相同的“风险中性条件”对期权进行定价，同时不需要动态对冲假设；（4）在风险中性条件不适用的领域，交易员依然交易期权；（5）有一些基础信息限制会妨碍随机积分收敛。[2]

之前已经有一系列研究表明，期权的看涨看跌平价关系足以限制底层分布的均值结构，比如德曼和塔勒布（2005），豪格和塔勒布（2010），上述研究采用了启发式方法，虽然简略但是稳健（鲁菲诺和特雷萨德[207]），而且给出了风险中性所需的均值操作符。本章的内容主要有：

·从“简略说明”向前一步，到正式证明。

·使用了基于期望但不依赖于分布的方法，在没有动态对冲的条件下证明了风险中性。

·哪怕没有风险中性条件，也可以建立唯一的期权定价分布。远期（期货）价格可以代表期望并偏离套利价格（比如，由于监管或其他限制），但期权依然可以按照与此类远期平均值相对应的分布进行定价。

·展示了我们可以拥有一个没有“完备性”的期权市场，同时不需要金融经济学领域的诸多假设。

上述这些只需要两个限制条件：“水平条件”，比如看涨看跌期权平价；“垂直条件”，比如不同行权价上的期权定价要对应唯一分布。这里唯一的经济学假设是存在远期且可交易。如果没有这样唯一的远期价格，我们就无法讨论标准期权定价。我们还要求概率测度上分布的一阶矩有限。

该领域之前的贡献如下：布里登和利曾伯格[31]，以及迪皮尔[72]展示了期权价差是如何导出唯一概率测度的。有些论文建立了期权之间更广泛的套利关系，比如卡尔和马登[37]。[3]

但是，（1）这些文章都没有通过远期来建立看涨和看跌期权之间的关系，只是将期权之间的套利关系转换为和远期分布均值一致的必要性，从而实现风险中性（否则存在远期套利）。（2）没有任何论文表明，在二阶矩不存在（比如无限方差）的情况下，我们也可以很容易地为期权定价，而我们的方法和证明完全没有使用方差。（3）我们采用的方法更简单、更直接，且对假设的变化更稳健。

这里我们没有假设市场的完备性，期权并不是多余的证券类别，以后也是如此。表21.1总结了本章的要点[4]　[5]。



[2]另外，作为该领域科学史争议的一部分，爱德华·索普从期望出发，以不需要动态对冲的方式写出（并使用）了被称为“布莱克—斯科尔斯—默顿”的公式，参见索普[251]。

[3]参见格林和贾罗[114]，纳赫曼[175]。自哈里森和克雷普斯[123]以来，我们就知道无动态对冲条件下可以进行风险中性定价，但该理论需要极强且不现实的假设，比如严格完备的市场和多周期定价。

[4]著名的哈坎森悖论：如果市场完备且期权是冗余资产，为什么还有人需要它们？如果市场不完备且我们需要期权，又该如何给它们定价？本章的讨论可能提供了一种解决方案：市场是不完备的，但我们可以给期权定价。

[5]期权价格在绝对意义上并不唯一：相对内在价值的溢价完全可以占据主导地位；只是看涨看跌平价令看涨和看跌期权必须使用相同的测度，且合成期望和远期一致。期权本身就是一种证券，只是和远期有紧密的联系罢了。


21.2　证明

定义[image: ]和[image: ]为欧式看涨和看跌期权价格，行权价为K，到期时间为t，[image: ]为t0时刻标的价格，[image: ]，同时St为t时刻可能的证券价格。

21.2.1　案例1：使用远期作为风险中性测度

定义[image: ]为无风险货币基金回报，[image: ]为资产回报（假设股票有连续分红，外汇有利息收益）。

则有通过套利定价的远期价格[image: ]

[image: ]

参见凯恩斯(1924)。因此，我们称FtQ为风险中性利率下，通过套利得到的期货（或远期）价格。假设FtP要求和风险相关的“预期回报”m，远期价格为：

[image: ]

备注　通过套利，在给定[image: ]条件下，所有可交易的远期价格都应该等于FtQ。

这里“可交易”不等于“所有交易”，只代表“现金和利差”套利，也即如果远期回报偏离r，则应借入现金并持有证券，获取分红回报d。


21.2.2　推导

下面我们会假设F有自己的机制——唯一的概率测度Q，和案例1无关。

表21.1　动态对冲假设和静态看涨看跌期权平价的主要差异

[image: ]

定义[image: ]，其中[image: ]且[image: ]

考虑一类标准（简化）概率空间(Ω,µi)，其中概率测度µi满足[image: ]


定理6

对于给定到期日T，存在唯一测度µQ，通过最终的期望收益来给欧式看涨和看跌期权定价。



考虑到对远期FtQ定价，这一测度可以是风险中性测度，但不一定是，只是通过远期给出了隐含的股票回报率。

引理21.1

对于给定到期日T，按照最终的期望收益，同一标的资产的欧式看涨和看跌期权存在唯一的两种测度µ1和µ2，对任意的行权价K有：

[image: ]

其中fC和fP分别为(St−K)+和(K−St)+。

证明　为简单起见，不失一般性地令r和δ为0，通过看涨看跌期权平价关系，做多看涨期权并做空看跌期权可以复制出可交易的远期，针对盈亏变化，我们用正值表示多头，用负值表示空头。

[image: ]

因为FtP可交易，上式必然成立。

而看涨看跌期权平价对所有的行权价均成立，所以对所有的K∈Ω：

[image: ]

下面来看数量为[image: ]的看涨期权价差，表示为：

[image: ]

在[image: ]时收益为1美元（也即等价于指示函数[image: ]），在[image: ]（或[image: ]）时收益为0，在[image: ]时为St−K，也就是说，在0到1美元之间（参见布里登和利曾伯格,1978[31]）。对于put也有类似的结果，[image: ]

在[image: ]的极限处：

[image: ]

同样的道理有：

[image: ]

根据半闭区间生成Ω上的博雷尔σ代数，可以得到µ1和µ2唯一。

引理21.2

看涨和看跌期权的概率测度相同，对于Ω中的每一个博雷尔集A都有µ1(A)=µ2(A)。

证明　结合公式21.5和公式21.6，除以[image: ]，令[image: ]，对所有K有：

[image: ]

因此，对所有的K∈[0,∞)有µ1(AK)=µ2(AK)。该等式对所有的半闭区间都成立，且可以延展到任意博雷尔集。

引理21.3

根据套利关系，看涨和看跌期权定价应该基于同样的风险中性测度µQ，和可交易的远期测度一致。

证明

[image: ]

由公式21.5得到，

[image: ]

对两边求导，因为fC-fP=S0+K，我们可以得到拉东—尼科迪姆导数，对所有K有：


21.3　当远期不满足风险中性时

设想这样一种情况，Ft可观测且可交易，但仅用作标的证券，有自己的内在运行机理。这时我们可以完全忽略标的S的机理，或者使用非风险中性的“隐含”利率将现金和远期联系起来，[image: ]。利率m可以包含风险溢价，兼顾融资难度与借贷的合规要求，对结果不会产生任何影响。

在这样的状态下，将测度µQ替换为µQ∗之前的结果依然适用，期权定价依然唯一。[1]



[1]在证明中我们假设利率为0，在非0利率条件下，溢价会以套利成本贴现。


21.4　评述

这里我们用一个简单的插值问题替代了复杂难处理的动态对冲问题。抛开经济金融学复杂的定理，使用简单的启发式方法解释了“前布莱克—斯科尔斯时代”期权交易员所使用的简单启发式方法的表现。

期权可以在市场不完备的情况下保持存在的意义：我们仅仅是在讨论一种套利定价形式（包括以概率分布期望为标准的风险中性定价），但这足以支持我们使用所有一阶矩有限的概率分布，包括布莱克—斯科尔斯的对数正态分布。

最后再比较一下两者，在动态对冲时，错过某次对冲或遇到某次跳空（尾部事件）可能是灾难性的——正如我们之前提到的，它不仅需要一系列超出数学范围的假设，也需要严格且高度不切实际的数学约束。在肥尾分布下，增加对冲频率并不能保证降低风险。此外，标准的动态对冲理论要求t0和t之间有明确可描述的风险中性随机过程，而这往往难以计量，一般需要从期权价格反向推导，反而变成了基于套利的插值工具，而非对随机过程本身的描述。

在我们基于看涨看跌期权平价的方法中，不断增加行权价保证了我们跟踪风险中性分布的能力。由于概率之和为1，µQ测度在行权价K和下一档行权价[image: ]之间的自由度会显著降低，因为区间内的测度受到[image: ]差异的约束。换句话说，与动态对冲不同，不同行权价之间不会有任何跃变（或一阶矩）显著影响概率测度。实际上，它相当于统计样本的标准核平滑方法，只是适用于不同的行权价。[1]

我们对行权价的假设自然构成了一个条件：如果想要对期权进行“切合实际”的讨论，期权行权价必须存在。此外，根据作者的经验，如果有需求，期权做市商可以在场外随意增加行权价。
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[1]关于不同行权价之间隐含概率分布的插值方法，参见阿韦利亚内达等人[4]。


第二十二章　期权交易员从来不用BSM公式‡[1]


期权交易员一直使用启发式方法推导期权定价公式，并通过调整参数（高斯分布的标准差）来改变对尾部和偏度的估计。该公式后来因为一个同名的发现被称为布莱克—斯科尔斯—默顿公式（虽然改变标准差参数与之相矛盾）。然而，历史证据表明：（1）布莱克、斯科尔斯和默顿并没有发明任何公式，只是构建了一种方式，通过动态对冲移除风险参数，将一个众所周知（且在实践中使用）的公式与经济学建立一致性联系；（2）期权交易者使用复杂的启发式方法和技巧（自1902年以来），通过看涨看跌期权平价移除风险参数，更兼容路易斯·巴舍利耶和爱德华·索普先前版本的期权定价公式（支持更广的概率分布类）；（3）自1973年以后，期权交易员不再使用布莱克—斯科尔斯—默顿公式或类似的公式，而是继续使用先前自下而上的启发式方法，以更为稳健的方法应对重大罕见事件。本章借鉴了此类历史交易方法，以及19世纪和20世纪初被金融学术界忽略的参考文献。现在是时候纠正我们对期权定价贡献的误解了。






[1]研究章节。




22.1　打破链条

对我们这样的实践者来说，理论应该从实践中产生。[2]这也解释了我们为什么对“实践应符合理论”这种所谓的“科学”概念有着深深的担忧。期权的对冲、定价和交易既不是哲学，也不是数学，而是一门极为丰富的手艺，交易者会从其他交易者那里学习（或模仿），并在进化的压力下以自下而上的方式锻炼技巧。这是技艺而非知识。如果它是一门严谨的科学，期权交易将不复存在，因为我们可以清晰地看到定价和对冲理论的缺陷和不科学之处（在最糟的情况下，对冲产生的风险比其降低的风险还要多）。在本章中，我们的方法是追寻这门技艺的历史，并展示过去的期权交易员是如何经营这门业务的。

我们会看到，期权交易早在现代金融之前就已非常活跃。在过去的一个世纪中，管理期权交易和衍生工具账簿风险的方法和技巧得到了很大的发展，并被实践者有效地使用。与此同时，数学研究人员也进行了许多推导。然而，正统的经济学文献并不承认这些贡献，而是采用了（一些）经济学家之后的重新发现或重新表述。有证据表明，布莱克—斯科尔斯—默顿公式的命名存在问题，该公式长期以来由多名研究者开发、使用、稳健调整，并被期权交易员广泛采纳。此外，在这样一个科学史的谬误中，爱德华·索普写出（并使用）了和布莱克—斯科尔斯—默顿公式完全相同的公式，但矛盾的是，他的公式稳健且贴近现实，却一直被认为是“不严谨”的。这引出两个问题：（1）布莱克—斯科尔斯—默顿创新只是新古典主义金融中的一种论点，是一个思维实验[3]；（2）我们并不了解交易员的论点或他们使用的公式版本。

是时候将声誉还给先贤了。



[2]对我们来说，在本次讨论中，“实践者”被定义为重复参与期权对冲决策的人，也即有风险损益、“风险共担”的人，而非编写定价模型的量化分析师或提供咨询建议的学者。

[3]在这里，我们批判一种概念混淆：将理想世界中的思维实验（毫无预测能力）和真正的科学实践混为一谈。实际上，布莱克—斯科尔斯—默顿的论述只作用于柏拉图式的理想世界，而且看上去优雅的表达并没有什么意义，因为我们总是可以构建柏拉图式的世界，并让该世界中某个等式成立或是进行严格证明，这样的做法也被称为逆向工程。


22.2　介绍

22.2.1　布莱克—斯科尔斯只是理论

期权交易员虽然把所用的公式都称为布莱克-斯科尔斯-默顿公式，但具有讽刺意味的是，他们没有意识到，在过去一个世纪构建的所有期权公式中，被称为布莱克—斯科尔斯-默顿的公式（布莱克和斯科尔斯，1973；默顿，1973）是离他们所用实际公式最远的公式。而且在历史上的诸多公式中，它是唯一一个对价格跳跃和尾部事件具备脆弱性的公式。

首先，人们似乎在转录的过程中丢失了部分信息：实际上，布莱克、斯科尔斯[25]和默顿[172]从未提出过新的期权公式，他们只是将一个已经存在且众所周知的公式用新方法推导（或重新推导）成一种经济学理论。而我们可以看到，这一理论极易受到假设的影响。早在他们之前，期权对冲和定价就具备了更坚实的基础。布莱克—斯科尔斯—默顿的观点是，期权可以使用动态的方式进行对冲，从而转变为一种无风险工具，因为对冲后投资组合不再具备随机性。但实际上，布莱克、斯科尔斯和默顿所做的事情就是营销，他们找到一种方法让当时的经济学界接受了这一众所周知的公式，并且扭曲了它的本质含义。
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图22.1　路易斯·巴舍利耶提出了基于期望的期权公式。它的基础假设比布莱克-斯科尔斯的动态对冲更加严谨，因为它不需要薄尾分布条件。很少有人能意识到，布莱克-斯科尔斯所谓的发现只是移除了标的证券的期望，而不是推导出新的公式。


他们的理论需要一些奇怪的、牵强的假设：交易层面的流动性、了解未来事件的概率分布（阿罗—德布勒式的新古典主义风格），更关键的是需要薄尾或温和随机的特定数学结构。[1]整个理论非常奇怪，对站在常规新古典主义经济学之外，依靠自身观察决策的实践者来说并不适用。简单来说，动态对冲理论在实践中是非常危险的，因为它可能会让你破产。除非你关注新古典主义经济学理论，否则它毫无意义。布莱克—斯科尔斯—默顿的观点和公式是一种自上而下的一般均衡理论，它假设投资者充分了解未来的概率分布，且能通过连续交易降低风险（在数学上并不成立，且只在非常特殊的薄尾分布下有效）。而且导致问题的不仅仅是这些缺陷：期权交易员对这种理论并不买账，特别是投机的一般均衡理论，对交易员来说风险太大且极度不可靠。简单来说，正态理论不适合在不确定条件下指导决策（特别是在与我们所看到的经验证据长期不一致时）。人们也许可以根据投机理论做出决策，但在承担风险时要规避理论的脆弱性。

然而，职业交易员，包括作者（以及瑞典皇家科学院）在内，一直有一种错觉，认为大家实际上使用的是布莱克-斯科尔斯-默顿公式，因为所有人都这样告诉我们，这种说法在各类文献和商学院的教学环节中多次被强化，而真实的原始资料早已遗失或被视为一种逸闻（默顿[174]）。
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图22.2　布莱克-斯科尔斯—默顿观点下典型的“风险降低”结果。图中是动态对冲组合的损益波动（非常标准的数据）。BSM确实“平滑”了波动，却暴露在巨大的尾部风险之下，这让人不禁想起LTCM的破产事件。其他期权公式则对罕见事件具备较强的鲁棒性，不会出现类似的结果。


回顾期权交易者一百多年来的实际行为模式，我们将在讨论中给出对期权定价和对冲的真实理解。

这是一个非常普遍的问题。和许多职业一样，期权交易员有一条自己的手艺传承链。但问题在于，大学没有办法纳入这一类实践技能，导致该传承链条经常中断。实际上，业界多年来已经研究推导出了很多具备鲁棒性的模型，但经济学界拒绝承认或引用它们。这也导致交易员需要周期性地重新学习。例如金融咨询公司Leland O’ZBrien Rubinstein（LOR）在1987年对冲失败，但事件发生后却没有出现在任何公开的学术文献中（默顿[174]，鲁宾斯坦[205]，罗斯[203]），反过来动态对冲还被认为是一种标准操作。[2]

在学术研究中，对一些核心元素缺乏应用领域的实践反馈,可能会导致我们所看到的实验室模型和真实生态之间发生偏离。这也解释了为什么有如此多的金融学者致力于研究平稳回报，但之后用他们自己的理论交易却走向了破产。[3]而我们的路径完全不同，我们先通过多年的期权交易，经过上百万次对冲和上千次期权交易实践再走向理论。结合自身经验和部分被人们遗忘的期权交易知识，我们会纠正一些关于期权定价和对冲的误解，主要有两个误区：

·我们不得不等待布莱克-斯科尔斯-默顿公式出现，才能交易衍生产品、给期权定价以及管理期权组合。实际上，引入布莱克、斯科尔斯和默顿的观点增加了我们的风险，使风险管理走向倒退。简单来说，认为交易员依靠理论（哪怕是一般均衡理论）来给期权定价是一个误区。

·我们使用布莱克-斯科尔斯-默顿公式。不，我们不用。

在讨论这些误区的时候，我们会着重关注那些隐藏在图书馆深处的期权理论文献（自下而上的推导），这还只是有记录的部分，不包含已经遗失的期权交易实践经验。



[1]布莱克、斯科尔斯采用的这些错误假设导致它仅仅是一个思维实验，尽管它也是一个极其优雅的实验。它和现代投资组合理论的一个共同缺陷是，假设了随机变量未来的方差（或者所有未来概率）。这也是它与实践相冲突的原因，市场的肥尾正是对布莱克—斯科尔斯思想实验的否定。

[2]例如，马克·鲁宾斯坦在1995年获得了国际金融工程师协会颁发的年度金融工程师奖，却没有人提到他在投资组合保护和动态对冲中的失败。这充分说明，人们对过去的错误是多么健忘。

[3]人们对罕见事件的标准反应可以参见以下内容：“本周三会被量化领域的从业人员铭记。”罗思曼说，他是芝加哥大学博士，在加入雷曼兄弟之前管理着一只量化基金。“模型预测每1万年才会发生一次的事件连续发生了三天。”卡亚·怀特豪斯：《量化分析师遭遇时代的洗礼——1万年》，《华尔街日报》2007年8月11日，B3版。


22.3　误区1：交易员在BSM之前无法对期权定价

一般大家都认为，布莱克-斯科尔斯-默顿公式理论让期权交易员能够计算delta对冲值（相对于标的），并给期权定价。但这一点在历史记录和研究分析上都存在很大的争议。

至少在1600年，期权交易就已经很活跃了。约瑟夫·德拉维加曾给出某种技巧，可以通过启发式方法对期权定价并处理其风险敞口。德拉维加描述了荷兰的期权交易，证明投资者在期权定价和对冲方面具备一定的专业知识。他甚至粗略地指出看涨看跌期权平价关系，而他写的书甚至都没有期权交易技术的教学目的。我们坚持使用看涨看跌期权平价的原因在于：布莱克—斯科尔斯—默顿公式的名声正在消解风险中性交易的要素——标的资产具备必要的风险漂移。而风险中性并不需要动态对冲，只需要简单的看涨看跌期权平价即可（德曼和塔勒布，2005），后面我们会再讨论。显然，诺贝尔委员会决定授予默顿和斯科尔斯诺贝尔奖（当时被称为瑞典银行奖），主要就是因为去除资产风险溢价这一核心成果：布莱克、斯科尔斯和默顿的关键贡献是证明了，在对期权进行定价时不需要使用任何风险溢价。这不意味着风险溢价消失了，相反，它被包含在股票价格中。而他们最早被引用的成果是一个消除期权价值漂移的思维实验，其中用到的交易和变换要简单和机械得多。

期权的历史远比常规文献所记载的要丰富悠久得多。远期合约的起源几乎可以追溯到公元前1750年美索不达米亚时期的黏土片。格尔德布洛姆和琼克[104]表明，阿姆斯特丹的谷物交易商在1550年就已经使用了期权和远期合约。

从19世纪末到20世纪初，伦敦、纽约、巴黎和其他几个欧洲交易所都存在活跃的期权市场。在1870年，期权市场似乎极为活跃和复杂。凯尔里斯和瓦莱里奥（1997）讨论了19世纪70年代美国的股票期权市场，间接表明当时的交易者已经足够有水平，能为尾部事件定价。[1]

一些市场甚至出现了活跃的期权套利交易。其中有大量期权交易的论文被雪藏：我们追踪了至少10篇关于期权的德国论文，均写于19世纪末至恶性通胀期。[2]



[1]有关市场历史的描述已经非常丰富，但凯尔里斯和瓦莱里奥[140]想要进一步观察19世纪70年代期权的定价是否被低估或高估（使用布莱克—斯科尔斯—默顿式的方法）。该时期只有一次尾部事件——1873年9月的大恐慌。凯尔里斯和瓦莱里奥发现，持有看跌期权是有利可图的，但认为市场的恐慌只是一次性事件：“但是，持有看跌期权受益于1873年9月金融市场的恐慌。鉴于这是一次性事件，我们剔除所有市场恐慌之前的未到期合约，并重复对看跌期权的分析。”参考有关的经济学文献会得出20世纪50年代、60年代和70年代期权价格普遍过高的结论，他们总结道：“我们的分析表明，期权合约普遍定价过高，对个人投资者来说没有吸引力。”他们还补充道：“从实证角度看，看跌期权和看涨期权相对于理论估值模型经常被高估。”而此类结果与当时的实践者尼尔森（1904）的观点相矛盾：“主流的大期权交易商根据经验发现，长期来看，具备优势的是期权购买方而非提供方。”

[2]下面是部分论文清单：Bielschowsky,R(1892): Ueber die rechtliche Natur der Prämiengeschäfte, Bresl.Genoss.-Buchdr; Granichstaedten-Czerva,R(1917): Die Prämiengeschäfte an der Wiener Börse,Frankfurt am Main; Holz,L.(1905)Die Prämiengeschäfte,Thesis(doctoral)-Universität Rostock; Kitzing,C.(1925): Prämiengeschäfte: Vorprämien-,Rückprämien-,Stellagen-u.Nochgeschäfte; Die solidesten Spekulationsgeschäfte mit Versicherg auf Kursverlust,Berlin; Leser,E,(1875): Zur Geschichte der Prämiengeschäfte; Szkolny,I.(1883): Theorie und praxis der prämiengeschäfte nach einer originalen methode dargestellt.,Frankfurt am Main; Author Unknown(1925): Das Wesen der Prämiengeschäfte,Berlin :Eugen Bab ＆ Co.,Bankgeschäft。


22.4　方法和推导

作为其中一个主要的信息源，尼尔森[176]讲述了大量的相关历史：尼尔森是一位期权交易员和套利者，基于20世纪初的经验观察，他出版了《期权和套利入门》一书。根据他的说法（1904），通信公司在伦敦和纽约市场之间发送的信息多达每小时500条，通常每天有2 000～3 000条。每条信息在有线系统中的传输时间都不到一分钟。尼尔森用一种无理论的方式，以启发式方法描述了他严谨的套利业务（后来《动态对冲》[225]一书也采用相同的方法）：证券的运输成本、保险成本、利息费用，同时在纽约做多和在伦敦做空某证券的可能性（由此节省证券的运输和保险成本），以及各类其他技巧。
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图22.3　埃斯彭·豪格（本章合著作者）与曼德博、塔勒布的合照，2007年。


正统的金融经济学不包括经济学以外的史料，这是作者在论文（塔勒布，2007）[227]中讨论过的一种机制。斯托尔[219]首次通过正式的期权文献完整描述了看涨看跌期权平价理论，但他和其他人都没有提到尼尔森。而尼尔森不仅充分理解并详细描述了看涨看跌期权平价，还经常以引用的方式提到希金斯（1902）[129]，比如：

值得一提的是，看涨期权比看跌期权交易更为频繁。原因可能是，大多数股票投资者倾向于看到事情乐观的一面，因此更常看到价格上涨而非下跌。

然而，这种只买看涨期权，不管看跌期权的交易倾向不会导致看涨期权比看跌期权价格更贵，因为有证据证明，熟练的期权交易商可以通过股票交易，将看跌期权转换为看涨期权，将看涨期权转换为看跌期权，或者将少量或大量的看涨期权转换为看跌-看涨期权。实际上，任何期权都可以通过股票转换为另一种期权。因此，我们可以相当准确地假设，买入看涨期权与买入看跌期权的价格相同，均为买入看跌—看涨期权的一半。

这里的“看跌—看涨期权”不过是具有相同的行权和到期日的看跌和看涨期权的组合，今天我们称其为跨式期权。尼尔森用很多篇幅详细描述了看涨看跌期权平价。当时还出现了静态的市场中性delta对冲，比如，尼尔森在他的书中写道：

伦敦的期权卖方具备丰富的交易经验，如果他们卖出看涨期权，会同时购买看涨期权相对应的一半股票；如果卖出了看跌期权，那就会立即卖出一半的股票。

我们要理解这一描述的价值，因为当时伦敦的标准期权是以平值发行的（尼尔森明确地指出了这一点）。此外，伦敦所有的标准期权都是欧式期权。当时伦敦只有少数时间会交易实值或虚值期权，也被称为“花式期权”。通过这里和著作的其余部分，我们可以清晰地看到，期权交易商知道平值期权的delta值约为50%。实际上，当时在伦敦交易的平值期权锚定的是远期平值，从而使看跌和看涨期权的价格相同。今天我们知道，远期平值且到期时间很短的期权的delta值非常接近50%（看跌期权自然是负50%）。而当时伦敦发行的期权的期限通常为一个月。

尼尔森还粗略地指出了动态对冲的要点，认为其在理论上比在实践中更有效（参见豪格[125]）。从尼尔森描述的所有细节中，我们可以清楚地看到20世纪初期权交易极为活跃，且当时的期权交易员在定价和对冲方面毫无压力。

赫伯特·法勒是另一位期权交易员，在1919年至20世纪60年代参与了期权交易。法勒（1959）描述了20世纪20年代早期和30年代在纽约和欧洲存在的活跃的期权市场。不过他也提到，由于第二次世界大战，欧洲交易所后来关闭并停止了交易，伦敦的期权交易直到1958年才恢复，其中以20世纪初伦敦期权交易的技巧最为精湛[177]。可能因为第二次世界大战，加上随后多年期权交易的中断，人们遗忘了一些期权套利的稳健性原则，直到后来像斯托尔这样的金融学教授“重新发现”了这一点。

早在1908年，文岑茨·龙布津出版了一本书，推导了几个期权定价公式，有一个公式与今天的布莱克—斯科尔斯—默顿公式非常相似，另见哈夫纳和齐默尔曼（2007，2009）[117]。龙布津通过稳健的套利原则建立了风险中性期权定价方法，如看涨看跌期权平价以及远期价格与看涨看跌期权之间的联系，这一点后来被德曼和塔勒布（2005）重新发现。[1]实际上，看涨看跌期权平价的限制足以让我们不需要假设标的资产的未来收益，因为从原理上讲，期权必然和远期价格挂钩。[2]

1910年，亨利·多伊奇也描述了看涨看跌期权平价关系，但没有希金斯和尼尔森的详细。1961年，雷纳克再次详细描述了看涨看跌期权平价（这是被学术界忽略的另一篇文章）。当时，纽约证券交易所的交易员专门利用看涨看跌期权平价将看跌和看涨期权相互转换，他们被称为“转换员”。雷纳克（1961）[198]：

虽然没有数字来佐证我的观点，但我估计超过60%的看涨期权经由转换员之手产生。

换句话说，转换员（交易商）承担了做市商的职能，能够通过对期权静态对冲来转移大部分风险。雷纳克写道，他曾经做过期权交易员（转换员），并举例说明了当时他和同事是如何利用可转债中的期权进行对冲和套利的：

期权卖方和交易员已经找到了通过卖出期权稳定获利的方法，从业的大部分都是经验丰富的专业人士。其中一种方法是持有可转换债券，然后卖出标的的看涨期权，只要进行转换就可以获得股票。

希金斯、尼尔森和雷纳克都描述了看涨看跌期权平价以及用期权来对冲期权的重要性。在布莱克—斯科尔斯—默顿公式出现之前，期权交易者在对冲和定价方面绝非束手无策。基于简单的套利原则，他们能比布莱克—斯科尔斯—默顿更稳健地对期权进行对冲。如之前所述，希金斯和尼尔森在1902年和1904年分别描述了静态市场中性delta对冲。此外，甘恩（1937）也讨论了平值期权的市场中性delta对冲，但远不及尼尔森的详细（1904）。甘恩还指出一些辅助动态对冲的方法。

米尔斯（1927）早在现代投资组合理论之前就在文献中阐述了价格跳跃和肥尾。他写道：

（……）因为受到一两个极端价格变化的影响，分布可能与高斯分布大不相同。

22.4.1　期权公式和Delta对冲

下面我们来看一下期权定价公式，第一个有记录的公式来自巴舍利耶（1900）[5]。1961年斯普里克尔[215]扩展了巴舍利耶的成果，假设资产价格为对数正态分布而非正态分布。他还规避了贴现（由于许多市场，尤其是美国市场，期权溢价是在到期日支付的，所以没有显著影响）。

詹姆斯·博内斯（1964）[26]也假设资产价格为对数正态分布，并推导了看涨期权的价格公式，该公式实际上与布莱克—斯科尔斯—默顿公式相同，但布莱克、斯科尔斯和默顿推导公式的方法是基于连续动态delta对冲或基于CAPM，这使他们能得到独立于预期回报的结果。换句话说，布莱克、斯科尔斯和默顿的伟大发现不是公式本身，而是他们的推导方法。鲁宾斯坦（2006）[206]也指出了这一点：

这个公式对金融投资理论的真正意义不在于它本身，而在于它的推导方式。早在十年前，斯普里克尔[215]和詹姆斯·博内斯[26]就推导出了相同的公式。

萨缪尔森（1969）和索普（1969）也发表了类似于博内斯和斯普里克尔的期权定价公式。索普（2007）声称，在布莱克、斯科尔斯和默顿发表理论的前几年，他已经把一个完全相同的公式输入计算机了。

下面来看delta对冲，如之前所述，1902年和1904年，希金斯和尼尔森明确描述了静态的市场中性delta对冲。索普和卡苏夫（1967）则更详细地介绍了静态delta对冲，不仅针对平值期权，还针对任意delta的期权。在1969年的论文中，索普先简要描述了静态delta对冲，然后指出了动态delta对冲的一些方向，他没有将其作为一种定价工具，而是作为风险管理工具。法勒也指出了期权的动态对冲，但没有展示太多计算delta的方法。另一个被人们忽视的文本是阿诺德·伯恩哈德公司1970年出版的一本小册子，此书的作者清楚地意识到任何行权价或资产价格下的市场中性delta对冲（他们称其为“平衡对冲”），书中有多个关于购买认股权证或可转债，以及如何做空适量的股票进行delta对冲的案例。阿诺德·伯恩哈德公司还计算了大量认股权证和转债的delta值，并向华尔街的投资者公开发行。

根据索普和卡苏夫（1967）的说法，布莱克、斯科尔斯和默顿把delta对冲的想法向前推进了一步，布莱克和斯科尔斯认为（1973）：

如果对冲连续进行，那么上述近似就会变得精确，最终对冲组合的回报将完全独立于股票价格的变化。实际上，罗伯特·默顿向我们指出一点，即此时对冲组合的回报是确定的。

这可能是一个绝妙的数学概念，但期权交易不是数学理论。仅仅有一个与现实相去甚远、在实践中也不稳健的理论想法远远不够。令人惊讶的是，以该公式命名的方法恰恰是期权交易员唯一不使用的方法，接下来我们会进一步讨论。



[1]德曼和塔勒布（2005）[63]的论述出现在[225]中，但并未引起大家的注意。

[2]鲁菲诺和特鲁萨德（2006）[204]承认，可能有人碰巧解决了风险溢价问题，但没有意识到历史上看涨看跌期权平价已经被如此广泛地使用。而且他们认为这还不够，确实，相较于那些用现代金融术语（如“随机贴现率”）先将问题复杂化，再用高斯分布和动态对冲来简化的人，先贤所做的可能还不够。他们认为，对看涨和看跌期权使用“非随机贴现率”不符合现代资产均衡定价理论。但考虑到我们从未见过从业者使用随机贴现率，和所有的期权交易前辈一样，我们认为，看涨看跌期权平价已经足够了。这类似于科学家教鸟类如何飞行，然后根据它们的飞行表现邀功，只不过这次教授的还是错误的方式。


22.5　误区2：今天的交易员使用布莱克-斯科尔斯定价

交易员不做定价。

首先，价格本身不代表定价。定价需要一个强有力的理论框架，对假设和模型结构都具备脆弱性。而对交易员来说，当一个人不知道未来的概率分布时，为购买期权而产生的价格不是定价，而是一种权宜之计，这样的价格随时都会改变。交易者的信仰不会体现在价格中，价格可能完全取决于他手里的库存仓位。

这种差异非常重要：交易员是有限理性的工程师（甚至对任何形式的概率理性都不感兴趣），他们并不了解世界未来状态的信息透明度和概率。因此，他们不需要一个通用的理论来生成价格，防止别人针对他们的报价进行荷兰式套利，而是满足一些标准限制条件即可：除了看涨看跌期权平价，行权价为K的看涨期权不能以低于[image: ]的价格交易（避免看涨看跌期权存在负价差），行权价为K的看涨期权和行权价为[image: ]的看涨期权不能超过两倍的[image: ]期权价格（负蝴蝶价差），水平日历价差不能为负（当利率较低时），等等。这样就削减了交易员的自由度：他们需要遵守看涨看跌期权平价，同时兼顾市场上其他期权的价格。

从这个意义上讲，直到合约到期，交易员都不会使用任何定价方法，而是通过市场上其他合约的价格来给出报价，并且持有时间随机。他们不需要什么自上而下的科学。

22.5.1　我们什么时候定价？

如果你看到交易员在一个荒岛上独自经营业务，没有远期市场，此时又不得不给出一个期权价格并持有至到期日，那就有必要对期权进行定价，但这样一来，交易的量级就会很小。这不过是一种扭曲的思维实验罢了：人们只有在从事期权交易的情况下才会交易期权，这样一来，必然有反向交易的账簿。因为如果没有反向交易，就不存在动态对冲，交易员可能就无法持有超过最小（可忽略不计）规模的头寸。（同样，我们不知道有多少期权交易员和机构能够在布莱克—斯科尔斯—默顿的理想环境中运作，同时还不破产。）下一步我们会讨论这种对冲的不可能性。


22.6　动态对冲的数学不可能性

最后，我们讨论动态对冲概念中的严重缺陷。它强制要求概率分布的各阶矩均存在。[1]

假设收益率的分布具有无标度或分形性质，我们可以将其简化如下：对于足够大的x（尾部），[image: ]取决于n而非x。对金融市场上的证券来说，X是每天的收益率，没有什么理论可以证明[image: ]和[image: ]应该存在差异。这种所有尺度下的自相似性会导致幂律尾或帕累托尾，即某个阈值之上有[image: ]。从数以百万计的数据来看，资产收益的幂律性质在可接受的误差范围内均成立。与此有关的大量经验证据可参见曼德博（1963），他提出的相关理论早于布莱克—斯科尔斯—默顿（1973）和默顿的跳跃—扩散模型（1976）；也可参见斯坦利（2000）和加比克斯等人（2003）的论述。假设分布无标度的原因如下：分布在某个阈值（某个X值）上可能是薄尾的，但我们不知道该阈值在哪里，从认识论的角度看，我们身处黑暗，无法确定边界，从而不得不使用无限大作为阈值。

在对上述“真正肥尾”的批评中，有这样一类观点认为，每日收益可能服从肥尾分布，但是，由于中心极限定理，在α大于2的情况下，累积收益会转变为高斯分布。这种观点显然在分布的前渐进条件下不成立：布绍和波特（2003）以及曼德博和塔勒布（2007）认为，分形分布的前渐进性质令中心极限定理在尾部生效极为缓慢，甚至两者完全无关。此外，对长期回报还有采样误差的问题，因为长期数据点不多，包含的尾部事件很少，会让人产生样本内尾部较薄的错觉。而且，动态对冲下收益累积会使尾部变薄的观点并不成立，因为此时交易者必须依赖高频数据及其统计特性。只要在动态对冲的阶段内分布是无标度的，高阶矩就可能爆炸式增长到无穷大，从而摧毁动态对冲投资组合。一旦超过二阶的高阶矩为无穷，简单的泰勒展开就行不通了。

动态对冲的机制如下。为不失一般性，假设无风险利率为0，经典的布莱克—斯科尔斯—默顿公式包括卖出看涨期权和购买相应数量的股票，以对冲证券价格的瞬时波动。因此，对分布一阶矩风险敞口进行局部“对冲”后的投资组合π为：

[image: ]

其中C为看涨期权价格，S为标的证券。离散时间条件下组合价值的变化为：

[image: ]

通过对S在初始值附近展开，我们得到了离散时间内投资组合的价值变化。传统的期权理论采用高斯分布，所有高于∆S2的项都会迅速消失。

对上式两边取期望，可以看到要求矩严格有限：各阶矩都要收敛。如果再加上一项[image: ]，在三次项或四次项显著的概率分布中，该项可能非常显著。实际上，虽然S的n阶导数会急剧下降，但对行权价K偏离分布中心很远的期权而言，S的高阶项依然不成比例地快速上升，抵消了对冲的作用。所以，这里我们要求所有矩均有限——不存在截断近似。布莱克—斯科尔斯—默顿通过伊藤引理给出的解决方案是，将投资组合的回报坍缩为确定性收益。但在实践中坍缩的速度有多快或多有效呢？我们可以构建如下组合，看涨期权的回报应通过以下动态对冲流得以复制，t到T之间的极限为：

[image: ]

这样的策略依然无法匹配看涨期权的价值：两者的差异永远保持随机性（而根据布莱克—斯科尔斯的说法，它应该会逐渐消失），除非你生活在一个可以降低此类风险的幻想世界中。

此外，默顿的著作存在前后不一致的问题，我们也不知道应当接受他的哪一种理论：默顿（1976）同意我们可以在有跳跃和不连续的市场中使用巴舍利耶风格的期权推导，在标的股票价格和市场不相关时不进行动态对冲。这似乎是承认了动态对冲理论只适用于某些证券：那些无跳跃且与市场相关的证券。

22.6.1　高斯分布（令人困惑）的稳健性

之前索普和布莱克-斯科尔斯-默顿公式之所以如此成功，是因为高斯分布具备一个简单性质：通过改变随机变量概率密度的标准差σ，你可以表示任何概率分布，甚至是肥尾分布。但这不等同于使用了高斯分布，也不意味着用高斯分布表达最简便（因为你必须在每个价格上设定一个标准差σ）。它表达的意思仅仅是加上一个σ以后，高斯分布可以表达你想要的任何东西，使其成为行权价格和到期时间的函数。

波动率微笑，即改变一个参数产生σ(K)，或者改变两个参数σ(S,t)形成波动率曲面的方法，这正是迪皮尔（1994，2005）[72][73]和德曼[61][64]采用的方法，参见盖思勒尔（2006）[103]。他们假设了一个波动率随机过程，并不是因为这样一个东西天然存在，而是将其作为一种拟合到高斯分布给期权定价的方法。此外，尽管高斯分布的二阶矩有限（以及所有高阶矩均有限），但是你可以通过高斯波动率曲面表达无限方差。而σ参数有一个很强的约束，对于相同行权价的看跌和看涨期权，波动率必须相同（假设都是欧式期权），并且合成的漂移项和远期一致。

颇具讽刺意味的是，波动率微笑与布莱克—斯科尔斯—默顿公式并不一致。已经有成百上千篇论文试图扩展布莱克—斯科尔斯—默顿模型，以纳入随机波动性和跳跃扩散过程。让多位研究人员感到惊讶的是，在实践中，很少有交易员使用随机波动率模型。这不是一个描述波动率微笑应该如何或随着时间如何变化的模型，而是一种符合无套利波动率曲面的稳健的对冲方法。

换句话说，你可以将波动率曲面作为地图来使用，而不是作为领土来划界。然而，以布莱克—斯科尔斯—默顿模型广为应用来证明其合理性是非常愚蠢的：我们重申，在模型中使用高斯分布本身就排斥了其他概率分布，这并非动态对冲的推导（巴舍利耶，索普）完全不依赖高斯分布。



[1]默顿（1992）似乎接受了动态对冲的不适用性，但他可能认为,金融领域有着“螺旋式趋向完备”的发展趋势，日后这些问题会被解决。15年后，如果说有什么差异，那就是我们离该问题的解决越来越远了。


22.6.2　订单流和期权

显然，期权交易者不一定对到期日的概率分布感兴趣，因为对他们来说，分布是抽象的，甚至是形而上学的。除了看涨看跌期权平价（史料表明1904年就出现了），我们还可以用其他期权来对冲期权的持仓风险。这种方法的一个重要含义是，如果用期权来对冲期权，那么期权定价将主要基于供给和需求。这与布莱克—斯科尔斯—默顿（1973）的理论形成了强烈对比，该理论的基础是理想状态的几何布朗运动和连续时间动态对冲，这样一来，供给和需求完全不影响期权价格。如果有人想购买更多的期权，做市商可以简单地通过delta动态对冲来构建，这将是期权的完美替代品。

由此引出一个关键点：期权交易员不会通过罕见事件的概率来对虚值期权定价。他们只对供给和需求做出反应。隐含概率分布的概念仅仅相当于一个荷兰式命题。


22.6.3　巴舍利耶-索普方程

我们也会看到一些随意的说法，将期权巨大的交易量归因于布莱克—斯科尔斯公式，这种观点相当站不住脚。考虑到历史上期权在不同的时间和地点都取得了巨大成功，更是证伪了这一观点。

此外，有证据表明，虽然芝加哥期权交易所和布莱克—斯科尔斯—默顿公式都诞生于1973年，但该模型在20世纪80年代之前“很少被交易员使用”（奥康奈尔，2001）。在1992年，布莱克—斯科尔斯—默顿公式被提出来近二十年后，当作者之一（塔勒布）成为一名场内交易员时，他惊讶地发现，很多交易员依然不用公式和表格就能对期权进行定价，比如直接根据蝶式和转换期权定价。

即使是1975年的一部金融学著作，也将功劳给了索普和卡苏夫（1967），而非布莱克—斯科尔斯（1973），尽管后者也出现在参考书目中，奥斯特（1975）：

西德尼·弗里德在1950年之前就发表过有关权证对冲的文章，但直到1967年，爱德华·索普和希恩·卡苏夫在市场上大放异彩的书，才真正向广大读者简单地介绍了空权证/多股票的对冲方法。

最后我们总结一下，之前所有的历史公式都适用于无标度分布，从第一个（巴舍利耶）到BSM之前的最后一个（索普）都是如此。凯恩斯（1924）明确提出通过远期移除期望漂移的概念，后来的布劳（1944）提出多看涨期权空看跌期权等于远期的观点，而这些套利关系似乎在1904年就广为人知了。

实际上，我们可以将期权交易量的激增归因于计算机时代处理交易的便捷性，加上没有恶性通胀以及长期和平条件下的经济增长。从证据看（抛开那些学术宣传），学术金融的发展似乎是一种偶发现象，绝非期权交易的起因。再强调一次，教鸟类如何飞行并不能让人凭借鸟类的“飞行成果”获得荣誉。

这也是为什么我把这个方程称为巴舍利耶—索普方程。我们一直在使用它，但没有叫对名字，不仅用了错误的方法，还把它归于错误的人。这并不意味着动态对冲不重要，而是说它并非定价模式的核心。它可以帮助我们记录某些随机过程的公式，如果有一天市场“螺旋式趋向动态完备”，那么它可能有用，但不是现在。


第二十三章　幂律条件下的期权定价：稳健的启发式方法*，‡[1]


在本章中，我们通过启发式方法定义了“卡拉玛塔常数”（卡拉玛塔点，幂律尾部的临界点），并研究了行权价为K的尾部期权价格（看涨期权的行权价＞K，看跌期权的行权价＜K，均落在卡拉玛塔点之外），80/20法则成立。该方法只需要一些温和的套利限制和尾部指数α就可以给出期权的相对价格，同时没有常规限制条件（比如有限方差）。

该方法可以帮助我们审视波动率曲面，测试尾部期权相对定价错误和定价过高的理论，这些理论通常是薄尾模型和修正的布莱克—斯科尔斯公式的变体。






[1]研究章节，共同作者Universa团队：布兰登·亚尔金、奇普尼特曼、达米尔·德利奇、马克·施皮茨纳格尔。




23.1　介绍

幂律类分布一般通过生存函数的性质来定义。令X为服从右尾“幂律”分布的随机变量，也即

[image: ]

这里[image: ]是缓变函数，定义为[image: ][22]。

X的生存函数一般被归为“正规变化”类RVα，更具体地讲，函数[image: ]在无穷大时满足指数关系[image: ]

[image: ]

实际上，存在一个阈值，在该点之后L(x)会接近极限状态，趋向常数l，如图23.1所示。超过该点的幂律尾可以用希尔估计量来测算。此区域内的分布被曼德博称为强帕累托定律[162][75]。


[image: ]
图23.1　卡拉玛塔点，此时缓变函数可以被安全地替换为常量，L(S)=l。对价格S和几何回报率，我们会得到不同的卡拉玛塔常数值，但和尾部指数α对应的渐进斜率保持不变。



23.2　卡拉玛塔点之上的看涨期权定价

下面定义欧式看涨期权价格C(K)，行权价为K，标的价格为S，K,S∈(0,+∞)，其收益(S−K)+在某种概率测度∞[image: ]下定价，因此期权价格可以表示为[image: ]，我们可以由此进行如下证明。


[image: ]
图23.2　我们展示了不同条件下的布莱克—斯科尔斯期权价格，分别为波动率等于常数，波动率微笑（波动在尾部会上升）和幂律分布。在标的满足幂律分布的条件下，期权价格和行权价是线性关系。


23.2.1　第一种方法，S属于正规变化类

我们先从简单的案例开始理解，令S具备公式23.1中的正规变化类RVα生存函数，对于所有的K＞l和α＞1，

[image: ]


评论21

我们注意到，如果从现有的期权价格出发，参数l包含了S=l以下所有概率分布的信息，在给定的α参数下，我们无须估计分布的均值、波动率（尺度）和其他性质。



让我们先假设α为外生变量（通过拟合分布或经验参数得出，两种情况下α的随机性都很弱[239]）。可以注意到，C(K)对不同分布具备不变性，同时唯一的参数l为常数，我们可以将其从比率中划掉。下面考虑市场上尾部期权的“锚”，行权价为K1，价格为Cm，定义为其他期权相对价值的定价基准。我们可以简单地从[image: ]中得到其他行权价，并应用公式23.2。


结果1：S分布下的相对定价

[image: ]



其优点是消掉了分布中的所有参数：我们只需要尾部期权的价格和分布α就可以构建独特的定价机制。


评论22：避免混淆L和α

部指数α和卡拉玛塔常数l应该和标的分布相对应。如果S属于正规变化类，公式23.1和公式23.2对应的尾部指数α和[image: ]的α完全不同。为一致起见，每个变量都应该有自己的齐普夫图和对应描述。

1．如果[image: ]那么两者的α相同，但是不同的L(.)会以不同的速率趋向常数。

2．如果[image: ]，则分布不在正规变化类中，见定理7。



α保持不变的原因是尾部指数的无标度特性。


定理7：对数收益率

令随机变量S的生存函数为[image: ]为缓变函数，rl为对数收益率,[image: ]，则ϕrl(rl)不属于RVα类。



证明　直接地，转换之后的[image: ]

我们可以注意到，虽然在实践中这么构造需要连续复利条件[229]，但我们的方法假设该条件被包含在期权价格（或l）中。此外，在如此远的尾部之外，[image: ]和[image: ]之间没有明显的差异。


23.2.2　第二种方法，S的几何收益率属于正规变化类

下面让我们回到现实世界，收益率[image: ]服从帕累托分布。考虑[image: ]，其中S0是标的初始价格，r～P(l,α)（帕累托Ⅰ型分布），生存函数：

[image: ]

通过[image: ]对应到Cm，和之前一样，一切有关分布的信息都体现在l中。

令[image: ]属于正规变化类，对[image: ]

[image: ]

我们可以重写公式23.3，并消去l：


结果2：[image: ]分布下的相对定价

[image: ]




评论23

我们的模型和修正后的布莱克—斯科尔斯的定价方法不同（随机波动率或局部波动率模型，参见迪皮尔、德曼和盖思勒尔[74][102][60]），我们不要求分布的方差有限，如[229]所示。唯一的要求是α＞1，也即一阶矩有限。




[image: ]
图23.3　以“固定K”为锚的标准普尔500指数看跌期权价格（来自2018年12月31日的清算数据），计算出符合期权市场价格的尾部指数α（蓝线），红线为α=2.75的期权价格。我们可以看到，市场上的期权倾向于：（1）符合幂律分布（也符合调参以后的随机波动率分布）；（2）给出相对于实际α更薄尾的结果。这也显示，模型中所谓高估尾部的说法并不成立。



[image: ]
图23.4　和图23.3中相同的结果，但通过隐含波动率的方式表示。针对下方不同行权价的期权（锚分别定为90、85和80），我们将市场价格映射到隐含波动率上，再计算模型相对于市场报价的比值，假定α=2.75。



23.3　看跌期权定价

下面我们考虑看跌期权的行权价（对看涨期权来说是负向尾部，可以通过看涨看跌期权平价定价）。和看涨期权不同，我们只能研究[image: ]没法研究对数收益率（更不可能直接研究S）。

我们先来构造标的可能的负回报，令r为收益率，S=(1−r)S0，然后令r＞l＞0服从正向帕累托分布，密度函数[image: ]。通过概率转换并重整标的PDF的尺度可得：

[image: ]

其中设置尺度常数[image: ]使fs(S)的积分为1。因为参数λ本身也接近1，所以其修正很小，[image: ]（σ是布莱克—斯科尔斯的等效隐含波动率，t是期权到期时间）。

值得注意的是，参数l和尺度λ都会被消除。


结果3：看跌期权定价

[image: ]




23.4　套利边界

显然，在上述公式中，行权价高于K1的期权不存在套利机会，因为我们可以验证布里登和利曾伯格的结论[32]，其中概率密度来自行权价[image: ]的期权二阶导。

但是，在行权价[image: ]之间依然可能存在套利机会，其边界如下：令BSC(K,σ(K))为看涨期权的布莱克—斯科尔斯定价，行权价为K，波动率σ(K)为行权价和到期时间t的函数。我们有：

[image: ]

其中[image: ]，为了满足不等式23.8，我们还需要一个看涨期权价差不等式，取如下极限：

[image: ]

这样的套利关系给尾部指数α设定了下界，对于利率为0的简化情况：

[image: ]

[image: ]


23.5　评述

如图23.5所示，随机波动率模型和其他类似的模型（比如跳跃扩散或标准泊松变化模型）最终会在校准区域之外的尾部失效。使用调参后的薄尾分布（而非帕累托分布）来给期权定价并不可取，因此，大量金融文献认为尾部期权“高估”的观点和对“巨灾风险”的心理偏差都是很不严谨的。这里提出的方法可以帮助我们更现实地审视此类观点。


[image: ]
图23.5　第二个拟合的log-log图。
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布鲁诺·迪皮尔、彼得·卡尔，以及纽约大学工学院的学生。


第二十四章　量化金融领域的四个错误*，‡[1]


本章我们会讨论杰夫·霍尔曼在《量化金融》上的评论（令人惊讶的是，霍尔曼当时还是一家大型对冲基金的高级风险管理人员），并给出学生们应该避免的四个关键错误：

1．混淆尾部（四阶矩）和波动率（二阶矩）

2．当计算潜在收益时忽略詹森不等式

3．在分析对冲结果时不考虑标的业绩表现

4．金融领域计价单位的必要性



霍尔曼先生对《反脆弱》的评论（2013.12.4）存在大量事实、逻辑和分析上的错误。这里我们仅列出最关键的一部分问题，并指出在风险管理和量化金融领域的普遍误区。这些核心谬误应该被教给量化金融专业的学生，以供新入行的量化分析师和风险管理者学习规避。





[1]讨论章节。



24.1　混淆二阶矩和四阶矩

对初学者来说，非常重要的一点是不犯这个基本错误。霍尔曼将VIX（波动率合约）与押注“尾部事件”联系在一起。让我们重申一下“尾部事件”的概念（如本书之前的表述）：尾部在决定分布特性方面具备不成比例的作用，从数学上讲，分布躯干的作用更小。[2]

霍尔曼先生似乎把肥尾后半部分的特征搞反了，认为VIX代表尾部事件是错误的。波动率指数主要受分布中心平值期权的影响，更接近二阶矩而非四阶矩（平值期权的收益实际上是线性的，对应条件一阶矩）。作者曾在《动态对冲》（塔勒布，1997）（见附录）一书中讨论过如何押注尾部或“四阶矩”。为了押注肥尾事件的不对称性，需要卖出平值期权并购买尾部期权，以实现二阶矩中性（类似于“市场中性”）。为获得这种中性，需要在分布的躯干部分“做空波动率”，因为峰度越高，分布中心的作用越小。

在“不确定性”系列中，我们给出了更数学的公式：肥尾同时意味着分布“尖峰”，因为尾部越厚，市场在[image: ]和[image: ]之间的时间就越多，其中σ是分布的标准差，µ是分布的均值（为了便于表述，这里我们用了高斯分布，但该结论适用于所有具有“钟形”曲线的单峰分布）。而“尖峰”意味着非尾部事件的波动更小，平静的时间更多。至于对期权定价的影响，读者可以参考我在第一堂金融衍生品课的课后测验中通常会给学生准备的问题：“如果尾部变肥了，平值期权会怎么样？”答案是，它们的价值会下降。〔要点：尾部从哪里开始？如章节4.3所说，对于一般的对称幂律分布，尾部开始于：[image: ]，s为标准差，当α趋于无穷时对应高斯分布（随机波动率）。尾部一般位于2到3个标准差之间。这源于脆弱性二阶效应的启发式定义：分布对尺度参数的估计误差具备凸性。但在实践中，由于小样本效应（再次强调，肥尾会加重小样本效应），标准差的历史值会偏低，因此实际尾部会大于2至3个标准差。〕

在我们发表于《量化金融》（塔勒布和杜阿迪，2013）的论文中，一个更深入的论点是，我们对脆弱性的度量对分布中心周围的事件具有反向敏感性，因为从生存概率来看，脆弱的事物对尾部冲击非常敏感，但不应该受分布躯干的影响（否则不成立）。



[2]在所有相关的计算中，峰度或标度四阶矩（衡量肥尾的标准测度），是通过方差的平方对四阶矩进行标准化的结果。


24.2　分析期权收益时忽略詹森不等式

下面是一个应该不惜一切代价避免的错误，尤其是在讨论波动率策略或任何金融问题的时候。霍尔曼先生似乎忘记了詹森不等式的存在，而这正是持有期权的意义，在《反脆弱》中我们提到过这一点。忽略凸性效应的表现之一是，人们在计算损益时会天真地假设期权近似等于波动率指数。

如果从2007年1月1日开始，用1美元滚动购买短期VIX期权，会在2008年11月20日滚到4.84美元——然后在未来的四年半里损失99%的价值，最终在2013年5月31日以0.05美元收场。[1]

上面的例子将期权收益低估了几个数量级。霍尔曼先生使用了金融期权中的波动率指数VIX（或VIX期货）来分析尾部策略的回报，这在数学上是错误的，因为存在二阶效应，两者可以说没什么关系（就像是通过分析温度期货来评估对滑雪场的投资）。对滚动持有的期权策略来说，如果隐含波动率上升4%，平值以外5倍标准差的期权[2]价值将增加16倍，而且只有在波动率降到0时才失去价值。对10倍标准差的期权来说则是144倍。如果要进一步展示这种加速特性，假设期权存在，20倍标准差期权的价格会上升约210 000倍。[3]讨论中还有第二个关键错误：霍尔曼先生的计算中去掉了实值期权的收益。

我们应该记住VIX并不是一个价格，而是一个逆函数，是一个从价格衍生出来的指数：人们无法像买西红柿那样去买“波动率”。发行机构在购买这种逆函数对应的期权时存在非常严重的非线性效应。尽管VIX比尾部期权更线性，但它仍然是实际市场波动率的凸函数。这一点介于方差和标准差之间，因为用各个行权价的期权合成的是方差（盖思勒尔，2006）。读者可以做一个简单的练习，假设以10%的价格“买入”VIX，也就是说，以与10%水平相对应的波动率购买期权组合。假设回报是平方形式，波动率上升4%，由于非线性效应，这一篮子期权组合会上涨15%，平均上涨9.5%。霍尔曼先生相信或希望读者相信，这0.5个百分点应被视为损失，但实际上，波动率变化的二阶不均匀性远比一阶效应更重要。



[1]在上述讨论中，霍尔曼先生还展示了指数看跌期权令人失望的回报率，正如我们之前所说，这些期权反映的是波动率而非尾部事件，我们也称其为“垃圾看跌期权”。

[2]这里我们用隐含波动率作为标准差的基准。

[3]作者亲眼见过，在维克多·尼德霍夫的破产清算中，曾以0.05美元售出的期权最终以38美元买了回来，导致Refco公司破产，甚至此时期权都远远没到达到平值：不过是经历了隐含波动率的一次恐慌性上升。


24.3　保险和被保资产之间的不可分割性

我们永远不应该单独计算保险的成本而忽略组合收益，不然的话就不会有人购买保险了。

虽然霍尔曼先生把波动率的正负号搞对了，但在上面的例子中，他只分析了购买期权来保护尾部事件的成本，没有考虑投资组合本身的表现，就像是只计算保险的成本而不考虑被保资产的价值，这样人们自然不可能去购买保险了。实际上，在他描述的同一时期，市场上涨了超过100%：一个合理的方法是，从绝对金额的角度看投资者应该怎么做（当然，应该抛弃他的这种“VIX”模式，专注于用少量资金投资尾部期权，这样才能形成积极的策略）。如果没有这样的保险，很多投资者（比如作者）可能早就退出市场了，或者根本没有钱再向市场追加资金。


24.4　金融领域计价单位的必要性

他的分析还存在一个很大的误区。

杠铃策略是一种双模型策略，表现为将组合的一部分投资于“计价单位”（反脆弱）的资产，剩下的部分投资于风险资产（在反脆弱的概念中，此类计价单位为通胀连结资产）。霍尔曼先生的虚无主义论述根本没有考虑这种无风险的计价单位（由此可能导致一些诡辩，比如，“他说在陆地上比在海上更安全，但如果发生地震了怎么办”？）

布莱克—斯科尔斯公式推导中的基准为无风险资产，但在1977年以后的文献里，基础计价资产的概念已经被“现金”取代了，之后又出现了不同货币的概念，这在技术上允许测度发生变化。计价单位可以被定义为连结所有单位的基础单位（实践中，计价单位是不影响投资者财富的一揽子基准）。所以，如果没有计价单位，那就没有概率测度，也不会有量化金融，因为我们需要一个单位来计算所有的事物。在这篇（充满感情的）批驳文章中，霍尔曼先生不仅否定了杠铃策略，还否定了所有经济学变量取期望的操作，这意味着他应该去攻击数以万计的金融研究论文和《量化金融》存在本身。

显然，霍尔曼先生的评论中还有大量其他错误和不一致的说法，但我毫不怀疑，《量化金融》的读者已经发现了这些问题。正如我们所述，本章讨论的主要目的是规避量化金融领域中的分析谬误。

综上所述，作者欢迎来自金融界的批评，只要这些批评别给出伪科学论点即可，或者别像霍尔曼先生那样用这种违反该领域基础逻辑的方式。


24.5　附录（押注分布尾部）

《动态对冲》：

押注四阶矩是做多或做空波动率的波动率，可以通过虚值期权或日历差价来实现。例如，“反向价差”比率是一种买入大量虚值期权，同时卖出少量平值期权的方法，以确保整个交易满足“权利金盈余”的原则（交易在期初产生正的现金流）。如果使用实值期权，盈余原则的实现会更复杂一些。在这种情况下，应该使用看涨看跌期权平价将每个期权的内在价值扣除，并使它们和虚值期权的权利金相等。

图24.1所示的交易是同时购买虚值看涨和看跌期权，并卖出少量同一到期日的跨式期权。

图24.2展示了第二种方法，买入一定金额的60天期权，同时卖出80%金额的20天期权。这两种交易都能从肥尾和尖峰中获利，而且两者的修正维加值都几乎为0，但维加值敏感性不同。


[image: ]
图24.1　获取四阶矩的第一种方法，《动态对冲》（1997）。



[image: ]
图24.2　获取四阶矩的第二种方法，《动态对冲》（1997）。


参见章节4.3“分布的躯干、肩部和尾部”，我们假设尾部从概率分布对尺度参数呈现出凸性的位置开始。


第二十五章　尾部风险约束和最大熵‡[1]


在金融文献中，构建投资组合一般基于两大核心假设：充分了解各个证券收益的联合概率分布；能通过效用函数表示投资者的偏好。在现实世界中，投资者需要在客户和监管机构的风险约束下构建投资组合，一般要控制给定置信水平下可能产生的最大损失（头寸的在险价值）。有趣的是，金融文献似乎并不关注我们对资产回报的多维概率密度到底了解多少，也没有对此进行过严肃的讨论。

相比之下，我们的方法是先强调这些问题，然后采用一个熵最大化的框架，来表示我们对现实世界中证券收益“真实”概率分布（无论是单变量还是多变量）的无知。在这样的框架下，我们只通过下行风险约束来构建最优投资组合，然后发现了两个有趣的结果：（1）左尾约束强到足以覆盖传统理论中的所有因素；（2）最终得出的结果是投资者非常熟悉的“杠铃式组合”（一部分投资于最大确定性/最低风险，另一部分投资于最大不确定性）。







[1]研究章节，共同作者杰曼。



25.1　投资组合的核心约束是左尾风险

通常，在机构管理框架下，承担风险的主体会使用监管规定的尾部损失限额来设定投资组合的风险水平（自《新巴塞尔协议》以来要求银行必须遵守这一点）。它们不会考虑效用，而是依靠压力测试、止损、在险价值（VaR）、预期损失（即超过VaR的条件预期损失，也被称为CVaR）之类的截断损失方法。特别是在金融交易中，保证金是由清算公司和交易所根据尾部损失（通过概率和压力测试）来计算的。（在风险术语中，止损是一种强制命令，在达到某个预先定义的损失时将终止部分或全部风险敞口。《新巴塞尔协议》是巴塞尔银行监管委员会发布的银行法律法规的建议的统称。在险价值定义为某个损失阈值K，使投资组合在给定时间范围内损失超过该值的概率为ϵ。压力测试是通过人为改变某些基础变量值，来测试投资组合的表现。）至少可以说，投资约束所代表的信息可以有效表征主体的风险偏好和期望分布。

相较于一段时间内的组合波动，风险主体更关心该阶段内他们可能面临的资金缩减。此外，他们完全不了解投资组合中各组成部分的联合概率分布（只是模糊地知道一些相关性和对冲概念），却可以基于最大风险的原则进行资产配置并有机地控制损失。[对风险承担主体来说，用方差代替风险会显得非常奇怪。现代投资组合理论降低方差的目的与理性投资者的偏好并不一致，无论其风险厌恶程度如何，因为控制方差也会压缩向上的收益——除了极少数我们非常确定预期回报率的情况，或者更奇怪的是，投资者只能投资于概率分布对称和（或）收益对称的变量的情况。止损和尾部风险控制都会违反这种对称性。]我们无法直接使用传统的效用和方差概念，因为相关信息已经被嵌入尾部损失约束。

由于止损、VaR（和预期损失）方法和其他风险控制方法只关心分布的一小部分，即负面损失，所以我们可以得到两种拆分投资组合的方法，构造出“杠铃式”的结构，因为投资者在收益分布不同区域的立场可能完全相反。这里我们定义的杠铃是在组合中混合两种极端性质，比如投资于线性组合w权重的最保守资产和(1−w)权重的最高风险资产，w∈(0,1)。

从历史上看，金融理论一直偏爱参数化的、不太稳健的方法。认为决策者完全了解未来收益分布的天真想法依然存在，尽管这种观点毫无实践和理论支撑——比如，相关性非常不稳定，根本无法精确衡量。投资组合理论是一种基于确定分布和确定参数的方法，这种方法可能对研究有用，但无法适应现实的风险环境。[相关性不稳定的方式本身就很不稳定，因为资产收益的联合分布不具备椭圆性，参见布绍和奇切帕提奇（2012）[42]。]

学术研究领域大致有两种传统：一种是基于经济学的高度参数化决策方法（主要以马科维茨[166]为代表）；另一种是基于稀疏性假设，被称为凯利公式，参见凯利（1956）[142]、参见贝尔和科弗（1980）[15]。和马科维茨的最小方差法相比，同一时期发展起来的凯利公式不需要假设联合分布或效用函数。在实践中，我们只需要知道预期利润和最大损失的比率以避免破产。显然，在凯利公式下，模型误差的影响较小，参见索普（1969）[250]，黑格（2000）[119]，麦克莱恩、津巴和布拉任科[157]。有关这两种方法的差异的讨论可以参考萨缪尔森对凯利公式和索普（2010）[252]的反对意见。凯利的方法为浮动投资比例，在发生损失时自动降低仓位，相当于控制了左尾。马科维茨的方法则需要设定一个非参的固定最大损失，也即证券价格变化的下限，类似于赌博游戏，在金融领域只能通过二元期权来实现。此外，凯利公式要求我们相对精确地了解未来收益率（均值）。我们对凯利公式进行了拓展，使其能够容忍更大的预期回报的不确定性，即风险主体只能通过衍生品、保险或基于止损的动态投资组合来控制左尾。徐、吴、江和宋（2014）[266]对比了均值方差和最大熵，并利用熵构建了稳健的投资组合。简言之，我们强制约束了组合的最大损失，但以其他方式假设回报具备最大不确定性。更准确地说，我们将收益分布等同于风险约束的最大熵展开，表示为对左尾行为和其他区域的期望收益或对数收益。请注意，我们用的始终是香农熵，度量信息还有其他方式，比如Tsallis熵[256]（香农熵的扩展）和雷尼熵[137]，在特殊情况下它们可能更便于计算。不过最有名的还是香农熵，因为它具备一个完善的最大化框架。

这里“左尾行为”指的是上述讨论中机构面临的清晰绝对的风险约束。我们描述了由此产生的所谓最大分布的形状，并研究了分布的其他性质。一方面，在高斯分布的均值—方差框架下重新揭示了VaR与预期收益之间的数学联系。另外，还有两方面的贡献：（1）在此均值—方差法更宽松的约束条件下研究了投资组合的收益分布形状；（2）用随机熵表示剩余的不确定性。

VaR和CVaR方法并非没有误差——大家都知道带参VaR本身就是一种无效的风险控制方法。不过通过购买保险，此类方法可以不再依赖于参数假设，从而变得稳健。这一点可以通过衍生品合约或组合有机构造来实现（显然，如果某人的投资组合中有80%是基础计价资产，那么损失超过20%的风险和所有收益模型均无关，因为基础计价资产的变化不算风险）。我们通过“固定止损”和保险的方式构造了“纯稳健”的组合（零预期损失），这是“杠铃”结构在我们研究中的一个特例。

值得一提的是，基于两种不同风险类别构建投资组合是经济学中的一个已有观点，参见希克斯（1939）[128]。现代投资组合理论提出了共同基金定理或“拆分”定理，即投资者可以通过组合两个共同基金获得他们想要的所有投资组合，一个是无风险资产，另一个代表与其约束相切的最优均值—方差组合，参见托宾（1958）[254]、马科维茨（1959）[167]、默顿（1972）[170]和罗斯（1978）[202]。在我们的例子中，无风险资产是尾部风险设置为零的资产。注意，在传统金融经济学中，投资组合带风险的部分需要方差最小。而在我们的方法中恰恰相反，带风险部分的方差要尽可能大。

25.1.1　杰恩斯眼中的杠铃策略

我们的方法只限制那些可以被限制的变量（一种相对稳健的方法），其他地方则服从熵最大法则。这与杰恩斯“应该如何在经济学中使用熵？”的观点相呼应[134]：

宏观经济系统的运行可能不是对当前学术理论中描述的因素做出反应（或者至少不仅是对这些因素做出反应）。它可能只是在自然和政府的约束条件下，朝着熵增加的方向移动。


25.2　重新审视均值-方差组合

令[image: ]代表m个资产在一段时间内的回报，其联合分布为[image: ]，回报均值[image: ]，m×m的协方差矩阵[image: ][image: ]。假设[image: ]和Σ都可以从数据中可靠估计。

权重[image: ]的投资组合回报率为：

[image: ]

均值和方差为：

[image: ]

标准投资组合理论中，我们会在[image: ]（固定平均回报）的限制条件下，在所有的[image: ]中最小化V(X)。或者也可以固定方差V(X)，同时最大化预期收益[image: ]。在这一框架中，风险的代理指标为方差。

为了将它和我们基于熵的方法联系起来，考虑如下两种标准情形。

（1）正态世界：资产收益的联合分布[image: ]服从多元高斯分布[image: ]假设正态性相当于假设[image: ]在一阶统计量为µ[image: ]和二阶统计量为Σ的所有多元分布中具有最大（香农）熵。而且对于给定均值[image: ]，最小化方差(X)等价于最小化X的熵（不确定性）。原因是，联合正态分布隐含了任意权重下X都是单变量正态分布，且[image: ]变量的熵是[image: ][image: ]。在信息完备的世界中这是自然成立的。熵作为平均不确定性的概念参见菲利帕托斯和威尔逊（1972）[188]，熵在金融经济学中的描述可以参考周等人（2013）[270]，在一般经济学中可以参考杰奥尔杰斯库—罗根（1971）[107]。

（2）未知多元分布：如果可以估计二阶结构，我们就可以使用马科维茨的方法，比如选择权重来寻找最优的均值—方差组合，从而决定[image: ]。但是，我们不知道收益X的分布。假设X满足正态分布[image: ]相当于假设最大化X的熵，因为正态分布的最大熵出现在均值和方差位置[188]。

我们的策略是将第二个场景中的方差σ2替换为两个左尾VaR条件，建模将投资组合回报表示为这些约束的最大熵展开项，同时在安全边际以上（无危险区域）加入一个投资组合增长的约束项。

25.2.1　分析约束条件

假设X的概率密度为f(x)，在之后的分析中令K＜0代表归一化常数，和风险主体的财富保持一致。对于任意的є＞0和v−＜K，VaR约束可以表示为：

（1）尾部概率：

[image: ]

（2）预期损失(CVaR)：

[image: ]

假设（1）成立，约束（2）等价于:

[image: ]

其中VaR参数[image: ]，令[image: ]代表一系列满足两个约束条件的概率密度f。注意，[image: ]为凸函数：对[image: ]有[image: ][image: ]，后面我们会加入一个分布均值约束。


25.3　再论高斯分布

假设X是均值为µ、方差为σ2的高斯分布，因为有两个自由参数，原则上可以让它满足VaR约束条件。如图25.1所示，左尾约束决定了分布的均值和方差。但是在满足VaR约束的同时也限制了分布的µ和σ2，会相应带来一种不等关系，“天下没有免费的午餐”。

令η(є)为标准正态分布的є分位数，η(є)=Φ−1(є)，Φ为标准正态分布的累积密度函数。同时设定：

[image: ]


[image: ]
图25.1　通过设定阈值K（VaR），超过该值的概率∈和对应的预期损失，高斯分布下就完全没有了腾挪的空间：在σ和µ确定时，投资组合的构造就显得无关紧要了。


命题25.1

如果[image: ]且满足两个VaR约束，那么均值和方差可以表示为：

[image: ]

而且[image: ]

证明见附录，通过VaR约束可以直接得到两个关于σ和µ的线性方程：

[image: ]

假设VaR约束支持分布具备正期望，[image: ]。首先，从上述σ和µ的线性方程中可以看到，如果固定均值µ，σ随є的增大而增大。µ＞0的条件为[image: ]，也即我们必须接受方差的下界随є增大，这是一条非常合理的性质。其次，从命题25.1的µ表达式中我们有：

[image: ]

也就是说，想要获得正期望回报的唯一方法是容忍足够大的风险，也即满足上面不等式的风险参数θ。这种限制适用于所有的对称分布，因为左尾约束会确定位置和尺度参数。例如对学生T分布（尺度为s，位置为m，尾部指数为α），同样有s和m之间的线性关系s=(K−m)κ(α)，[image: ]，这里I−1是正则化不完全β函数I的逆函数，s则是[image: ]的解。

25.3.1　两个正态分布混合

在各类应用科学中，混合两个正态分布可以得到自然拓展的高斯分布，在金融学中，混合分布假设（文献中表示为MDH）指的正是混合两个正态分布，已经被广泛纳入研究，参见理查森和史密斯（1995）[200]。杰曼和阿内（1996）[2]通过无限多个正态分布来描绘股票收益，并引入“随机性时钟”来解释金融市场信息流的不均匀到达率。此外，长期以来期权交易者一直使用混合分布来解释肥尾，并跟踪投资组合对峰度上升的敏感性（“DvegaDvol”），见塔勒布（1997）[225]。最后，布里戈和墨丘里奥（2002）[34]使用了两种正态分布混合的方法来拟合股票期权中的偏度。

考虑如下混合分布：

[image: ]

最符合直觉的简单情况是固定均值µ，令[image: ]，此时µ2被约束为[image: ]。因此，当σ1和σ2足够小时，近似满足左尾条件。实际上，当σ1=σ2≈0时，密度由两个尖峰组成（小方差正态分布），左侧以[image: ]为中心，右侧以[image: ]为中心。在最极端的情况下，左边是狄拉克函数，我们接下来会讨论。

动态止损　我们可以设置一个下阈值K，在该值以下不存在概率密度，最终结果取决于执行该止损的即时性。止损阈值右半边的分布不再类似于高斯分布，阈值和均值的距离会带有不同程度的正偏。我们用图25.2表达这一概念。


[image: ]
图25.2　动态止损在阈值位置表现为吸收态，对应阈值区域的狄拉克函数。



25.4　最大熵

通过上述分析，我们清晰地知道，在实践中，收益X的概率密度f不可知，也不存在任何理论可以预测。假设我们可以调节组合参数来满足VaR约束，可能再加上一个X函数期望约束（比如分布均值）。然后，我们想要计算概率和期望，比如[image: ]或损失超过2K的概率，又或者X＞0的期望收益。一种策略是,在最无法预测的情境下满足约束条件，比如使用约束条件的最大熵展开（MEE）来对f(x)建模。

f的“微分熵”是[image: ]。(积分可能不存在。)熵在密度空间是凹函数，MEE可以定义为：

[image: ]

其中Ω是满足一系列约束的概率密度空间，形式为[image: ]。假设Ω非空，可以得到fMEE唯一且满足指数分布，其形式为：

[image: ]

其中C=C(λ1…λm)是归一化常量。基于熵对合适的函数J(f)进行微分，使积分为1，叠加拉格朗日乘数的约束条件即可得到上式。在下面的特殊例子中，我们会用这种方法表征约束条件的MEE。

接下来，我们想要在VaR和其他的约束条件下最大化熵。确实，VaR约束自身无法导出MEE，因为它不会限制x＞K的密度函数f(x)。如果令f为K＜x＜N的均匀分布，[image: ]，那么熵可以很大。不过，我们在f的行为上附加了一个或多个约束，且与VaR约束相容，此时满足所有约束的概率密度集Ω非空。这里Ω依赖于VaR参数[image: ]以及其他的约束条件。

25.4.1　案例A：全局均值约束

最简单的情况是增加一个收益均值约束，比如固定[image: ]，因为[image: ]，增加均值约束等价于增加：

[image: ]

其中v+满足[image: ]

[image: ]

很容易检验f−和f+的积分均为1，那么

[image: ]

是下列三个约束的MEE：

[image: ]

同时，fMEE在我们的约束函数中是指数形式：

[image: ]

f−的形状依赖于K和预期损失v−的关系，v−离K越近，尾部下降的速度越快。随着v−→K，f−收敛于x=K处的单位尖峰（如图25.3和图25.4所示）。


[image: ]
图25.3　案例A：不同є值对分布形状的影响。



[image: ]
图25.4　案例A：不同v−值对分布形状的影响。



25.4.2　案例B：均值绝对值约束

如果我们限制均值的绝对值，表示为：

[image: ]

此时MEE会更复杂一些，但依然可解。定义跟上述相同的f−(x)，令：

[image: ]

那么可以选择λ1使得：

[image: ]


25.4.3　案例C：右尾服从幂律

如果相信实际收益率具备“肥尾”特征，而且右尾衰减服从帕累托分布而非指数分布（正态或指数概率密度），那么我们可以不管收益均值或绝对均值，直接把它加到VaR约束中。从MEE的指数形式来看，f+(x)将服从幂律分布，表示为：

[image: ]

如果α＞0，且约束为如下形式：

[image: ]

而且从MEE理论出发，我们知道，可以通过最小化对数归一化函数来求解参数，因此很容易得到：

[image: ]

其中A和α满足如下方程：

[image: ]

我们可以认为，该方程决定了给定A的衰减速率α，或者在给定幂律α时决定了必要的约束量A。

最终，VaR和对数回报率双重约束下的MEE展开为：

[image: ]（见图25.5和图25.6）。
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图25.5　案例C：不同α值对肥尾最大熵分布形状的影响。
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图25.6　案例C：不同α值对肥尾最大熵分布形状的影响（K更近的情况）。



25.4.4　扩展到多阶段模型

下面考虑多个阶段中的行为，这里我们简单地将所有收益相加，不对之前的收益率做加权调整。可以看到案例A会趋向常规高斯分布，但是案例C不会（见图25.7）。

案例A中的特征函数可以表示为：

[image: ]

所以，我们可以卷积推导出函数ΨA(t)n收敛于n变量求和高斯分布。而且策略均值的极限特征函数为：

[image: ]

从直观上看，大数定律给出的结果为高斯分布，均值为[image: ]

案例C中的幂律只会在[image: ]的条件下收敛到高斯分布，且速度极慢。


[image: ]
图25.7　在多阶段条件下，案例A中策略的平均收益分布。假设策略对“规模”独立，仓位大小不取决于过去的回报，那么累积下来会得到完美的标准高斯分布（如公式25.1），最终坍缩成以均值为中心的狄拉克函数。



25.5　总结评述

我们注意到，对于投资组合的随机性，止损比组合配置的作用更大。简单来说，止损不由组合中的单个成分触发，而是由组合的整体变化触发。这也使得分析不再关注组合中的单个组成部分，我们知道且能控制的只有尾部（通过衍生品或有机结构来实现约束）。

综上所述，在数学金融领域，绝大多数有关熵的论文都将熵最小作为优化目标。例如，弗里泰利（2000）[98]证明了在某些条件下“最小熵鞅测度”的唯一性，并证明了最小熵等价于最大化财富终值的期望指数效用。而我们恰恰相反，抛开效用，将熵最大化作为资产分布不确定性的描述。在VaR和预期损失的约束下，我们得到的最优解是通用的“杠铃式”投资组合，从而构建了资金分类配置的一般化方法。


25.6　附录/证明

命题1的证明　因为X～N(µ,σ2)，尾部概率约束为：

[image: ]

通过定义,有[image: ]，所以，

[image: ]

对于预期损失约束，

[image: ]

因为[image: ]，从B(є)的定义中我们得到:

[image: ]

求解公式25.2和公式25.3中的µ和σ2，可得命题1中的表达式。

最后，通过标准正态分布“上尾不等式”的对称性，对x＜0有Φ(x)[image: ]。选择[image: ]，可以求得[image: ]或[image: ]。在上尾不等式的渐进条件下，当x→∞时，有B(0)=−1，命题得证。
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Abstract: I
stock market crash is relatively low. Surveys of individual and institutional
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show that they assess the probability to be much higher. We examine the
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